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PŘEDMLUVA

Tento druhý díl obsahuje v podstatě zbývající úlolr
vydání knihy „Řešené úlohy z vyšší matematiky“ (Praha
která jest již dlouho rozebrána. Praktická potřeba si vyžá<
přidány funkce hyperbolické a hyperbolometrické s užitím, rozvoj
funkcí v řadu Taylorovu a Fourierovu, v dodatku pak Fourierovy
řady s proměnnou komplexní. Počet 746 příkladů ve vydání z r. 1939
vzrostl tak i s úlohami dílu I (Počátků) na 1156, tedy o 410.

Prvý díl (Počátky, 1945) obsahuje nyní většinu látky prvé mate
matiky na technice, díl druhý zbytek a úlohy z matematiky druhé (bez
analytické a diferenciální geometrie čar a ploch).

Úlohy byly voleny takové, které se vyskytují ve většině učebnic
vyšší analysy, při čemž byl brán zřetel hlavně na jejich vhodnost a uži
tečnost. Kromě příkladů původních jsem čerpal hlavně z těchto knih:
K. Petr, Počet diferenciální, Praha 1923.
K. Petr, Počet integrální, Praha 1915.
K. Petr, O rovnicích diferenciálních, litogr., Praha 1911.
E. Weyr, Počet diferenciální, Praha 1902.
J. Vojtěch,Základy matematiky, Praha, I. 1928, II. 1923.
E. Cesáro, El. Lehrbuch d. alg. Analysis und d. Infinitesimalrchg,

Lipsko 1904.
Ed. Goursat, Cours d’analyse, t. 1,2, Paris 1902, 1905.
Serret-Har nach, Lehrbuch d. Dif. u. Integralrechnung, B. 2, 3, Lipsko

1899, 1904.
W. F. Osgood,Lehrb. der Funktionentheorie, Lipsko 1920.
Schlömilch, Übungsbuch zum Studium d. höh. Analysis, Lipsko 1900.
Forsyth, Treatise on differential equations, Cambridge 1889.
Whittaker-Watson, A course of modern analysis, 1920.

Předpokládá se ovšem znalost dílu I a současné studium na př.
II. dílu Vojtěchových Základů.

Panu prof, dru Vyčichlovi děkuji za velmi pečlivé přečtení

a úpravu rukopisu i za odstranění zbývajících nedopatření.

V Praze r. 1947. Autor.





POČET DIFERENCIÁLNÍ

Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Funkce hyperbolické znázorňujme hyperbolou | 2 —?y2= 1 ana
logicky jako funkce goniometrické v kružnici | 2 -f- = 1. Na obr. I
jest OA = 1 a dále x obsah výseče OMAM^ Pak

MC — sinh#, — cosha;, AŤ = tgh.r, BD = cotgha;.

Hodnoty funkcí hyperbolických
jsou definovány analyticky vzta
hy:

sinha; =

cosh* ==

e* —e- -1
J — =

ex + e-* 1
cosy

tgha: =
e* —e_ sinhx
e* -j- e-* cosha: = sinr/j,

1 e* + e- 1
cotgha: = —,— = .tgha: e* — e—*

metrické funkce úhlu

99= ampa; = 2 arctge* —
nebo přímo vyčisti ze zvláštních
tabulek (Techn. průvodce, tab. 7).

Základní vzorce:
sinha; coshx = ex,
coshx — sinhx = ~ ,
cosh2x —sinh2x = 1

,
sinh(x -\- y) = sinhx coshy -|-

+ coshx sinhí/,
cosh(x -{ y) = coshx cosh?/ 4 - sinhx sinhí/,

sinh2x = 2 sinhx coshx, cosh2x = cosh2x 4 - sinh2x,

cofhx /

shx

ch x
0

Obr. 1.



tehŕz 4- v) -
tghx + tghy ' tsh2x -

2tghX
(x + J)

j _j_tgha. tghy . tgh a: l + tgh2a;,
coslma; -|- sinhwx = e"*= (cosha;+ sinha;)“,

2”—= coshna; — cosh(n — 2)x +

+ (g)
c°sh(?i — 4)x — ... ± i (n sudé)

= sinhíix — sinh(rŕ,— 2)x +

+ sinh(w — 4)x — ... ± (^(n™ 1)) s n̂ îa: (n ^cbé)

2n—1coshna:= coshwx + cosh(?i— 2)x + ... + (n sudé)

= + («»

-
ij)

•• •

(n liché)
Tedy na př.:

sinh2a;= J(cosh2x — 1), cosh2a;= ^(cosh2a; + 1),
4 sinh3a;= sinhSx — 3 sinha;, 4 cosh3x = coshSa;+ 3 cosha;.

sinhwa;= cosh"—1a:sinha; + (^j cosh”-3 x sinh3x + ...

coslma; = cosh"a;+ |^jsinh 2a:cosh”—2a; + ••
Tedy na př.
sinh3x = 3 cosh2x sinha; + sinh3a;= 4 sinh3x + 3 sinhx,
sinh4a; = 4 cosh3a;sinha;-)-4 cosha;sinh3a;=4 sinha; coshx(2 sinh2a;-|-l),
coshSx = cosh3x -f- 3 sinh 2x cosha; = 4 cosh3a;— 3 cosha;,
sinh4a; = cosh4x-|-6 sinh2a; cosh2x-)-sirih4x= 1 -j- 8 sinh2a;-l-8 sinh4a:.

Funkce hyperbolometrickéjsou inversní k hyperbolickým.
y'= argsinhx = lg(x -|- |/a;2 +1), x = sinhy;

y — argcosha; = i lg(x + j/a;2 — 1), x = coshy;

y = argtgha; = Ig
|/x

= tghy;

, x = cotghy.
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Jejich hodnoty lze určiti z tabulek nebo z uvedených vzorců. Na př.
máme určiti x ze sinhx = 6,050. Tabulky dávají x = 2,50. Výpočet
x = argsinh6,05 = lg(6,05 + ]/37,602) = lgl2,18 = 2,500. Podobně

= argtgh 0,9562 =
ig]/—lg

1/44,4
= lg6,66 = 1,896.

Derivace:

16. Dsinhcr = cosha;, Dcoshx = sinhrc.

17. Dtgha; -—
1
-—, Dcotgha: = .

*
.cosh2.'«: smh2*

18. Dargsinhx = — -—^ Dargcosha: = ,
\

.]x* +1 b j/a;2 - 1

19. Dargtghz =
j—^

-, Dargcotgha: =

Příklady viz v dalších odstavcích.

Věta Taylorova

Podle této věty lze vyjádřiti spojitou funkci f(x), která má v bodě

x0 —a všechny derivace do (n -f- l)-ní určité a konečné, výrazem

/( + ; ) =
/()+/

+
/^

2 + ... +
/1”^)^

+ ^. (I)

T. zv. zbytek řady Zn+\ udal Lagrange ve tvaru

(ra~k i) [
fl'n+1Ka + & )> Cauchy ve tvaru (1 —^) /(+1)( + üx),

pro ů hovící podmínce 0 <^ů 1. Je-li pak lim Zn+i = 0 a má-li f(x)
—co

v (, -|- x) všechny derivace, je možno vyjádřiti f(a + x) nekonečnou
konvergentní řadou Taylorovou. Pro = 0 slove řada Mac Lauri-

novou. Protože jsou mocninové řady stejnoměrně konvergentní pro
M < Q(poloměr konvergence), lze je též integrovat! (derivovati) člen

za členem, takže dostaneme řady Taylorovy pro integrál (derivaci)
původní funkce. Těchto řad se užívá přibližnému výpočtu hodnot
funkce /(a -f x) hlavnč pro malá x, takže postačí několik prvých členů.

— Píšeme- v horní řadě x —a místo x, nabývá tvaru
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•0.

f(x) = /(a) +
--jy-

( —a) + (; - a)2+ ...
(II)

Je to rozvoj funkce f (x) v okolí bodu a.

Podaří-li se f{x) nebo j {a -f x) rozvinouti v mocninovou řadu
podie x — a resp. podle x třeba jiným způsobem, na př. derivováním
nebo integrováním jiné známé řady, násobením řad nebo jejich děle
ním, umocněním, odmocněním řad mocninových a pod., dostáváme
rozvoj totožný s Taylorovou řadou. Pro tutéž funkci nemohou totiž

v okolí téhož bodu a existovati dvě různé mocninové řady.

Tyto poznámky často velmi usnadňují rozvoj složitějších funkcí!

Příklady

Jest rozvinouti v Taylorovu řadu funkce:

681. fix) = e*v okolí bodu a = 0. Všechny derivace f(n)(x) = exmají

pro x = a = 0 hodnotu 1, takže platí rozvoj (I)

OC X2 X2
eř = I +,7+ -vp + -vp + •-, konvergující pro každé x.

I ! Jj\ o!

682. f(x) = xex rozvineme v okolí a = 0 pohodlněji tak, že dosadíme

za ex řadu právě odvozenou:

X2 X2 x^
xe%= x — + — -{-—p pro každé x.

683. f[x) = sina; má /(n)(x) = sin(a; -f- n i^r), tedy /(2Í:)(0) = 0,
/(2*+i)(0)— (— 1)*a řada zní

X X2 X2 x^
sin# = — — + — — + ... též pro každé x.1! 3! 5! 7!

X2 x^ x^
684. f(x) = cosx =1 ^pp+ — gp -f ... pro každé x.

Funkci Iga; nelze rozvinouti v Taylorovu řadu v okolí bodu 0,
neboť funkce i její všechny derivace tu nejsou spojité. Lze ji
však rozvinouti v okolí bodu a = 1:

/» /»3 /y»41 - , •X' 9 ^ _lg(l + ) =- 2 —I—3 ^ + ... pro — 1 < a; <; 1.
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685. /(x) = tgx. í\x) =
-V,

/»(x) =-
2-" X

- = 2//', f'" = 2//" +
COS2X COS3X

+ 2/' 2
,

atd., takže /'(0) = 1, /"(0) = 0, /<3)(0) = 2, /<5)(0) = 16,
tgx = x + x 3 + Y^x5 + ^x 1 + jfbx 9 + •

(Pro |x| < 1.)

Také je možné doliti řadu pro sinx řadou pro cosx metodou
neurčitých činitelů. Užijeme-li jen prvých tří členů, vzniká

chyba á < x7(l -|- 2 + 4 + ...) = .

686. /(x) = arctgx v okolí bodu a = 0.

1. Prvý nejjednodušší postup jest integrovati řadu pro
derivaci /'(x):

= i ITtf = 1 - 2 + x4 - X + ...+ X2

4 f do: x x3 x5 x7/(I) - |-'-+1? = - + - + "-+' !'fr
Protože arctg(O) = 0, jest integrační konstanta = 0.

2. Druhý postup spočívá v tom, že si pro hodnoty /(i)(0)
odvodíme rekurentní vzorec, protože přímé počítání derivací
/*() činí potíže. Derivujeme (1 + x2) f'(x) = 1 podle formule
Leibnizovy (P. př. 216)*) (n -|- l)-krát a položíme x = 0:

D(n+1>[(l x2) /'(x)] = fn+2(x) (1 + x2) +

+ (w+ i) /(»+i)(x). 2x 4- (w + ^ /"(x) 2+0.

Dosazením x = 0 máme hned

0 = /(re+2)(0)+
^+iL/»(

0). 2 neboli /(n+2)(0)=

= —n(n + 1) /”(0). Odtud /'(0) = 1, /"(0) = 0 a dále všechny
sudé derivace vymizí; /'"(0) = — 2!,/<s>(0)= —4!, atd. Pro liché

je /(i>(0) = — (&— 1)! a

X X2 X'*arctgx = — —p — ... jako nahoře.

*) P. značí Počátky vyšší matematiky, JCMF, 1945.Druhé vydání
vyjde 1950pod názvemŘešenéúlohy z vyššímatematiky, díl I.
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3. Třetí postup spočívá v přímém počítání derivací
arctg# = jako funkcí y (x = tgy)

D(»rotgx) = j,’= j-J—=-ppi—=
oosV

y" = — 2 cos / .
siny .y' = — cos2?/. sin2?/= cos2?/sin2(?/+

y'" — 2 cos4?/cos2(?/+ ^tt) — 2 cos3?/sin?/ sin2(?/+ \ tz )
=

= 2 cos3?/[sin(?/+ i*) cos2(?/+ \tz) +
+ cos(?/+ \-k) sin2(?/ -f ^:) = 2 cos3?/sin3(?/+ %tz).

Takže dostáváme zjevně ?/(n)= (??,— 1)! cos"?/sin?i(?/+ ^), což
lze dokázati úplnou indukcí, derivujeme-li tuto rovnici ještě
jednou. Pro x = 0 jest y0 = arctgO = 0, sin2&(0+ =
= sin/cTT

= 0, takže všechny sudé derivace /< 2ř >(0) = 0 a liché
derivace jsou střídavě -fl a —1-

687. Radu pro = arctg(x 2) dostaneme, když položíme x2 = z do
řady

z z3 z5 z7
arctg z = T - T+ -- T+ ...,

takže hned

*rctgw=- r -- f + — r +....

688. /(x) = arcsinx rozvineme analogicky podle příkladu s arctgx
z 1 nebo 2.

1. f'(x) = (1 - 2‘ = 1 + -i*2 + 4-3x4+ ii|x e + ... ,
a integrací

arcsinx = x 3 + tü x5 + + ••• •
2. Derivujeme podle Leibnizova pravidla (1 —x2)/' 2(x) = 1

(n + l)-krát a dosadíme tam x = 0. Vyjde nejprve 2f'f"{l —x2).

. 2x/' 2 = 0 neboli /"(1 — x2) = x/' a njmí

<«+2) — x2^ —nf(n+1)2x —
|nj/ (n>2= f<-n+1). x -j- nfW]

pro x = 0
/(n+2)(0)= ( 2 _ n)y(»)(0)_)-n/ (n)(0) = íi2/°‘)(0).
/'(0) = 1, /"'(0) = 1, /(5)= 9, /<7>= 25 . 9, ...

a dostaneme tutéž řadu jako shora.



G89. Taylorovou řadu pro = Igcosa;lze obdržet! přímo integrová
ním řady pro tga;, neboť Igcosa:= —

/ tga:da:. Dostaneme
Igcosa:= — {\ + T\x i + ^a: 6+ ...).

x I x3 x5 \
,

3:2
,

7a;4
,69°- =

-)
= 1+ - + + -

X 3 &
± ~0 ±

X3 X5

_ 120 + ‘"

^ 6 ^ 36 ^

7 5
^

360
691. Podobně

= secx = = 1 : (1 - ia:2+ j-fX*—^ 6 +...) =

= 1 + ix 2+ &* + - X6 + -tifX* + ••••

692. Pro = () = —dostaneme mocninovou řadu bud podle
COSoc

Taylora, nebo vypočteme-li (p(í)(0) = /<i+1)(0), podle př. 686,2
pro f(x) = tgx. Dostaneme:

1
cos2a;

Tutéž řadu dostaneme však derivací řady pro tga; nebo umoc
něním řady pro seca; na druhou.

693. = cosha; = i(e* e~T). Radu dostaneme jako Taylorovu,

v níž
/(0) = 1, /'(a:) = sinha;, f"(x) = cosha;, /(2*+1>(0)= 0,

/'(0) = o, /"(0) = i, r-
= i,

/y2 /y«4 >y*6
coshx=l+- + lľ + -gľ +....

Tutéž řadu dostaneme jako poloviční součet řad pro ex a c—x.
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Derivací řady cosh# dostáváme hned

sinh*=* +
f5-

+
|f+-.-.

694. = e“*sinbx = f(x). Pomocí Leibnizovy věty máme

fW(x) = aneaxsina; + (”| —1 cosbx — an~2beaxsinbx

—
(s) an~Sb3eaxcosbx + ,

/(0) = 0, /'(0) = b, /"(0) = 2ab, /'"(0) = 3a2 - 63,
/(4>=

= 4(a36 —ab3) atd.

= bx abx2 + ^(3a2 — 62) bx3+ \ab(a 2 —62) a;4 -f ....
Též násobením řad pro eax,

sina;.

695. Rozveďte podle mocnin (x—2) mnohočlen f(x) = a;3 -j- 2a;2 — 3.
Užijeme Taylorova rozvoje ve tvaru

f(x) = f(a) +
—[y-

(a;—a) + (x — a)2 -|- (a; - a)3.

/(2) = 13, /'(2) = 20, /"(2) = 16, /"'(2) = 6,
takže

f(x) = 13 -f 20 (a;— 2) + 8 (a;— 2)2 + {x — 2)3.

696. =
-i- rozvésti podle mocnin x —a.

/'=—A* /" = = -
4 atd

-X2 X3 X4

1 1 a; —a (x —a)2
.r a a2 a2

Totéž bychom dostali úpravou

1 1 11

a y a y a J

Řada konverguje, když kvocient <1, tedy x < 2a.
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697. Nalézti Mac Laurinovu řadu pro )(x) = e*4'“. Pišme

z — x sinx, ez =

a do této řady dosaďme za

z = x sinx, ez — 1 + A +
^l

+
^.

+ ...

-v*4 ry*6 rytS
a=a:s m*=

Dostaneme postupně

5 2 = |x 4 — |x 6 +- 8 + ...
10>3 1/» 1 ryt8 I-g-z — -frX — J Y X •••

1 ^4 1 ^8 IYTZ — YJX “ •••
pěšina:— i i ryt2 i 1^4 i /^6 1l /vS iC — l-j-X-j-gX-j- — ' X - ••• •

698. Podobně najdeme řadu pro /(x) = (1 -f x)x = ex]e(̂1+x'1.

x lg(l + x) = z; eZ=1 +-Yr + 4r + -|T+"->

sem dosadíme

»2 /y»3 ryt4 /-V->5 /y>6•/ •</ «/ *1/ lil= - - + - +- -.- pro <1

a mame

(1 + == 1 + X2 — ix 3 + f X4 — f X5 + * 8 + ••• •

Numerické řešení rovnic methodami přibližnými

Přibližné hodnoty kořenů se najdou z tabulek nebo graficky prů
sekem křivek nebo nomogramem. Na př. rovnici 2x = tgx řešíme prů
sekem čar = 2x, = tgx. Grafy (tabulky) dávají kořen xt = 1,16
Tato hodnota se pak zlepšuje metodou iterační, regula falsi, metodou
Newtonovou a pod.

I. Metoda iterační: Danou rovnici F(x) = 0 převedeme na takový
tvar /(x) = <p(x),aby v okolí kořene bylo \cp’\< |/'|. Je-li pak xx první
přibližná hodnota kořene, vypočte se x2 (druhá přibližná hodnota) ze
zjednodušené rovnice /(x

2) = <p(xx), další přiblížení x3 z rovnice f(x 3) =

s 17



= rp{x.2) atd. Leckdy lze užiti tvaru f(x) = a řešiti x = rp(x). Pak
ovšem \cp'\< 1 v okolí kořene.

II. Regula falsi. Leží-li kořen rovnice f(x) = 0 mezi čísly a, b, jest

další přiblížení rej= a —f(a) ffä)' musí miti různá

znaménka. xx je bod, v němž seče osu x sečna vedená body [a; /(a)],
[6; /m

III. Metoda Newtonova. Mají-li /(a^) a /"(a^i)stejné znaménko, je
další přiblížení

_
f(xi)

*2~ ^ ľ(Xl) '

Metody lze užiti, i když znaménka /(Xj) a f"{Xi)jsou různá, ale je-li
f( )
- malé vzhledem xj |/"( ;)| malé vzhledem k f'(Xi).
t (Xi)

Metody se nejčastěji kombinují.

Příklady

699. Řešiti 3 lOx —1=0. Pišme x = 0,1 — 0,lx 3. Hodnota
jednoho kořene je tedy přibližně 0,1 = xx. x2= 0,1 — 0,14 =
= 0,0999; x3 = ^(x2) = 0,099903 atd.

700. Řešiti xex — 0,1. Vyjádříme-li e* známou řadou, bude

xex = x + x2 + +~.

Nyní lze psáti buď

a) x = 0,1 — x2 — Jx3 — -gX4 — ... a položití = 0,1; x2 =
= ^(xj) = 0,1 — 0,01 — 0,0005 — --- — 0,09; xs = 95(x2)

= 0,1 — 0,0081 = 0,0919; atd., nebo rychleji
b) x2 -j- x — (0,1 — |x 3 — ^x4 — ...) = 0 a řešili jako kvadra

tickou x = — 0,5 1/0,25 -)- 0,1 — |x 3 —^x5 — ... .
Xj = 0,1; x2 = — 0,5 + <95 = 0,091; x3 = 0,09128;
x4 = 0,091277.

701. Řešiti rovnici 10*= x10. Logaritmováním dostaneme
/(x) = x —10logx = 0.
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Odtud z tabulek zkusmo

= 1,371, f(x1) =
x2= 1,372, /(x2) =

Regula falsi dává

0,0006,
0,0025. 5

*3= 1,371 1,3712.

Pravidlo Newtonovo:
0,0031

4,3429 f"(x) 4,34
> 0 .X X X“

Nutno tedy pravidla užiti pro bod x1= 1,371, kde /(^j) a /"(Xj)
mají totéž znamení.

0,0006
x3' = 1,371 + = 1,3713 shodně s x*.2,1703

Skutečně podle pětimístných logaritmů

/«) - 1,3713 - 1,3713 = 0.

702. Resiti 2x3 -|- 1,5a:2— x — 0,5 = 0. Kořen menší než 1 jest mezi

= 0,6 a x2= 0,7, neboť /(x1) = — 0,128; f(x2) = 0,221.
Reerula falsi dává

x3 = 0,6 + 0,128
0,1

0,349 = 0,64.

Metoda Newtonova:

/' = 6x2+ 3x — 1, /" = 12x + 3.
Musíme jí užiti pro x3 = 0,64.

f(x3) = 0,524 -f 0,613 — 0,64 — 0,5 = - 0,003,
f'(x3) = 2,454 + 0,92 = 3,374,

x4 = 0,64 + ==0,641 atd.

= 5. Vypočteme x = 5 —5e—*s při-703. Resiti rovnici ——-ex — 1
bližnou hodnotou x1= 5. Pak iterací x2= 5 — -5 =
= 5 — 5 . 0,000674 = 4,9663, x3 5 — Se- 4-»«= 4,9649 atd.

704. Resiti rovnici sinhx = 3x. Možno psáti ex — e~* = 6x, ex =
= 6x -j- e~ x

. Z tabulek pro e* najdeme xt = 3. Pak dosazením
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e* = 18 + 0,0498 = 18,0498 a odtud z tabulky nebo logarit
micky = 2,89. Podobně dále

e* = 17,34 + 0,0556 = 17,3956; x3 = 2,85,
e* = 17,10 + 0,0578 = 17,1578; = 2,84
atd. až = 2,8387... .

705. Řešiti f (x) = x — cosa:= 0. Prvou přibližnou hodnotu < 1
odhadneme buď z diagramu, nebo užitím dvou členů Taylorovy
řady pro cosa”

x —1-)-ia; 2—= 0; a;2 + 2a;— 2 = 0

dává xx = — 1 -f- j/ = 0,732... .
Abychom mohli užiti metody Newtonovy, vezmeme — 0,74,
neboť

/(aľj) = 0,74 — 0,73847 = 0,00153 > 0,
f'( Xl) = 1 + 0,67429 = 1,67429,
/"(Zj) = cosa:!= 0,73847 > 0.

a;2 = 0,74 - = 0,74 - 0,0009 = 0,7391.

Další krok metodou Newtonovou pro a;2 = 0,7392 (aby / > 0)
dává již 0,73908.

706. Resiti f(x) = x 2 — cosa: = 0. Jako dříve najdeme xľ z rovnice

x 2 — 1 Ja;2 — — 36a;2 24 = 0

dává a;2 = 18 ± 1/300= 18 - 17,3205 = 0,6795,

a:!= 0,8243, / = 0,6795 — 0,6791 = 0,0004,

/'(Zi) = 2^! -f sina;! = 1,993, /"(x^ = 2 cosa > 0,
0,0004

a2= 0,8243 - 993 - = 0,8241,

f(x
2
) = - 0,00008.

Regula falsi dává nyní

a3 = 0,8241 +
0,00008-^-^|-

= 0,82414.

*
707. Resiti logtga — cosa = /(a) = 0. Z příslušných tabulek najde

me pro
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x, = 1,18682 (68°), /(Xj) = 0,39359 — 0,37461 = 0,01898,
x2= 1,16937 (67°), f(x2) = 0,37215 - 0,39073 = — 0,01858,
x3= 1,17810 (67J°), f(x3) = 0,38278 — 0,38268 = 0,00010.

Regula falsi mezi x2 a x3 dává

0 00873
*4 = 1,16937 + 0,01858 'Q-Qjggg— 1,17805,

/(x4) = 0,00000.

Metoda Newtonova se tu příliš nehodí pro nepohodlný tvar f'(x)
a fix).

708. a) Resiti rovnici f(x) = tgx — x = 0. Diagram funkcí y — x a
= tgx ukazuje, že kořeny leží mezi niz (, + + iz. Hledejme

na př. kořen menší než | = 4,7124 (270°). Za xxpoložme tedy
(260°) 4,53786.

/(x1) = 5,67128 — 4,53786 = 1,13342 > 0,

f{x) = tg2x, /"(x) = > 0.

Užijeme metody Newtonovy.

_ _
fg^i — x i

_ 4 53786 _
1

’
133

^ 4 50X2~ Xl tg 2̂ - 4’5378b 32,14- 4’50-

0 137
x3 = 4,50 - -+— = 4,50 — 0,0066 = 4,49343 20,61

atd.. Vícemístnými tabulkami dostaneme x =b 4,49340946.

íC I 1b) Rešiti rovnici x = Ig — = argcotghx. Lze psáti

/(x) = x — cotghx = 0, /'(x) = — a zřejmě x > 1. Pro

Xj= 1,1 má /(x) hodnotu —0,15; pro x2= 1,2, /(x2) = 0,001.

Pravidlo Newtonovo dává pro = 1,2

X3=l,2-f^=
1’19969'

Přesnější hodnota kořene je x — 1,199678.
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709. Dluh D má se umořiti anuitou a = — a to — 1 splátkami za-

čátkem roku. Jaké musí být úrokovací procento dekursivní?

D = oí— —-, neboli k(r — 1) = 1 —r-n+i_

Odtud r = 1 -)--1C /
Pro = 20, = 100 jest řešiti rovnici

r = 1,05 — 0,05r- 89.
Budeme počítat metodou iterační:

í-j= 1,05, 0,05r-»9 = 0,000399,
r2= 1,049601, 0,000414,
r3 = 1,049586, 0,000415,
r = 1,049585, p = 4,9585.

710. Střádáním částky a koncem roku po roků se má nastřádati ka
pitál ku. Jaké musí býti dekursivní úrokovací procento?

rn — 1/ = oc —, neboli rn — kr 4- — 1 = 0.
r — 1

Protože r > 1, nutno počítali

r — ^kr
— l — y.

Aby iterace postupovala dosti rychle, musí derivace pravé strany
být malá.

,1 \ kr kr
—' kr — &+1 ( — 1) + ’

\1(
— &+ I)"- 1

neboť je blízké 1.Musí tedy být n(r — 1)mnohem větší nežli 1.
Budiž na př. = 100, = 200.
Nyní povede iterace cíli.

logr = 0,01 log[l + 200 (r — 1)J.
Volme za prvé přiblížení r = 1,02:

r logr 0,01 log[...]

1,02 0,00860 0,00690
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Rozdíl logaritmů je dosti velký, proto hned přejdeme číslům

Dál budeme poíttupovati interpolací:

f[x) = loga;— 0,01 log[l + 200 (x — 1)]

• 1 f(r)
1,0128 1 0,00001
1,0127 1 -0,00001

Správné r bude tedy aritmetický střed

r = 1,012750 a p = 1,2750.

Jinak lze p počítati ovšem pomocí tabulek Achardových a jiných
metod finanční aritmetiky.

711. Řešte /(x) = x x* -\- x* — 0,2 = 0. 0,2 = 6 < 1.
Metoda iterační dává xx= b —64. Druhé přiblížení najdeme
postupem Newtonovým:

/(Xj) = - 4+ (ó4 - 467 + 6610-...) + 69+ ... =
= — 467+ 69+ 6610+ ... ,

/'(Xi) = 1 + 4xx3 + OXi8+ ... =
= 1 + 4 (63—366+ 369) + 968 + ... ,

/(Xi) 467 — 69— 6610
467 — 69 - 22610 -h

/'(Xi) 1 + 463

x2= 6 — 64 467 — 69 — 22610+ ... = 0,198451.

/"(Xj) = 12XJ.2 + ... > 0, /(Xj) < 0,

avšak přes to lze Newtonovy metody použiti podle poznámky
pod III.
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Funkcesložené o více proměnných. V/šší derivace implicitně
určené funkce více proměnných

Složená funkce = u{xx, x2, x3), kde Xi= Xi(yu y2) jsou funkce
nezávisle proměnných yl; y2má parciální derivace prvého řádu

du du dxi du dx2 du dx3
?/1 — dx^ /j dx2 dyx dyx'

du du dxx !
du dx2 t

du dx3~r o,, ddy2 dxx dy2 dx2 dy2 .
dx3 dy2’

a totální diferenciál du = dyl -\- - dy2 jest
viji

,
du

s
du du

du = -5 — dXj -f — da;
2 + -5 —-dx3,dxx dx2 dx3

jakoby Xibyly nezávisle proměnné a nikoli funkce yi.
*1/' 0íř/‘

Ovšem da;i= dyx+ dy2jsou nyní diferenciály totální.

Vyšší derivace se tvoří užitím horních vzorců na derivace prvé.
Tedy

2 d I du \
,

d2u d I du
nebo

3í/i Sy2 dy2
\ dyx

J dy22 dy2
\ dy2

a podobně. Pro druhý totální diferenciál máme

= d<d“) = (lip̂ + 1“ + ýfd*.)'' W^
+

Jsou-li Xiproměnné nezávislé, poslední 3 členy zmizí (viz P. str. 57).

Příklady

712. = x2 y2] budtež však x = q cosw , = q sin«. Jest vy-
jádřiti derivace

du du
..v j . 1 .

32 d2u d2u
-5—, -5— a tez derivace druhé -5—, .oq oco oq oq au) oco2
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dec dec
Jest předně -^r—= cosw, -— = — p sinco,

cco
dy

.
dy

-a—= smco, —a~—= p cosco.dp oco

. , ,
du du

,
du dy

n „A tedy -— = -a— a h -at—
-J- = 2x coso) + 2y sinco=

dp dx dp dy dp

= 2p cos2o) + 2p sin2co= 2p,
du du dx

'
du dy

Ä = s? » +IST = - 2*e sm" + 2sr cos"

= — 2p2coscosinco+ 2p2sincocosco= 0.
Musí tak býti, neboť = p2.

)2)1 7)^4!Zřejmě _ = 2, - -^. _ 0, ^ _ 0 a tedy d% = 2d|,<,

což by vyplynulo i z výpočtu:

dít = 2x da; + 2y dy,

d2M==2da;2+ 2dy2+ 2 ( d2a; + d2y),
kdybychom dosadili

da- = coscodp — p sincodco,
dy = sincodp + p coscodco,

d2a;= — 2 sincodp dco— p coscodco2,
d2y - 2 coscodp dco— p sincodco2.

713. Dokázati, že pro z = cp(x-{-iy) + )( — iy) platí rovnice
d2z 22

C-.9. *dx2 dy2

z = y>(íc)+ y>(v); = x iy, v = x —iy.
dz dz du dz dv dep dtp
dx du dx dv dx du ^ dv ’

du
_

dv
__'^ = '^ = ’

dz dz du dz dv
.

dep
.

dip
dy du dy dv dy 1 1 dv ’

.
;

— 1— ’
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02z 0 / 0z \ 02 du
,

dzx dv d2w .
dz

0a;2 dxydxj du dx dv dx du2 dv2 ’

d2z 0 / 3z ^ dzy du
{

dzy dv d2(p ,2
d2xp ,2— " __ g _ * Í2 i " r 4

dy2 dy \ dy ) du dy dv dy du2 dv2

714.
Funkce z —

f(x, y) budiž definována rovnicí F(x, y, z) — 0.
Parciální derivace z dostaneme, derivujeme-li F jako funkci slo
ženou, neboť z = f(x, y). Derivujíce tedy podle x, máme;

dF
,

3F 0z dF .dFdz
to + HzHx = 01116 w + D7 n =0

-
|a|

Odtud dále -r— — — F x : F z, -5—= — F y : F z.0a; dy

Druhé derivace obdržíme další derivací rovnic (a); na př.:

d2F
0

d2F dz d2F I dz '.2 dF d2z
l ei.. " ' 1 O™I Idx2 dx dz dx dz2 \dx dz dx2

d2Zodkud lze vypočísti atd. podobně ostatní derivace.

715.
Je-li na př. x2 -j- y2 -j- z2 — a = 0, obdržíme derivacemi

02 02
2x + 2z = 0, 2 -f 2z = 0

dx dy

...
02 a; 0z

prve derivace = , — = ~.dx z dy z
Dalším derivováním

1 +
{

+
‘-

= 0’^
5

- - (i + -'> :

nebo -g— = — (z2 -)- x2) : 23
.

dz
Podobně dostaneme derivací x -j- z - = 0 podle

COC
dz dz d2z 02zratah iite + ‘Thiw = •

m i/V , ...
02

, W 02 — xyLotez plyne pnmou derivaci — podle x: -%-— = j-CTJ Z OOC Z'
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716. Určiti prvé a druhé parciální derivace funkce z definované rov-
%nicí — xtg = 0 (plocha šroubová).

Označujme podle-Eulera

02 CZ 02Z 02Z 02Z
^ dx’ ^ dy’ T dx2 ’ S dx dy ’ ^ dy2

Derivujeme podle x:

,2 11
— tg x p = 0.

am „ z am
cos2•am

Protože

tg = —, máme cos2 = I :
/1

-am x am ( x2j x1 2

( 2 -4- 2)
,, —tedy = 0, = ————.x 2 x2 -\- 2

Podobně bude q = 2 -f- 2
0 0

Druhé derivace obdržíme z p a q přímo operacemi .:

dp 2amxy am(x 2 — 2)
. — 2amxy

~dx ~ r ~ ( _(_ ’ s = (a:2 + y2)2 ’ 1 = ( 2 + / 2)2 '

Zavádění nových proměnných

Ve funkci z(x, y) zavésti nové nezávisle proměnné u, v substitucí

= x(u, v), = y(u, v). Jest vyjádřiti

02 02 02Z 02 02 022
0p ~dy’ ~dx2 ’ •" Pomocí '0^’ ^7’ ~dv2

Pak jest z složená funkce u, v a podle toho ji derivujeme jako složenou
funkci více proměnných (viz str. 24) :
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dz dz dz dz
Odtud lze pak zase vypočíst! -7—-, pomocí -g—, -g—.

Jest však možno jako druhý způsob vyjádřit! = (, í/),

u = «(, y) a psát! přímo:
dz dz du dz dv dz dz du dz dv
dx du dx dv dx ’ dy du dy dv dy '

dz dz
Vložíme-li pak do těchto rovnic za z, ,

dostaneme derivace
dx dy

d I dz\ d2z d I dz\ d2zIlruhe "9ič\ŠxJ = ~8x*’
s[wi=tesi

Příklady

(dz\ 2 I dz\ 2~dx)
\

dy) Vsouřadnicích polárních: x — cos«,

— sin«, nebo naopak 2 = x2 y2, v = arctg(y : x). Stano
víme podle druhého způsobu

du x du
.= — = cos«, -r— = sm«,dx u dy

dv — —sin« dv x cos«
dx x2 yz u ’ dy x2 -\- 2

a hned
dz dz dz sin« dz dz

.
dz cos«

-5 —= -5 —cos« - -, -5 —= -ö- sm« +dx du dv dy du dv
dz
dx

t0^21 3^Z
718. Vyjádřiti -7—^-+ -7—--v souřadnicích polárních. —Z rovnic pře-

+
/^\ 2

=
/Í?\ 2

,
WAV

/̂ j \ J u2 \ dvJ

,
3z

došlého příkladu vyplývá, nahradíme-li z derivací

d2z d I dz\ sin« d I dz
—cos«.

/ 3z \ sin« / 2 \
_^ j u dv ydx Jdx2 ' du\dx

„
d2z ,

sin2« d2z 2 sin«2cos« 32z
= cosv+

a« 2- ~* ~ďuďv +

t
2 sin« cos« dz

|
sin2« dz

i TTä oľT“u2 dv du'
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Podobně

d2z 0
/2 du

dz

d2z

sinv + -X-ov

dz
dy

COSI)

cos2?; 02z
= sm2?? +

du2 u“
2 sin« cos??dz

u2 dv

+
??2

cos2?? dz

2 sin??cos?? d2z
du dv

takže
d2z d2z
dx2 ^ dy2

d2z
du2

CU

+ "?p
d2z 1 dz

2 dv2 ^ du

719. Jest vyjádřiti v prostorových polárních souřadnicích výraz
d2u d2u d2u .-0^ + -0^ + -0P- pro funkci ( ’ ’ z)

-

x — r siny COS99, = r siny sin<y, z —r cosy dá se nahraditi

dvěma substitucemi jednoduššími, je-li q = r siny (obr. 2.):

1
. x = QCOS9?,

= q sin<y,2=2;
II. 2 = r cosy,

Q= r siny, <p— Cp.
Podle výsledku předešlé ú-
lohy dostaneme
02

.
02m 02?t d2u+ 0Í20a;2 ^ dy2

1
d

Q2

dQ2

d2ud2u 4
*

dep2 q dg dz2

a po substituci II jest ob
dobně

Obr. 2.

d2u d2u
dz2 +

02M
0g2
du
dg

dr2 +

du dr

d2u 1
^2" V

0?' dg + o

dy2

du dy
dy dg ’

du
dr '

• , . v vkde vyjádříme ještě - a podle úlohy 717,
když tam
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místo z, x, , , v píšeme naše u, z, g, r, y, takže jest místo
dz du du

. ,
du cosy

,, 1 du 1 du du cotgy
a dale + f-'-.

g dg r dr dy rz
Celkem je tedy

dlu d2u |
d2u

dx2 dy2 ' dz2
d2u t

1 d2u 2 du 1 d2u (
cotgy du

T ľ —ôľ Idr2 r2 dy2 r dr r2 sin2y dep2 r2 dy

Extrémy funkcí více proměnných

Funkce f(x, y) dvou nezávisle proměnných, která má všude deri

vace, má extrémy v těch bodech (x, y), pro které fx = 0,
/,, = 0 a sou

časně fxxfyy—fx/ > 0. Maximum pak nastává při fxx< 0 (nebo
fyy< 0), minimum při fxx> 0 (resp. fyy > 0).

Funkce f(x, y, z, ...) více nezávisle proměnných má extrém jen pro
ty hodnoty x, y,z, ... , pro které prvý totální diferenciál d/ = 0
a druhý totální diferenciál d2/ má stálé znaménko pro libovolné hod
noty diferenciálů dít, dy, dz,

... .
Extrémy vázané. Ve funkci —f(x, y, z, t) jsou proměnné vázány

vedlejšími podmínkami, na př. cp{x,y, z, t) — 0, {, y, z, t) = 0. Polo
žíme rovny 0 derivace funkce > = -j- Ž9?+ yip podle všech proměn
ných, považujíce , za konstanty. Z těchto rovnic vypočteme x, y,
z, t jako funkce , y, které dosazeny do <p= 0, \p= 0 dají hodnoty pro
, a, tím i pro hledaná x, y, z, t.

Příklady

720. Dané čísloa rozdělit i na 3 sčítance tak, aby jejich součin — xyz
byl co největší.

x y -\- z —, —xy(a — x —y) —axy — x2y — xy2.
ux = ay — 2xy — y2= 0, uy = ax — x2 — 2xy = 0

mají kořeny x = = \a — z. Druhé derivace uXx = — 2.y,
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Ux>j— a — 2x — 2y, Uyy= — 2x dávají výraz uxxuvy— ax,,2 =
= A:xy— (a — 2x — 2y) 2 — a 2 > O,uu = — 5« < 0. Nastává
maximum pro u.

721. Yyšetřiti extrém funkce 3 + 3 — = . — :2 — ?/,

= 2 — : položeny = 0 mají kořeny x = — , —
= — 3

. = 6, = — , = 6 dávají uxxuyv— 2 =
= 36a;y — 9 2 = 27 2 > 0, = 6 > 0 a funkce má mi
nimum.

722. Totéž pro funkci = x?‘yl (1 — x — y). Logaritmický diferen
ciál dává jednoduše

da 3
.

2
,

da; d- dw
= — da: H dy ^ —

u x y \ — x — y
3 1 \

,
/ 2 1

—J -p d y I
-x l — x — y J \y 1 — x — y

tudíž
3 1

„
2 1

tlx — ~z — 0
,

Vy — — 0.x \ — x — y y l — x — y

T_ v . x y 1 — -a: — y 1
Kořeny jsou — = — = ^ = —,

tedy x = y =
Druhý diferenciál

d2w / da \ 2
^

/ dx \ 2
^

/ dy \ 2 / dx -(- dy

\/ \ x
j "\// — x —

a dále d 2a = uA < 0 a a jest maximum.

723. Určete rozmery kvádru nejvétšího objemu, který je vepsán
kouli poloměru r.
V = xyz, z =

4 2 — x2 — y2
.

Když F je extrémni, má
F 2 = x2y2 (4r 2 — x2 — y2) také extrém.
F 2 = 4r2x2y2 — x4y2 — x2y4 má derivace

(F 2) = 2xy 2 (4r2 — 2x2— y2) = 0
0* \

X = y = lt = Z'
(F 2) = 2yx 2(4r 2 — x2 — 2y2) = 0 4

dy
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Hledaný kvádr je krychle, zřejmě maximální.
724. Do trojosého elipsoidu x2 : a2 + í/ 2 : ó2 + s2 : c2 = 1 vepsati

kvádr největšího objemu V.
V = 2x . 2y . 2z = Sxyz, 99 = x2 : a2 + ?/2 : 6 2 + 22 : c2 — 1 = 0

.
Utvoříme v — 8xyz — kcp&derivujeme

2cc
v*— 8yz — ——= 0

,a2

Vy= 8x2 — = 0
,

vz = 8xy — = 0
,

2 2! z2A x2 w2 z2
xyz = ~~ä2' = ~W = IŽT' = =

dává dosazeno do rovnice elipsoidu hned

2
^ 5

«2 _ ~ J/ ,J /y— j/s ’ ” '

Z povahy věci plyne, že objem je pro tyto hodnoty maximální.

725. Nalézti nejmenší vzdálenost bodu B{—2; 3) od paraboly y2 =
—

8 x.
a) Nejbližší bod paraboly k il je průsečík normály z bodu

4
na parabolu. Směrnice tečny je tu y' = —, tedy rovnice nor

mály — = —\y (x 2). Odtud plyne pro bod (x; y) na pa
rabole podmínka

12 6w4í/ — 12 = — xy —2y neboli xy = 12 — Qy, x = —.
Dosazením do y2= 8 x dostaneme

96 48?/
y2= , nebo ]{y) = Í/ 3 + 48í/ — 96 = 0,

Í\V)
= 3í/2+ 48.

Pro /i = 2 je /(/^ = 18, pro í/ 2 = 1,8 je ]{yx) = - 3,77 a pro
= 1,9 je /(2/3) = 2,06. Regula falsi dává

= 1,8 + 3,77 -
0-ji

= 1,86, /(í/4) = - 0,285. /'(ž/4) = 68,38,
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takže pravidlo Newtonovo dává

2/5= 1,86 + 1,864

s dostatečnou přesností na 4 cifry. Potom x = 0,432.

b) Úlohu je možno řešiti též tak, že hledáme minimum
funkce d2= ( -f- 2)2 -\- ( — 3)2 s vedlejší podmínkou <p(x)=
= 2 — 8 = 0. Podle návodu položíme rovnými nule parciální
derivace funkce

z = ( + 2)2+ ( — 3)2 + X{y*— 8).
^

= 2(. + 2) - 8 = 0, -g-= 2(7/- 3) + 2% = 0.

, 4- 2 3 —m , 12 — 6w
Odtud 1 = — — Odtud =4 ?/

jako shora i s důsledky.

c) Konečně lze do z = ( -f 2)2+ ( — 3)2 dosaditi =
= ^ 7/2, z = (\y 2 + 2)2+ (í/ — 3)2a pro extrém jest

— 2(J-2/2+ 2) ii/+ 2(2/- 3) = 0,

odkud opět plyne rovnice 2/3 + 48?/— 96 = 0 s horním řešením.

726. Najděte na křivce = qx bod nejbližší počátku.

a) Normála z počátku má rovnici = — xe~ x. Její prů
sečík s křivkou se najde z rovnice e* = — - *neboli -j- e2* =
= 0. Podle grafu kořen je asi — 0,4 = 1. /'() = 1 -j- 2 2

,
f"(x) = 4e2x

. Dál postupujeme metodou Newtonovou.
/(Xj) = — 0,4 + 0,44933 = 0,04933,

0,0493
, = — 0,4 hw 7-= — 0,42,2 ’ 1,89

f(x 2) = - 0,42 + 0,43171 = 0,0117,

3 = — 0,42 —
--’f

oe'
7

— ~ 0,426 (na tři cifry správné).
1,86

b) Uvažujme minimum funkce z = 2 -f- 2/2+ —e*).

ciz f)z
~ = 2x — Áe*= 0, — = 2y + = 0, = — 2y,
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2x -f- 2yex = = 2x + 2e2x
,

tedy opět x + e2* = 0

s příslušným kořenem shora uvedeným.

c) Do čtverce vzdálenosti z = x2 -j- y- dosaďme za y = e*.
dz

z = x2 4- 2
, -v- = 2x -f- 2e2a:= 0

dx
dává opět tutéž rovnici jako shora.

727. Úsečkou minimální délky jest odtíti z daného trojúhelníku
jeho n-tinu. Strany a, b svírají úhel a úsečka na nich vytíná

části x, resp. y. Žádá se, aby xy siny = ab siny, tedy

cp= xy —— = 0. Potom

u2 = x2 -\- y2 — 2xy cosy,

v = x2 + y2 — 2xy cosy —
(

n

vx = 2x — 2y cosy — = 0 = 2x — y(2 cosy + ),

Vy= 2y — 2x cosy — = 0 = 2y — x(2 cosy + ^)-

Z obou rovnic plyne řešením x — y, což dosazeno do <p= 0 dává

x -
]!ab n = y.

728. Určete délky poloos elipsy 5x2+ + 5y2— 8 = 0 se stře
dem v počátku. Hledáme vlastně extrémy pro vzdálenost u2 =
= x2 y2bodu na elipse od počátku.

v = x2 -\- 2 — (5 2 + 6xy 5y2 — 8),

vx = 2x — (10 -f 6y) ==0 i x 5x -j- 3y
Vy — 2y — (6 -f- 10y) = 0 J 3x + 5y '

Odtud vyplývá 3x2= 3y2, nebo x1)2= ± - Dosadíme-li tyto
kořeny do rovnice elipsy <p— 0, jest

I. 16x2= 8 II. 4x2= 8
x2— y2 = \ x2= y2 — 2

m2 = x2+ 2 = 1 = 62. tt2==4 = a2.
729. Určiti nejkratší vzdálenost daného bodu (x0; y0; z0) od přímky

x = az p, = bz q.
= {x — x0)2+ (y — y0)2 + (z —z0)2,
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v = l(p [xip, cp= x — az — p = O,

vx = 2(x — x0) + = O, ip = y— bz—q = O,

Vy= 2{y — ) + = o,

vz = 2(z — z0) — Áa — yb — 0.

Odtud: x = — + x0, = — ly + y0, z = + %yb + z0,
a dosazeno do <p, dává:

A(1 + a 2) + yab = 2(x0 — az0 + p),
Xab + y(l + b2) = 2{y0 - 620 + q).

.
Řešením

2(1 + b2){x0 — az0 — p) — 2ab(y 0 — vz0 — q)
1 + a 2 + fta

2(1 — a2)(y0 — bz0 — q) — 2ab(x 0 — az0 — q)
^ 1 + a*+ b2

Odtud dosazením do vx, vy, vz dostaneme x — x0 atd. a tím
pak u. Píšeme-li pro stručnost A = x0 — az0 — p,

= y0 — bz0 — q, jest celkem
l A(\b 2) —

BabY lB{l-\-a 2) —
AabV

u = \
i + tt2 + b2 / + \ 1 + a 2 + b2 f + 1)’

kde = [A{\ + b2) — Bab] 2 + [(1 + a 2) 5 — Aab] 2 + [a(l +
-\-b 2)A— Ba 2b + 0(1 + a 2) 5 — ab 2A] 2 X»= (1 + a 2 + b2)2

.
Výrazy v čitatelích dávají A 2( L + b2)2 — 2ABab( 1 -f- b2) -)-
+ B 2a 2b2 + A 2a 2b2 — 2ABab(l + a 2) + B 2{\ + a 2)2 + ^42a2 +
+ 2ABab + B 2b2

,
t. j. ^ 2(1 + 62)(1 + a 2 + 62) — 2ABab]l +

+ a 2 + b2) -j- B2(\ -\- ®2)(1 + 2 + b2). Krátíme zlomek vý

razem (1 -f a 2 -f- 62) dostaneme po malé úpravě

^ 2 + _B2 + [Ab — Ba] 2
U ~ ' 1 + a 2 + 62 ’

nebo konečně

_
— az0— p) 2 + (y0 — bz0 — q)2 + (bx0 — ay 0 + ag — bp)2

1 + a 2 + 62

Další užití derivací v geometrii

Příklady

730. Evoluta je geometrické místo středů kružnic křivosti. Pro střed
křivosti (V, Y) bodu {x, y) křivky = f{x) platí
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Pro parabolu

(1)

(2) Z = + p,

(3)
f=-4-

p2
Eliminací x, rovnic (1), (2), (3) plyne rovnice evoluty

(-

731. Pro elipsu

a tedy

(1) y* = 2px je y' - y" = - -p

(- V*Y)i = 2p F2 =
^ (Z - p)2.

x2 w2
, . ,

62x „
b*

~ä^+ TF=" I 2/= - = - -y

^ e2x3 e2y3
„ „r-

Odtud

x /aZU

a \ e2 /’ 6 \ e2 /’

Dosazením do rovnice elipsy plyne rovnice evoluty

732. Pro cykloidu
x = aů — a sin#,

= a —a cos#,
dostaneme

=
%

=
sin#

_
dy'

_
1

™ 1 ^d# 1 — cos??’ da: a(l — cos#) 2'

z = x - -
y (1 "t y 2)

= a# + a sin#,

1 + v' 2
Y = -\ —^ — — ( — a cos#).
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Evoluta cykloidy je opět cykloida.

733. T. zv. totální křivost plochy z = f(x, y) je dána výrazem

rp
fxscfyy fry2

~ (1 +/* 2 + A/2)2
Určete ji pro plochu z — f(x 2 -ý y2). Píšeme-li x2 y2 = u, je

fx = 2xf u', fu = 2yfu (dále index vynecháme),
fxx = 4x2f" + 2/', fxy = .

Ixy, fyy = Ay2f" + 2/'.

I6x2y2f"2+ 8ff"(x 2+ 2) + 4/'2 — 1Gx2y2f"2
~ ‘ ľ + 4 (x2 + y2) f72̂

4/'(/' + 2uf")

(1 + 4m/' 2)2 '

734. Totéž pro plochu, která vznikne rotací křivky z = (p(x) kolem

osy z. Rovnice této plochy je z =
<p(]/x2 + y2).

, X w'x wzx = <p = -—, Zy= í-ž-,
]/x2 y2 v v

X
V — X— „ , , / o„ ÍC2 , v cpx2v -\- w y2

Zx%— (p —ô—;—v“ —s—;—= 5 >x X2+ 2 v2
(p"y2v ' 2 cp"xyv—<'

zyy= ' ' ’ 2*v= •

Ve{ZxxZyy—Z2xy)= cp"2x2y2v2+ ('(" + '<"* + (p'2X2y2

—(f"2x2y2v2+ 2<p'<p"vx2y2 —cp'2x2y2,
v\z xxZyy—z2xy) = <p'(p"v{x2+ y2)2= (p'<p"v5-,
V2(l + Zx2+ Zy2) = v2 + <p'2(x2 + y2) = v2(l + (p'2).

t =
ffV'

=
^

v(l + 7>'2)2 ~\Jx2 + y2(l + z' 2)2 '

Na rovnoběžce opisované bodem úsečky x {y — 0) je křivost
zřejmě všude stejná a místo |/x 2+ 2bude pouze x.

~,735. Určiti asymptotické čáry šroubové plochy z = arctg—. Cáry

asymptotické jsou ty, které mají křivost nulovou; jejich pravo
úhlé průměty do roviny {x, y) mají rovnici

r áx 2 2s x áy t áy 2 = 0 (viz př. 716).
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dz —ay 3z ax
^ dx x2-\- 2’ ^

x2 2’

a dalším derivováním r : s :t — — 2xy : (x2 — y2) : 2xy.
Rovnice průmětů asymptotických čar tedy je — xy d*2+
+ (x2 —y2) da;d?/ -j- xy dy2= (xdx y dy)(x dy —y dx) = 0.
Odtud x dx -j- í/ dy = 0 vznikne derivací z x2 -f y2 = c. Tyto
čáry s průmětem kruhovým do xy jsou šroubovice. Nebo

x dy — y dx = 0 dává
^

~ ,
která vznikne derivací

y x
z Igy = Igx + Igk nebo y = kx. Jsou to přímky kolmé k ose z
(vytvořující přímky).

POČET INTEGRÁLNÍ

Integrály funkcí racionálních lomených

Príklady

Metodu výpočtu viz v Počátcích, str. 76—82.

,se.j =
f^

w =

A A
, 2x + i , i ]

,—f H ^ d + dx,
X X X— 1 2 1\

kde ý = x2-j- x -f- L Vynásobením zlomků x2(x3 — 1) plyne
1 = M1(x3— 1) + A(x 3— 1) + Bx2j + ä;1(2x + l)(x 3—x2) +
-|- /fc2(x3— x2). Dosazením x = 0 plyne A = — E x = 1 dává
SR =1, B = i. Srovnání koeficientů u x4 dává A -j- R J-
+ 2/c1= 0, u členu x3dostaneme -f- R J- ^ A;2 = 0, u čle

nu x2 bude R — — &2= 0, u členu x je ^á2= 0. Z toho
k1 = — -g-,K = Daný integrál jest

1 2 4- 1J = —-f 1 lg(x - 1) --^lg(x 2+ X+ 1) + ^ —arctg—.

2x2- 3 ,
ľ\A

x A2 t
B

,
C ]

.737- J x2(x2 - 4)
dx ~ J l~x2~ + ^“-^2 + Cb-

2x2—3 = A(x 2—4) + Ax(x 2—4) -|- Rx2(x + 2) -)- Gx2(x—2).
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738.

Pro x = 0 plyne = -}; x = 2 dává — ^ x = — 2
(7 = —-T5g, koeficient u členu x dává A2= 0. Celkem

/-;
(x2 + x ^2 + l)(x 2—

x|/2 + 1)
Provedeme rozklad

1 d/jX -f- fVi
!

Jf 2x + 72
2:4+ 1 x2 + x|/2 +1 x2 —

x|/2 + 1
Změníme-li x v (—x), levá strana se nemění, zlomky napravo se
jen vymění, proto musí M2x N2 — — Mxx + ^ a dále

1 = ( + NJfa 2—
x]/2 + 1) —(Mj^x—^ 2+ + 1) =

= 2( 1-
M^2) x2+ 2N1- Nr = \ = M^2.

1 (x + ]/2)dx 1 f —
2) dx_L_ (x + |/2) dx 1_

2]/2 J x2+ 2 + 1 2}/2 J
x2—

x)2 + ť

J _
(x + p) dx

_1 J x2+ px + 1

=
r (2x + p)dx ľ dx

ľJ x2 + px + 1 ' 2J (x + ^p)2 + 1 —\p 2

*1= b K = \v\ P = ±V 2-
7i = lg|/x2+ px + 1 + -|-arctg |x]/2

+

I =
j^(arctg(xl/2

+ 1) + arctg(xl/2
— 1) +

lCT
1 W ^[- ]

=b ľ x2 — x|/2 + U

1 , l/^ 2+ ^1/2 + 1
±

xl/2 1
2]/'2

[
g

f x2 -
x|/2"+1

arC g
x2—

lj'

Jest totiž tg(. + =
^

tgoc— x^2 + 1, tg/3=
x}/2 — 1.
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739.

740.

741.

742.

40

* 2 + 2 dx=
__

, ,
_.^_1

da;J(z+2) 3 J \_( + 2)3+ (x + 2)*+
x + 2\ ‘

2 + 2 = ^4 + ( + 2) + { + 2)2,
^1 = 6,

2 = + 2( +2), S = - 4,
2 = 20. <7= 1.

4 4 4- 51 = ]g(x + 2) + 1+2 - '(x + 2)2 = 1( +2) + (^2 2-

=
___1 i .J ( — x)2 (b — x) J [(

— x)1 — x b —
xj X'

1 = ^4(6— ;) + ( — %)(b— x) + ( — x)2,
x = a dává ^4= 1 : (6 —a), x = b... = I : (a — b)2,
derivace 0 = A — B(a — x) — (b — x) — 2C(a — x) ...
B = - 1 : (b - a)2.

1 ^lg(a — ) +
1 lg(6 — x) =

ŕ

b — a a — x (b — a)2 (6 —a)2

1 ľa — 6 b — x~\
(b — a)2 — x —

xj

3+ 3a; + 2 dx = i.
x2(x — 1)

x3 -}-3x 2 A» A3 Bx B2
x2(x — l) 3 x — 1 (x — l) 2 (x — l) 3 x x2’

x3+ 3x + 2 = x2[A3 + A.z(lc— 1) + Ax{x — i) 2] +
+ {Bix + B2)(x— l)3.

r(l) = 6 = A3, r'(l) = 6 = 2^43 + A2,
r"(l) = 6 = 2A3 + 4^42+ 2At. A2= — 6, A1 = 9.
r(0) = 2 = —B2, r'(0) = 3 = 3.B2—Bx, B = — 9.

9 dx 6 dx 6 dx 9 dx 2 dx
J ~x~-^í~J (x~—1)2 J (x —

iy~J “( J "x2" ľ

= 9 ,g(*_i ) +
_A

T
__J-__

0 igI +
.§.

/x2 — x + 1 dx 2x dx
(x2 -j- x + l) 2 'T J

x2+ x + 1 J (x2+ x + l) 2’



neboť čitatel 2 — -)- 1 = 2 + + ] — 2.

2 d (2 + 1) d d2 d (2 + 1) d

J ( 2 + + I) 2 J (^ + + I) 2 J ( 2 + + I) 2

—1
| 2 + + 1

/ = = , ,1 ^ 2 + + (7
J

x + (x + %)2 + q —

= 21/<?
— Ť == 2^

1 ds 1 2+1
1“

J^ŕlJ
?+- - “»‘ - [» - I - fl.

dL 1 2 + 1 1 d 2 + 1
1 = äT = ' -; arct g -3í ’ 2d^d ° 2|/d }/d 2 + + (/

r
4 2+1,1 2+1
-p-arctg — f-3 3 2 + + ľ

2 2 + 1
7 = p g_ n~ ++ / =

2(+2) ,10 2+1
+ 7^ 1 §— uťť —-- 3( 2 ++ 1) 1 3 [/ 6

2 + 1
- 1

d
, i

^
743. í

— 7—^ = -J-/ =— + I / =J + 1 J 2 + }/2 + 1 J 2 —
2 + 1

= - p= arct g^T“X (viz př. 738).

741
ľ XÍ+1

dx
=

J
x2 + 1

= 1
f 2

i ^ + 1 \

• J «+1 3 +1 ^ \+1 + 2 — + 1/'

Dosadíme-H 2 za , dostaneme po úprave

4- 2 + 1 = ( 2 + 1)2-( 2 = ( 2++ 1)( 2-+ 1)

4 + 1 2 I 1 11 _L 1* 1fi6 + 1 3( 2 + 1) G^2 |/ _(_j ľ
a;2 _ a.y 3

_|_ij

/^+>+1
=

/(»

+
irvi i_-to- = 2arctg(2a: + i,)

'

[p = ± ].
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/ = f arctgx + I arctg(2a; + ]/3) + arctg(2a: —
]/3) =

= — J arctg
( 2 — 1)

; 4 — 4 2 + 1'

Jednoduché integrály funkcí iracionálních

745.

Viz Počátky, str. 83, 84.

da;
po substituci ^^

= ŕ přechází v
/V

J ]/(a
— x)2(b — x)

= lg[ř — 1| —J lg(í2+ í + 1) — arctg
^i-- 1

=

t + 2
t2 -\- t 1

dí =

I IglV*
—a —

;
— 6| — arctg

2
— x + — a;

3 •
]j^]jb

— x

746. Dokázati, že

i
/ =

—i

(1 — )(1 —ßx) dx

(1 - 2«x + a2)(l - 2ßx + ß2) l/l
- x2

i 2 <xß

1 —

2(ŕxx— 1)
2ax — 1 + íx2= 1

1 - a 2

2«x — I ^—ä2’
1 — a2= c,, 1 —d2= c»

4/(x) =
2« x

1 + ;

2oí

1 —

= 1 —

2ß Ix —

+

l+ß‘
2ß

Ci
2«( —a) 2ß(x — b) 4:0tß(x— a)(x —b)

CiCo
iocß(a — 6) \ x — a

6- 1 + ŕ
2« 2ß ’
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/dx
(x —

a)]/b
—

dx

J (x —
a)]j\

-
—1

l/a 2 — 1

— 2

2 — 2

— 2

2 —

arctg

-\ =

=

1 •— 2
2 2

03- )(1 + ocß)

1/
-

6 6 -|-

ľ « + b —

7

2 —“1

(Č- )(1 — ocß)

Cic.

2ocß
2ß 2

1 - ß2“ 1 — !

/= Í7 CjCa.
2txß / 2ß 2

i\Í
— /32 “ 1 —

_ö

[Jtt: 3 +

4:txß(ß— )(1 — ocß)'

cCi.
4cOcß (ß —ä)(1 + Ä/3)j

4:Ocß(ß—
ä)(1 — aß)

1 + i
_ i.

Ci Co

^l 3+
4 — 2/3

. 2 — ,

747. Dokázati
i

/

— 2; + 2yi
— 2/3a;+ / 2 «/3 1

^
2]/aß]/(a

— )(6 — )

aß ’

Podle př. P. 518 jest neurčitý integrál

da: 1 + 2
pro a l+ß 2

, o = —— roven
^|i=-lg|a

+ — 2x —
2(

— x)(b — x)\. Položme

V = a b — 2x —
2(

— x){b— x).
F(l) = - 1 + 6 - 1 —

2(
- l)( - 1) =

= {]/
— 6 — — I)2.

F(—1) = ( + 1 —
]]b + ) 2.

Hledaný integrál je

— 1 — — 1.imx= m h
—1

— 1 = 2

+ 1 -
& + 1

(1 - ) 2
2
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(1 a )2
a 1 = —-——, podobně 6^1. Zlomek za Ig má tedy

čitatele (jmenovatele) T
-^

7-=--2« 1/2^

Zjednodušením složeného zlomku se dostane:

]/ß
—

«/
—

« + /« OJß
—

y«)(i + ^oiß)
~]Tß+

djß- y«-
ß]j~oi~ (j]i- yä)(i

-
y^š) “

i + ~
a j

i i + y^

i —
y«/3 y«/31 —

y^jS

Integrály binomické

/ xm(a -)- 6xn)2’dx lze vyjádřiti algebraicky a jednoduchými funk

cemi transcendentními ve třech případech:

a) je-li j) celistvé kladné, provedením mocniny, je-li p celistvé zá

porné, substitucí x — tk,
kde k je nejmenší spol. násobek jmenovatelů

v m ;
7ľl j 1b) není-Up celistvé, substitucí a + bxn — t, je-li celistvé;

71

c) nebo se provede nejprve úprava xm+np(b + ax~ n)p a pak lze

integrovati jako v b), je-li m *
+ p celistvé.

Příklady

e
748. =

/
x
-^(i + 2x° + x*) dx =

]/x2

=
fi

x
^ + 2x x dx =

3x^4- 4x^-\- |^ s
-

749. —— =
fx 2(l + x^ dx; x = í4,

dx = 4č3dř;
J (1 +

)
2

44



= 4
[lg(

1 + Mx)+'L
l + ]/x J

750. fx 3(l + z 2) ^ dx; 1 + x2= í, x = (í —
1)^,

x dx = ^ dř;

I
—

i /* (ř — 1) dř = I (}ť
—

2í*)
= (It — 1) =

= il/I+T 2(x2 - 2).

751.
f

— 1

-^
—=

fx— 2(l + x2) 2dx =
fx- 6(x—2 + 1) 2dx;

J 2(1 + X2)2
1 rif

x—2 1 = ř, x = (ř — 1) , dx = 2(ř —
l)í

/5 3. (Jf 4(t- 1)4 = ~ !)< idí -2(ř — !)< J

i
—t 2)dŕ = —ři — ř ^

=

1 + 2x2
xj/l+ x2

3
i-M./]A + VÍ

da;_ + di; L+ ^

x= (t—l)4, dx= 4(í—l)3dt,
/ = 4/(ř—l)-2(t —l)3dř= 4/(ř—1)ř*dř

753
. /

= yř 3—Sř1 =
-f^(4ŕ2 - 7ř) =

-fj/l
+

l/x(4|/x
+ ]/x

-
).

--+ 1 +— dx =
/ 2(1 + x)4 dx + /(1 + x)3 dx.

j/l -|- x
Pro první integrál na pravé straně 1 položíme 1 -f x — ř,
x = t — 1, dx=dřa dostaneme

Il =
S(t

- l)2ř_i dř = fř f
- + Iři
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V druhém integrálu / 2se položí 1 -f- a;= ŕ, <lx= dí,

h =
jť dt =

vi

7 = 3(1 + ^[|(1 + x)* - | (1 + x) + i- + 4(1 + *)*].

754. /x 5(l + x dx =
fx^(l -|- x^)5dx; 1 + x^= t,

x — (t — l) 2, dx = f(í — l) 2
.

I =
if(t- l) i dr =

|/(ř- l)2fdí =

=
ňřrt 4

- !<v + l\
= W 2 - it + 4) =

=
I1 + [tV(i + ^T- il 1 + + f]-

755.
ľ X

— z-=
/(x 3 - - x2) 3dx =

/x -2 (1 — x-1 ) ^ dx;
J (x3 — X2)?

1 — x—1 = t, x —
-—^—-, dx = (1 + í)-2 dí;
1 “I- t

7 =
/(i + t)2 ť ^ (1 4- í)- 2dt =

ft *dt
=

3^
= 3

.
j j/_ X

—-3
dx —

/x 1 (a 3 — x3) 2dx =
f

x'—1(a3x 3 — 1) ^ dx

a3x- 3 -l=ŕ, x =
í 1-^) 4

,
dx = -

a ' (1 dí,

7 = — ja (1 + ^ (1 + ŕ) i!dt =
—ift ^(14- í)—1dí

t ^
—u, t = u—2

,
dt = — 2a—3da;

7 = 4/a(l 4- a- 2)- 1a- 3du = f
í

j-~g = f arctga =

= I arctg l/ŕ
= -l arcsin — = 2- arcsin 1/

V l/l 4- í 3 ]/a3
[Til
Je-li totiž tg« = m, ie sin« = •— a z tohoj/l 4- m2

a,—arctgm= arcsin̂———.
j

2J
m

]/l 4-



Integrály funkcí hyperbolických

Obrácením pravidel derivačníeh na str. 11 dostáváme přímo ne
určité integrály základní:

/sinha; da; = coshx, /coshx dx = sinhx,

/dak
= tgl,x

’
/spí

= - “‘s 111
'

/ , — = argsinhx = lg(x -)- ]/x2 -)- 1),
[/x2 + 1

—:argcoshx = lg(x |/x 2 — 1),
\X2 — 1

J. = argtghx (pro x < 1),
1 — X2

= argcotghx (pro x > 1).

Dále pak analogicky s integrály goniometrických funkcí;

/dx i , , , ,
sinhx

BS -igtgh^ = ig
1 + cosha;.

/dx ^
e*dx

„
dz

íaii “ 2J
isqry = 2J

r+-F = 2 arotgŕ -

Príklady

dx dx
. . x75/. I

n , - = argsmh — =J j/x2 + a2 J aV—
+ i

“

= lg(x |/a 2+ x2) -|- c.

758. f = argcosh“= lg(x + ]/x2 — a2).
J j'x2 — a2 a

759. 7 = /j/x 2 -}- í dx. x = sinhy, dx = coshy dy,
cosh2y = j(l -f- cosh2í/), y = argsinlix,

7 = /eosh 2y dy = -j- ^sinh 2y = |-(y ý- sinhy coshy) =
==-|[xj/x2 + 1 lg(x -|- j/x2 -)- !)]• Viz P. 476 a 534.

47



760. I =
§]]x*

— 1 da;, x = cosh?/, da; = sinh?/ y,

sinh 2?/ = 2 (cosh 2 ?/ — 1), y = \g(x + ]/x 2 — 1),

I
—

j sinh 2?/y = — \y \ sinh2?/ = J(sinh?/ cosh?/ — y) =

—
^[ajj/a;2 — 1 — lg(a: + —

!)]•

761. I =
/j/ 2 + a2 da;, x = a sinhz, da; = a coshs dz.

I = a2J cosh 2z dz = |-a2(z + sinhz coshz) —

=
|[a;]/a; 2 + a 2 -(- a 2 lg(x + |/a;2 + ®2)] + c.

762. J]/bx 2 -j- dx =
« x2 ^ 1

]/A
= y, dx =

|/
j dy,

I==
hf

= [2/^+~ + ^( + W+T )]=

/ Mbx^+H,
.

+ 2 + ]
= 2yľ|_l/y" [/“—+ lg f ^J”

=
^ 2 + d /y=lg(6a; + ^^-

-f- ) + - (Viz P. 529.)
2 H

/CC^dii/
= J. x = sinh?/, dx = cosh?/. dy.

2 + 1

I = J cosh?/ dy =
f sinh 2?/ dy =

|/(cosh2?/
— 1) dy =

= } sinh2?/ — iy =
^[^* 2 + 1 — lg(# + ^ 2 + !)]•

(Viz P. 524.)

764. /x 2]/x 2 + 1 dx = I. x = sinhy, dx = coshy dy.
Z =

/sinh 2y .
cosh 2y .

dy =
j/sinh 22y dy =

=
l/(cosh4y

— 1) dy = m sinh4y — y).
Avšak
sinh4y = 4 sinhy coshy (2 sinh 2y -f 1) =

4 2 -f- l(2x 2 -f- 1)>
takže I =

dt^y^ 2 d- 2 2 + 1) — lg(a; d-
* 2 + !)]•

/oq3 dx
]jx2~+T

i"x3Vxl + 1 da:

přejdou hned v jednoduché po substituci x2 d- 1 = z!
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765.

766.

767.

768.

jlL+±
d;C= /. = sinh?/, da; = cosh?/d?/.

cosh2?/ .
sinh2?/4- 1 .

cosh?/1=1- —r# dy = I — dw = ?/ —r^- =J sinh2?/ J smh2?/ sinh?/

= lg(x + ])2+1)
i- j/a;2+ L

/ 1/|^
—?—~ ^

počítáme substitucí x = sin?/, da: = cos?/dy.

j/l
— a;2= — arcsinx

f W+Udx
=/‘s

ha;d * -
/

<1:" lgooí,ha:=

= lg(e*+ e-*) + c.

= arcsinx —
j/l

— a;2.
dx

,
Tj/l 4- x2—

]/í
— 2 -,i

|/i + ».+l/i-»- = U d‘'-

jí
——-—

x arcsdia; + + |-<? +
ej

-

Viz též 765. Jinak též:

/ = t
V1 + -

yi
- ixJ

_ _J x" J a;2j/l + a;2

,
da; da; dx

J
x2]/~^ 2 + v j/r+^x2 + "J yr^x 2'

V prvém a druhém integrálu zavedeme substitucí x = 1 : ŕ. Tím
přejdou

v
Ž

= —
j/ř2+ 1 a druhý v

f —=L^1-
= —

< 2—1,J j/l + í2 J j/«2 - 1
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takže celkem jest

/ = —
X

1/- + i lg(z + Vi + X2) + I arcsina:.
+ |/1 — X2

Po usměrnění zlomku dostaneme týž výsledek jako shora.

Přímé method/ pro základníintegrályobsahující̂ ax 2+ bx + c

ľ dx 1 dx
i j

b c
169. i .. = -~= I

. ,
kde p = —, q =—.J yax2 -\-bx \laj \ x2 pxq a a

Polož : x2 px + q = (x \p) 2 q — \p 2 —z2 r,

pak J =-^= f lg(z + l/z2+ r) podle př. P. 521.
[/a J \Jz2 -\- r j/a

/ =
-r^=;]g[2ax

+ 6 + 2( 2+ 6x + c)] + k.
[/a

(Vizpř. P. 208.)

dx 1 dx
770.

dx 1

—ax 2 + 6x -f
y+aj

— x-2 px + q
Položí se opět

— x2 + px + ? = — (x — p) 2+ (? + \vY = r —z2,

, , v r 1 dz 1 . 2ax —b
takže i = --7= I — = arcsin — + k.

]ia J
- z2 2 + 4

771.
/ ax + 6 + dx = / x2 + px + g dx.

Oznaěme W = ± x2 px -\- q. Druhý integrál dává po inte
graci per partes (x 4i \v) /( ik Iv )2 7da:;-
Nyní jest ± (x 4; \p )2= ± x2+ px + q — {q^ \p 2),
takže se dostane

(X=kip) ]!w
-

/yiv dx 4- /[(g 4= |p 2) : If ] dx

a tedy I = {[(x 43 Jp) ]/w+ (q^f ip 2) f(l : yiF) dx].

Z toho / 2 px q dx = |(x - ) 3-2 + + íľ +
+ — iP 2) Igl* + ÍP 4-

- 2 4- P^ 4- ffl-
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/]/— 2+ + ? dx = |(x — ip) ~ + í +
íC i

+ W + Iv2) arcsin y^px^ViV

772. flax 2 + 6x + dx =
&|/ax 2+ 6x + +

+
4aC lg|2ax + &+ 2]/a |/ax 2+ 6x + c|.

8a [/a

773. /]/— ax 2+ 6x + dx =
2a^—--1/— 2+ 6x + +

4ac + 2 . 2ax — 6
-=—arcsm -

774.

-J Z-TZ=. V/OAXA-, .8a|/a 2 + 4ac
Při řešení příkladů se ovšem varujme pouhého dosazování do
výsledných vzorců, nýhrž provádějme celý postup; teprve jako
zkoušku můžeme nakonec dosaditi do horních vzorců a srovnati

se svým výsledkem.

dx

j 2 — 4x -f- 1

x2— 4x 1 = (x — 2)2— 3 = z2 — 3, dx = dz,
'“/wb“

18'2

= lg[x
— 2 + 2 — 4x + l] -j-

775' 1/ 2

Ax
=f=T’ - ^ + + 1 = - (* - i) 2+ x = i- - z2,J 1/—X2 + X + 1

1/_ r
f du 2x — 1

z = u!\, 1 —J y-—= arcsinM= arcsin——•

776. /yi + 3x — 4x2dx =
2/ 2^ — (x —-|)2dx = 2f]/řr^l 2'dz.

h = /“"^ dz = zj/r“^ + =J ]/r — z2

-
^ +,

/=-/'

2/j -- — z2 + r arcsin :
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I = !(x —
!)1 + 3a;— 4 2 + arcsin X

-
^

=
i

= ^[(Sa;
— 3) ]/l 3a;— 4a;2 + ^ arcsini(8a; — 3)]-

Zkoušku derivováním viz př. P. 206.

da; 1 dz
. . ,777. I — — = I kde z — x — i, r =

fw^+T
=

wfw^'

I = p:lg(z + ^+)
= p=lg(3cr - 1 + ; 2 - 2a; + 1).

dx
/r_

I' dx
' J |/3x2 + 4a; — 7 = *3 J ]/(3x + 2)2 — 25 ”

mf = l-j/s lg(z + 2 — 25) =

779.

]/z2 — 25

= iY3lg(3x + 2 + yôa;2+ 12a;— 21).

dx

J Ly- a;2+ lla;+ 8’

— x2+ 11a;+ 8 = i-^-3 — (x — V) 2= r - z2,
r

dz .z . 2x — 11
J — J --71= = arcsin 77== arcsxn]jr

— z2 153

dx dx
780. f

= 1 f ;J « 2+ 26x J « 2 2 + 2a6x ’

u2x2 -f 2a6x = (ax +6) 2 — b2 = z2 — b2, a dx = dz,

/=—,,-—==7plg(z+aJ ŷ2— y®
62)

1
—|^lg[ax + 6 + 2 26]-

781. _
ľ-

dx
;

J — 2 + 26x J
— 2 2+ 26 ’

— 2 2+ 2abx = — ( - b)2 2 — b2 —z2,
1 dz 1 .z 1 . — 6

1 = 77= I = = == arcsm -7- = 77=aresm .J ]/b2 -z 2 ]/ ]/ b
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= (x b) ]/x2+ 2x —
f]/x 2 + 2bx dx —b2

f
-—=

J l/*2

21 = (x d- b) ]!x2+ 2bx — b2\g(x + 6 + ]/ 2+ 26a;).

783. /- ax2+ 2bx dx = jj=
/

— 2*2 + 2a6a;da;;
[/a

26a;+
a;2 + 2bx

a2x2-\- 2abx = — (ax — 6)2 + 62

1

— z 2
,

da; = —
dz,

CL

a (ja

— '

z2dz = 2a\la
: 2 z2+ 62arcsin y J=

62
— ax 2 4-2bx A ^—arcsin

2« 2

Zkoušku derivováním viz př. P. 205.

. (ax — 6)

Další základní integrály jsou

/ dx
T ľ ^

;2+ 6a;+ c J (x —a)n 1^

kde IP = ax 2 + 6x -)- c. Druhý z nich lze substitucí = 1 ; í b a
převést na prvý, pro který existuje redukční vzorec.

Jest totiž

J)(x n\j~W)
=

^ axn+1 + (^ + i) + ^cx”- 1

Odtud integrací ( -f 1) al n+i + (^ + i) + ncl n—i= IP.

Podobně / xn1w dx =
- jý c

= aI n+2+ 6/ n+i + /
.j/IP

Jest však pohodlnější neodvozovati pro každý druh základních integrálů
zvláštní metody, které se snadno zapomínají, nýbrž je snazší a prak
tičtější postupovati podle metod pro integrály obecné, obsahující

yax2-j- 6x + c. Ty jsou uvedeny v dalších odstavcích.

63



Obecné method/ pro f R(x, |/ox2-|- bx -f-c)dx.

A) B značí racionální funkci x iV= ]/ax2 -\- bx c. Vyskyt-
ne-li se j W v čitateli, násobíme čitatele i jmenovatele j/k, takže ]/W

se převede do jmenovatele, R přejde v R^x) : }/W. Rozložením R1na
část racionální celistvou a na částečné zlomky dostaneme integrály

/Mn(x)dx dx
-JW~ a h=) (x-«)p|/lf ’

kde Mn{x) značí mnohočlen -tého stupně; substitucí x — = —
převedeme I 2na předchozí typ 1

. Položíme pak za I x

= Mn-^x). + kJ

Koeficienty v Mn—ise pak určí po derivaci metodou neurčitých činitelů.

B) Druhá metoda: Je-li « > 0, položíme ]/ax2 + 6x + =

= . x -f í,.z toho po umocnění x = a integrovaná funkce
b — 2t]/a

přejde v racionální funkci t. Pro a 5* 0 položíme |/lF = (x — a) t, kde

a jest jeden kořen rovnice W = ax2-f bx + = 0. Integrovaná funkce
opět přejde v racionální funkci t.

Příklady

/ «53.2i o ,,
— dx = (a„x2+ « -|- a2)

VSx2 — 2x -|- 1 +
/ 2 — 2x -j- 1

+
bf.

l
d*

J ybx*— 2x + 1

derivujíce a násobíce 2 — 2x -f- 1 máme rovnici

9x3 — 3x2 -j- 2 = (2a0x + a1)(3x2 — 2x + 1)
-f (a0x2 -f- UjX-f a2)(3x — 1) -f b,

odkud plyne metodou neurčitých činitelů

a0 = 1, = a2— J, b = y.
Integrál = (x2 -f- Jx — \) l/ 3— 2x -f- 1 +

+ li/s lg(3x — 1 + [3x2— 2x - 1] J/S).
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785.

786.

787.

/ přejde po a;= —, da; = — dy : y2 nax\Jx2 x — 1

_
dy dy

^J ž/ľí1 + — 2) - y2 J yi + y — y2

. 1 — 2?/ .
2 — a;

= — arcsin— tt= = arcsm—
j/5 xjó

.
převedeme substitucí

( — l)2 ; 2 — 6; -j- 6

i =
_L

na _ f yjg=y J \y 2 - 4J - I

= —
?/ 2 — 4?/+ 1 — 2 lg(?/— 2 + y?/2— 4?/+ 1),

který zase nazpět po ?/= 1 : (x — 1) přechází ve
a:2_ 6; + 6

0 . Z-2x + ]!W
, , w? 2 Ig —5 nebo take

— 1 — 1
2 — +6,^, — 1

! 1-2 lg ——1 3 — 2 -)- 2 — 6 + 6
2 — 6 + 6 .

( — 1) (3 —2 — 2—6 + 6)

— 1 ° 3 ( 2 — 2 1)
2 — 6* + 6 _|_•>jo-^ — 2 — ^ “I- ®

I
— 1 °

— 1

/ = /(8 2 — + 3) 2 -j- —•1 d =
(8 2 — + 3)( 2 + — 1)ľ d

|/ 2 4- ^ — 1

= () 2+ — + &
/ ^

- -
J

jx 2 X — 1

Derivujeme a násobíme 2 2+ — 1:
2(8 4 + 7 3 — 6 2 + 4 — 3) = 2(3 0 2+ 2 1 + 2) .

. ( 2+ — 1) + ( 3+ ^ 2+ 2 -ý 3)(2 -f 1) + 2&

a metodou neurčitých činitelů dostaneme
16 = 6 0 + 2 0, a0 = 2,
14 = 6 0-j- 4ířj -j- d- ct^——0,

—12 = 2a2ý- 2 2— 6a0) a2= 0,
8 = 2a3, a3 = 4,

— 6 = 3+ 2 4. 4= — .
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/da; da;
_l/x2+ : — 1 J |/( + D2 —i

= g(x + + ^ 2+ ^+ !)= + 1+ 2 ;2+ ; —1)+ ,
/ = (2 3+ 4) 2-f x —1—5lg(2x-j-1+ 2 2+ x —1).

788.7 =
^ da;

—= ^ 2+ 2 + 3+ 2
--

- -
^

--—=.Jl/x 2+ 2x+ 3 JVx2+ 2x+3
Derivace poskytuje

x Cj. 2(x + 1)
if 2 2+ 2x + 3 2+ 2x + ‘

Násobíme-li rovnici 2+ 2x + 3>

dostaneme x = CjX+ ci + c2> = 1 = — c2.
7 = 2+ 2x + 3 - lg(x + 1 + 2+ 2x + 3). (Viz 795.)

m . I=
f^=1^2L±±

dx =J l/l
_ -r-2

3xs — 2x2+ 5x + 2
yr^ 2

= (a0x2 + «ia; + 2
)1

— x2+ Z; -^
J yi

— X2
3x3 — 2x2+ 5x -|- 2 = (2a0x +• ^)/! — x2) —

— (a0x2+ c^x + a2) x + k.

a0 = — 1, = 1, a2= — 7, 7=1.

7 = (— x2 + x — 7) yi
— x2 -j- arcsinx.

.
4x24- 7x 4- 5

2 24- 6x 4- 7

= (x — 1) 2 2 4- 6x 4- 7 4-
f

,.
da;

=J 2 24- 6x 4- 7

= (x —
1)2 24- 6x4-7 + y2lg[2x 4-3 4- 2(2 24- 6x 4- 7)].

791. / .:
+ 2 + 2;2['

J ]/í
— 2x — 4x2

= (a0x -f ®i)yi
— 2x — 4x2 -f 7

- ,J ]/l
— 2x — 4x2
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1 + 2X+2X*
„ i/w - (1 + 4)

+ («^ + «i)^
j/l

— 2x 4a;2 1 |/l
— 2x —4x2

+ Násobení l/l
— 2x — 4x2,

dává
j/l

— 2x — áx2

1 + 2a:+ 2a;2 = 0(1 — 2x — 4a;2) — (a0x + a1)(4a;+ 1) +
1 = & h, 1c = y-g-)
2 = — 2a0— a0 — ki x, = —
2 = 8a0, = -

I = — (\x + T5g) ]/l
— 2a; — 4a;2+ -Jf arcsin —•

ľ 5

792. , ^ =(f-| 6dVrf
+ 26a;+ a+

J ; 2 + 2bx + « \ 2c j

3Ď2 — da; x I 36\
^2c2 J ; 2-f-2bx + a 2c

^
c J

X ; 2+ 26a;+ + lg[a; + 6 + ( 2+ 6a; + ]-
2[/

793. /? + 8 — 5a;2da; =
4

= — — 4) ? -j- 8a;— 5x2 -] arcsin-

794. /
loys ysi

da;

(a;2— 4) ; 2 — 4a; -|- 1
da;

= r
\ 1 1

4J [a;
- 2 + 2J ]jx-i_ 4a; + 1

1
dx

1
da;

I
J (a; —

2)^x 2
— 4a: + 1

4 J
(x + 2) 2 — 4r + 1

= ^l — Í^2-

Ij
... x-2 = J, dx = (1 : ?/2) dt/, y =

arcsin= -
fi/T=W

~~W

I s ... x + 2 =—, dx = (— 1 :y2)dz, z = ——-,z a; -j- 2

x —2
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/ = _ dz =J 1 22 — 8z + 1

= — T/——-lg(13z — 4 -j- l/i3l/l3z 2 — 8 z + 1) —[/13

1
.

5 — 4a: + l/a:3— 4 -f-i
--yn 1®

795. f- r-
X(̂ X Položme Va:3 + 2a: + 3 = a; + ŕ,

J ]/x 2 4* 2 + 3

J, jv í2 — 3 y— — -í 2+ 2í —3
* -P' + ^ + J - 2(3 _ 0 .

1 _ *2+ 2Í _ g
~2

P 3 r (l_ ž)2_ 2(1 __ <)_ 2

J 2(1 - I)2 J 2(1 - ŕ)2

= + ig(i _ ť) _ Tľ
^-_

= U -
^

+ ig( i _ o =

_
— ŕ2 + í — 2 1

~ 2(1 — í) — g 1 _ í “

— ř2 4- 2ř — 3 1 - ř
,

1
“ "571 K--lg-

79G.

2(1 — ť) 1 2(1 - í) 0 1 — í

= ; 2 4- 2a:4- 3 4“ i — lg(l + ^ + ^ 24“ 2a:4~ 3) =

= ; 2 4- 2a;4- 3 — lg(l 4- 2: 4" ^ 2 4- 2a;4- 3) 4-

f da;
9

^ dŕ 1 b ŕ -
J x^x 2 4- 2x 4- 3 _ J <2- 3 _ S

ť 4- [/3 ~̂

1 ya: 4- 2a; +T-
—

" g j/
; 4- 2; + 3 — : 4-

ýš '

797.
1;

Qa;
==1\

J - - - -

da;

(a; — 5) —
a:2 4- 2 4- 3

— ; 2 4- 2; 4- 3 = ( 4~ 1) Í,
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798.

799.

umocněním — (x — )( 1) = (x -f- l) 2í2 a po krácení

/2 _l Q
— (x — 3) = (x + 1) t2, x = <2 + 1 ’

4í
, — 8í

dí ;

7 =
/

=
]lj

arctg ‘ 1/3
" pi arct «

/3(3 — x)

x + 1 '

J"* díc X

w+v
sevypo6tesubstitucí 7T^ = yi

-

l yZ 2Z ní plyne dále x2 = 1 x2 = -,1 ^ 1 + ž/2’ 1 +*

^ dx=±
2

dx

l/ 1-*/ 2 Hr_ 1 I/ 1+ y* 4y)dy
“ ^ TT’ ~2 ľ T~-^č (1 + 2)2 '

f
(i+ r : !

/.
x2

f]/Lz-*í
\l 1 + x*

= _ 2
f „1/1+5 1 (1 + 2) 1/1+»

. =J ľ 1 — ž/2 (1 + ž/2)2 2l/2í/

1 f di/ 1
.

~|/1
—

= _
|lJ

p—yi = - yf arcsm r r+'r'

.J (x24- a)]/x2 + a
Položíme ]/x2 a = — x + í, po umocnění

x=-|(í —y], Mx2 d-a =
Út

+
^\,

dx = I —• dí,

J (í -|- a) í + a a|/x 2 -f a

f ^
= /. Položíme |/'62 — x2 = (x — 6) í,

J (x — a) |/62 — x2

_
- Ml - t2) 1/6T—^

_
-_20Í

_
46í dí

- i + ř2 > P - i + iď _ (1 + í2)2’
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7__r ?
=2J t2(b —) — (6 + a) J ( + 6) + ( — 6) í2

2 dč

a -j- b I
1 aj 1 4

2 di
„

di
) - (b

oc)Je-li a — < O, I =

b
V

Pak i<,st 7 " P==p ar '‘ g
ÍŤS

|3) Pro > 6 je 7 = —— ^ -6 - J
ř 2

_
6 +

—

1
1/ +

i
/6 + ®1/avedeme t = \ -, z, di = / ^ dz

\ b — b —
, , v — 2 dz 1 2 -f 1

a obdržíme 1 = / ——Ip]/62 - a2J z2 - 1 2 “

, ,
1/6 — ab xkde = h

+ ab-x

’
800. I

^ + 2
- -

dx = I.
X

)lx*+2x-\
= -x + t, =

1/^2 i 2* — 1'— t — x —
1,2+ 2t — 1 da- _

<2+ " 1dřyx + 2x i _ í - 2(ť + 1} » clx - 2(<+ 1)2 at.

/ = i
fVl+Jtz 1)2J it

=2 J (i 4- l) 2 (<2 + i)

=
f(

k + tT + (iTf -
4l)

dr-

7 = 2 4- 2x —
Í 4- lg(^ 4- 1 + ^ 2 4- 2x — 1) —
— 2 arctg(x 4- 2 4- 2x — 1).

Lze ovšem převést 2 -j- 2x — 1 do jmenovatele a rozložití
integrál na

(x -j- 1) díK
^

dx dx

J ]/x2 J- 2x — J 24- 2x — 1 J x]/x2 -j- 2x — 1

60



a počítati

=
f2(t+ 1) 2(t + 1) P + 2t - 1d

dt_
3 J ř2+ 1 í2+ 2ř — 1 2(i + I)2 J t2+ 1

= 2 arctgi;
dostaneme přirozeně týž výsledek, neboť v prvém integrálu lze
položití x2 -f- 2 — l = u, 2(x -f- 1) da; = u\ druhý integrál
patří mezi základní.

Ábelovy integrály

Je-li funkce definována algebraickou rovnicí F{x, y) = 0, slove
/ R(x, y) dx integrálem Ábelovým. Pro křivky unikursální (racionální
nebo rodu 0) je možno x , vyjádřiti jako racionální funkce para
metru t a tím přejde integrál v integrál funkce racionální.

801. Yypočísti f dx pro definované rovnicí x3 -f- y2 = ‘iaxy.
(Descartesův list.) Položí — xt, dostaneme vyjádření ra-

„ 3at 3at2 ..
3a(l — 2ř3) _cionalne: * = = ^„ „ +

dt.

f ydz — 9aa
I -II—— dt. Zavedeme I \- t: = v,

J - t )

J dx = 3a2
j' ^

M3~~ ==

9a2 6a2 — 9a2 6a2
Ö71 i i2u 2 2(1 + ŕ3)2 ' 1 + í 3'

t =
L

t 3 + i =
3:3 + 3

=
3

=
^.

x' X3 2 X2

tedy Jydx = --- +2 2

802. Pro iŕ -----2( — 1) máme x = -, = -
—^—,

^ v i 1 _ » 1 _ ťs>

. 3ŕ2dŕ dx f dx
dx = jy^TWi- I = / í = / je Abeluv integral i1 -) J ( 3—x2ys J

7 =
Jsdt= 3t= 3
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Lze jej ovšem též vyčísliti jako integrál binomický podle př. 755.

803. Je-li ad = (ad — y2) y, vypočtěte / Ax. Položíme-li = xt,
vyplyne x = t — ť, — t2 —tl, da; = (1 — 3ř2) di a hledaný
integrál f dx = j(t 2— tl)(l — 3ř2) dl obsahuje integrant ra
cionální v t.

,
35t/3a;4 84y5a;2 -f 45y7

1 - ~
ät

~ + ^ - Í05^ •
Viz též př. 972, 975, 976.

* **

Celkovýpřehled různých pěti metod na výpočet integrálu iracio
nálního podává příklad 891.

Některé jednodušší integrály goniometrickýchfunkcí.

sin2a;
, 2 sina; cosa;804. í —— dx = I ^ — dx,

J cosSo; J 4 cosa:2 — 3 cosx

cosx = y, — sino;d# = dy,

T= - 2 f ydy
= _ 2 dy

“ J 4yJ — 3y ~J 2—I)

2
f

(v
—il

1)

/ 1 lg - |

(2/- )( + il/3) 2V3' 6 /+il/"

cosx — cos30 2 sini(x -f- 30) sing(30 — %)

cosx + cos30 2 cos|(x -f- 30) cos|(30 — x)

= tg(4x + Vtt) tgijKn — 71).

1 = — + -fa'*) tg( - |X)].

/x^dx
-, .— „ se zjednodušší, když položíme
(x cosx — sinx)2

x cosx — sinx = x sinx ícotgx
= cosx(x — tgx)

62



806.

807.

808.

a D (cotgx —I= ——I- T>(x— tax) = 1\ x j sin^x x ° ' coscos2x
Funkce za integračním znamením se rozloží na

11 1
-1

sin2X X2
, COS2X .IV.,-, tí + t 1—takže jest

/ 1 \2 (x tgx)
(cotg*---)

tgx H——
^ 1 1 x smx + cosx x

1 x — tgx x cosx — sinx tgxcotgx —-— 1 —X X

=
tgíx

+
aretg^j. Zkoušku viz v př. P. 204.

/cosx^ f d sinx

a b sinx J a + 6 sinx J
u

bu

= ^ sinx).

/dx sin 2x -4-cos2x .
dx

, . o v— = I — dx — I ——— i / cosxd(sin~ 2x) =smJx J sin x J smx J

/dx , 1 ,
dx

— * COSX—r— t I =sinx 4 siinx J smx

/dx dx cos2x dx
sin4x J sin2x J sin^x sin2x ’

= — cotgx —Jcotg2x d(cotgx) = —cotgx — J cotg3x.

• 2 tg * 1 (1 + tg2X 2
sin2x = -—- * = —T —, COSX==— ,1 + tg2x sin4x tg4X 1 + tg2X

(2. zp.>

tgx = z, dx = 1 +z 2’
(1 + Z2)2 dz dz dz 1 1

z‘ 1 + z2_ J ‘zr+ J
z2 — ~ 3Ž1 z -

= — i cotg^x — cotgx.
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809.

810.

811.

812.

813.

814.

815.

816.

817.

64

/sin2* d* z2dz

1 — &2cos2* J (1 — k2 z2)(l + z2)

1 íl 1 1 ~ P ~
k2J \1 +z 2 1 - 2 + z2/ Z

=
jarctgz

+ yi~ k2arctg
y|4=p)

=

= J 2 X̂+ ľ1— k2arctg(tg* : Vi
— tg 2*)].

/d* sin2* + cos2* -,
d*

,
sin2* ." := /

3
dx = / + I —d* =COS* J COS'** J COS* J COS*

=
f-Ěí + 1 d(cort) =

/šsi
+ i sm*

cos2*

cos* cos^*

/ ^ podobně,nebo I =
f (1 -j- tg2*) -

l^g3̂ -J cos4* ť g v 1 e ; cog2a,

=
J~cotg*d* = Igsin*.

J$i
=feotg'xd* -

>)
d* = - “tg* - *•

/--—= I I— 11cotg* d* =
— cotg2* —Igsin*.

tg3* J \ sin2* / 2

/
=

f(ď^
~

^
cotZ2xdx = “ 3-cotg3* + cotg* + *,

nebo lze položitíza * doplněk |-7t —* do /tg n* d*.

/
tg3* =

~f
ť^i n - x) d(^ - x) =

= —i cotg4* + I cotg2* -j- Igsin*.

f SI dx= ftg3xdtgx= 4tg4a:-
Integrály z funkcí cos2*, sin2* nebo z takových, že



R(sinx, cosa:)= R(—sina;, —cosa;), lze vyjádřiti jednoduše

proměnnou z = tgx, x = arctgz, da;= - .1 z
Sem patří integrály //(tgx) dx. Viz na př. 809, 812—816.

cic f dx
. z 1

818. I = 1. smx = , cosx =smx cosx yi + zž’ yi + z2’

/1 _I_Z2
—-—= lěz = ]&8 - (Viz Př- p - 539-)

. . z dz z dz
i smx cosx dx = / = / — —-=J jl+z 2 14 -z 2 J (1 -j- z2)2

du —1 1 —1
1r*r>o2o+ u)2 2 (1 +u) 2(1 + tg2x) - ~ 2c°s a;-

Ovšem také

I — sin2x . dx = — J cos2x = — J(cos2x — sin2x) =

= — i cos2x + Jc.

820. J
tg2x dx =J

dz==f1 T+ ^ 1 dz = z ~ arct g“ -

= tgx — X.

S21. f
.

dx
2 = f

J simx cos2x J

822.

z2 1 + z2 z

= tgx — cotgx. (P. 539.)

dx 6
, T 1 dz

j, ,J a2cos2x ± b2sin2x
‘ Z~~^ ab J T^l 2

.,1
,

I b
,

\
, l,a cosx + 6 sinx

bud —r-arctg —tgx nebo -zz—rig -,—; .ab yal 2ab a cosx — o smx

Method/ obecné a složitější integrálygoniometrickýchfunkcí.

Je-li iž(sinx, cosx) racionální funkce dvou argumentů, přemění se
/ii (sinx, cosx) dx v integrál racionální funkce t = tg.lx, neboť

2ř 1 - ř2 o , , i
2dř

_____ cosa;= x = 2 arctgř, dx = TT .smx
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823.

824.

825.

826.

827.

/
Príklady

x
přejde substitucí tg|(z —a) = t

c -j~d cos(a;— a)

™
. .

c-jL

c d -f- (c —d) t“ c -j- dv integrál j
( j = k2 > O,

vede I/E
-t = z na .-.^=-arctg [k tgi-(a; —a)].

\ c “j
- d \ c* — d^

Pro ——r~-r= k2> 0
c + a

1 k tg^(x — a) -\- 1
mame ]!d2 — c2

lg * tgií^ — a) — ľ

f dx
= I má tedy pro e < 1 hodnotu

1 + e cosa:

y-—arctg
I j^/1——?

tg %xj a integrál omezený

Ir dx 7C

e cosce j/i '
u

/coscedee 1 (a b cosx —a) x a dee

a b cosx b J a b cosx b b J a b cosx

J (1 + cosx)2 - J
= tg ia: + i tg3Jx.

/

b —d cose*,d = Va24- 62 na
/

;—J c -\- d cos(x —a)
takže podle př. 823

j. 2 J ( — a) tgix b —
]/m

(l +n 2T~ Ti = + it 3=

dcc
——: — převedeme pomocí = d sin«,

j/m ° I( —a) tgi-x + 6 + j/ pro m = 2+ 62— 2>



828.

829.

830.

2 t — a) tg^x + 6
I = arctg ^ pro m < 0;

\j—m [/—

J=
(-

)^
+ 6 P““ = °-

Je-li Ii(—sin«, —cosx) = R{únx, cosx) stačí substituce tgx = z)
dz

x = arcfgz, da; = jak bylo již uvedeno.
t “ 2

dx
_

dz
= i

fl 1
,

1_
J 1 + tga; —J (1 + z)(l + z2) “J U + z 1 1 + z2

jdz = -i[lg(l + z) + arctgz —Pg(l + z2)] =
z

—T“z 2/

= I lg(l + tgcc)+ ia; — i lg(l + tg2|a;).

f dx fJ a cos2x + 26 cosx sinx + c sin2x J
dz

1 ,
I c tgx + 6 —

]/d

2 [/d j
c tgx + 6 + j/d

a -j- 26z + cz2

pro d = b2 — > 0;

1
, c tgx + 6

717=^- arctg ° — pro d < 0;
[/—d ^— d

pro d = 0.
c tgx + 6

(dx sinx
J d

(u + 6 cosa;)2 a b cosa; J a + 6 cosx ’

Učiníme-li tento předpoklad, dostaneme derivací

1 «6 sina;sina;
^ a cosa;

(a + 6 cosa;)2 (a + 6 cosa;)2 a -\- b cosx a + 6 cosx

a násobením {a + b cosx)2po úpravě

1 = a(sin 2x cos2x) -(- ( + bß) cosx + ßa.
Odtud pro , ß máme dvě lineární rovnice

ab ßa = 1, oca ßb = 0,

z nichž plyne pro 6 = ——ß =
a

a2 — ď2 a2 — b2'
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Tím je integrál převeden na typ v př. 827 pro 6=0.
Sem patří omezený integrál vyskytující se při výpočtu výseče
kuželosečky dané v polárních souřadnicích rovnicí

P
1 — e cos<p'

Obsah výseče od ( do (p2
<Ti

p=i
/

s-d v = ř
p=/

ii
-^_.

9>i 94
Dále bylo již dříve uvedeno zjednodušení integrálů:

Jf (sinx) cosx dx = Jf(u) du, = sina;, du = cosa;da;.
/ f(cosx) sina;da; = —

/ f() du, — cosx, du = — sina;da;.)

Integrály součinů cos(aa;~(-a)cos(bx-\-ß), 8(+) sin(6z+/3

a sin(aa; + oc)cos(bx + ß) zjednodušší se tím, že součiny promění se
v poloviční součty (rozdíly) funkcí podle známých vzorců

cosy cos = J[cos(y + <5)+ cos(y — ů)],
siny siná = |[cos(y — 6) — cos(y + ó)],
siny cos = |[sm(y + ó) + sin(y — 6)].

/sinSx cosla; da; = (sin7a:— sina;) da; = — cos7a;+ | cosa;.

Integrály z funkcí sinna; a cos”* pro n celé, kladné nebo záporné.
oc)n liché: Položí se cosa;= z, respektive sina; = z. Na př.

sin5a;dx = (1 — cos2x)2 sinx dx = — (1 — z2)2dz.

cos7x dx = (1 — sin2x)3cosx dx = (1 — z?)3dz.

ß) n sudé: tgx = z, sin2x = —-, cos2x = -——-, dx = -—-—-.r 1 z2 I + z2 1 -)- z2

y) n celé: Lze užiti integrace per partes vedoucí redukčním
vzorcům (viz P. 541—544).
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sin”# n — Í J sin”-2 #
d# n — 2 d#

cos”# n — 1 J cos”—2#

d# n — 2 f d#

n — 1 sin”—1#

n — 1 cos”-1 #

1 icos#

1' sin#
> 1.

ô) n celé a kladné: Použitím Eulerovýchvzorců vyjádří se sin”#
i cos”#pomocísinfc#,coskx.Pro menšín možnovyjadřovati postupně.

cos3# = cos2# cos#= i(l + cos2#)cos#=
= cos# + J (cos3# cos#),

sin3# = sin2# sin# = |(1 —cos2#)sin# =
= i sin# —J (sin3#—sin#).

Pro sin4# viz př. P. 552.
Obecněpodle Eulera cos# = \{' + Q~ix), sin# = ~ (e':i —e~ix).

jLiI
Takžena př.

cos3# = J[e3í2:+ e~3ix+ 3(eí:r+ e- ' )] = -j(cos3#4- 3 cos#);
sin3# = Jife3**—e-3i*—3(eix—e~ix)\ = -j-(—sin3# 3 sin#);

a tak i pro libovolnoucelistvoukladnou mocninu.
Integrály součinů sinm# cos”#pro m,n celistvá provádějí se po

dobně. Je-li jeden mocnitel lichý, zvolíse druhá funkce za novou pro
měnnou. Jsou-li oba exponenty sudé, zvolímez = tg#. Nebo se pře
vedou obě mocninyna funkce kx bud postupně nebo pomocívzorců
Eulerových.Nebo lze tyto integrály převésti na binomickédosazením
sin# = z nebo cos#= z.

Konečně je možno odvoditi pro m,n celistvá redukční vzorce.
831. /sin 2# cos3# d# —

/(1 —sin2#) sin2# cos#d# = (1. zp.)

= /(z 2— z4) dz = gZ3 —-jZ5 = I sin3# — 4-sin5#.
sin2# 3# = — s\ (g'x — e~ix)2(eix-|- e~izY = (2. zp.)

_ — [e51* -(- e-5 '* e3'* e~3iX— 2( * -(- e~'*)] =
= — T'g(cos5# cos3# — 2 cos#),

takže I — — T4( í sin5# -(- | sin3# — 2 sin#).-



832. /sin 3cccos4# = I. Snadno odvodímejako prve
64sin3# cos4x = 3 sina; 3 sinSx—sin5a:—sinVa:

a odtud I = 6j(— 3 cosa;—cos3a;4- i cosSx-f cos7x).

833. /cosa;cos2a;cos3a;dx = j/(l + cos2x-j- cos4x-j-cos6x)dx =
= J(x + sin2x+ \ sin4x i sin6x).

834. Im>n—
fsinmx cosnx dx = (m = _ 1)
sinm+1x cosm_:Lx n —1 /'.„.e, n .= — + I smm+‘ix cosn~Jx dx.

m + 1 m + 1 /

Do posledního integrálu dosadíme sin2x =1 —cos2x a máme
pro m 4: 1

T sin™+1x COSn—1X t n —1 T n — 1 T1 m.n — ; i " J-m.n—2 , 7" ,m+l m— 1 m+1

m + T sinm+1x cosw 4x . —1takže "V
1

rii n — — ; ;
1 ; r -

Im.n
—2>1 ’ m + 1 TO + 1+ ] I/VmIV I f J I1 TO+ 1 TO+

a konečně

8 + cos“-1x , — 1 TIm,n= j i Im,n-2 ( TO+ W 0).

835. Jiný redukční vzorec dostaneme částečnou integrací cosinu:
sin™—ax cosn+1x —1 „ . „ .l mn— — —/ cos”+2x smm~2x dx.1 1 J

Do posledníhointegrálu zavedemecos2x = 1 —sin2x a dosta
neme

J _ — ... •- j 1
±m.n— ; ; ; ~ *-m—2.n , -, -*-,>1

a z toho

Im,n~ : 1 : Im—2,tit “ ^ 0).
0

836. Pro = — 1 běží o

/tg”*xdx = ^
1 jtg^x —

/tg m—2x dx

gin»!—4x cos“+4X |! TO— 1
1 1

sin™—4x COSn+1X TO— 1
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a opětovným užitím této redukce plyne

r tg"1" 1* tgm—3a; ^ ,J tg^a: da: = —5 — + ••• ± -p x pro m sude;
Tíh J. ó

pro m liché budou poslední dva členy na pravé straně

± i tg2a:=f ftgx dx.

(Viz příklady P. 546—548.)

837. /sin mx co3nx dx = —
f sin”*— cos”x dcosx;

cosx = t dává hned integrál binomický
m—1

Im,n
= —

/(1
— <) 2 t n dř.

Substitucemi lze integrovati někdy také iracionální funkce
funkcí goniometrických, na př.

/d díi/
vypočte se, položíme-li tgx = z2, — = 2z dz,

[/tgx 008 x

cos2x =
L

, I = 2
f

r (viz př. 738).
1 + Z4’ J 1 + Z4 V

I =
-^~lg|sinx + cosx + ysin2x| + arcsin(sinx — cosx).

dx
. i/- d2

J šina; veĉ e v®a^-^ integrálu eliptickému |/2 J
+ z2)

Některé omezené integrály funkcí goniometrických

in

839. Jtg"xdx = ———
í~—

+ ... ± 1 pro n sudé; pro n
IX— 1 —o

0
liché budou poslední dva členy na pravé straně ± i -p i lg2.
Viz př. 836.



841.

842.

843.

844.

j sin4x cos6x da; = /.( g plyne hned z redukčního vzorce. Neboť
o

' A,8 = ==7S0 • 1^7,2= tV •1

3 . 1 7t
z příkladu 471 plyne / 4,0 4.2 2’

tedy /4.6 =
/q ;

g
;
e

;
4

;
2

.
2 = - Podobně:

^Tt
J áin4a;cos5x x = /4,5 = 4/4i3= -4-. — • 1'•

1^2,1 =
o

- A J A _
8

9 • 7'‘ 5 ' Ti40.1 SIS’
1ti

j sin2í,-,-1x cos23+:La;der =

o

9
^

= — — —
/ sin2í,+1x cos2?~1x da;

2(p + g-+ 1) J
o

Í7t
2(7. 2((/— 1) ... 2 . 1 . „ ,= + + +

J c0“ d''’

I sin2p+2 \i TC 1
. J .I2p+i,i= XJ0

= 2(^+Tj’ takze Puvodnl

j _
2qq\ p! g! 2>!

2v(p + g + 1) ... (p + 2) 2(p + 1) p! 2(p + g + 1)!

1
j af1-1 (1

— a;) 6
—

1 da;, {a,b celá, kladná čísla).
0
Položme x = sin 2z, da; =

2 sinz coszdz.
in

1 — 2j sin2̂ —1)+1z cos2(6__1)+1z dz, a podle předešlého příkladu

dostaneme I =
_(a ~

(a + o — 1)!



i"

/dz; 2 = Iv Neurčitý integrál stanovíme

substitucí tga; = z, sina; = -|;
Z

- —
(̂ z

a dostaneme

k2sin2«

—- Gin —1/1+z 2’ 1 + z2

/ = f
— —

^
are tg (VI

— Ic2tg«).J l +Z 2{l-k 2)-)/l-k 2

Odtud i, = 1 ^=z=r.2]/l-k 2
2

846* / ^
nelze počítati F(2~) —F{0) podle

J a cos« + osin« +

příkladu 827, kde F(x) =
—_JL—

arctg '
C

^— m 1/—m
poněvadž +(«) v bodě x — n není spojitá. Proto je nutno psáti

2
I =

J" + J"
a každý integrál vyčísliti zvláště.

První integrál je roven 71

O
2 — a 2 — b2

a druhý
_i ( — ^) =2 - 2 - 2 2 - 2 - b2

Tedy celkově I = .
^ Viz př. 824 a 1139.

|/c2— 2 — b2

Integrály některých zvláštních funkcí transcendentních

Většinou půjde o součiny, nebo je dnoduché zlomky obsahující
mocniny «, Gax

, sin/c«, cosZ« a pod. Někdy lze je redukovati inte
grací per partes. Na př.

. , 1 n ,I xn sina« d« = xn cosa« -I I ~ cosa« d«.
J a aj

1 71 C
J xn cosa« d« ==~ «" sina« —— I «"—1sina« d«.
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A tak se postupně snižuje mocnitel n (celistvý, kladný). Pro n celé zá
porné lze příslušné integrály opět redukovati {n = — m):

(m 4= 1)
/sinax, sinax cosax .dx — —— — r 4 —I r úx,

x (m — 1) —1 m —
1J xm~x

Jcosaa;^cosaa; sinaa:^

xm X (m — 1) x™—1 m —
ij

xm~l

Tím se dospěje vyšším transcendentním funkcím Liouvillovým:

/sinax^^ f cosax
Clbfy Ě Cl»-X J X

zvaným integrálsinus a integrálcosinus. Podobně lze redukovati in
tegrály / xneaxda; integrací per partes:

J'
xneaxdx — xneax ^ f

~' dx (n kladné) ;

/ ,ax—zrdx—
eax , nI jdx, 0 < m 4=1-

m i ! ^m-l ’ ^xm (1 —m) x™—1 m — 1j xm

Ve druhém případě se dojde nové transcendentě

/ eax 2
— dx. Je-li eax= z, ax = Igz, a dx = —dz,

X z
ídz_

J V’dostaneme ji ve tvaru j -j—, t. zv. integrállogaritmus.

Příklady

847. a) /x 3 sinx dx = — x3 cosx -)- /x 2cosx dx =

= — x3 cosx -f- 3x2sinx — 6f x sinx dx =

= — x3 cosx -f- 3x2sinx + 6x cosx — 6J cosx dx =

= — X3 cosx -j- 3x2 sinx + 6x cosx — 6 sinx.

b) /x 3cosx dx = x3sinx — 3/x 2sinx dx =

= x3sinx -j- 3x2cosx —
/ cosx dx =

= X3sinx -f- 3x2cosx — 6x sinx — 6 cosx.

74



„.„
. , cosaa; -,84b. I xn smax = I xn~l cosax ax =J a a J

a
x” cosax "—1smax (— l) „ . .H I x"—z sinax ax =nß a* J

x" ln\x n~X
. /W\„.x”—2

— cosax — \i /—^2 slnaa; — ()
ai~ +

in\ Xn - 3
. ln\ X"- 4

+ () 3! ^- 81 + (4 ) 4! ^- cosa:c -•••]•

Uvážíme-li, že

— sinax = cos(ax + |-7t),
— cosax = cos(ax + n),

sinax = cos(ax + |tc), cosax = cos(ax + 2),

můžeme psáti

f ^ /72/\ X —x" sinax dx = —/_ i!
a^jri cos(ax +

Podobně lze odvoditi

f
x" cosax dx = 2 ^t+~i

sin(ax +

849. f xne~x dx = — e- ^x" + /"— 1e_a:da»=
= —e~*( + "— 1) + ( — 1) /x" -2e“^ dx =
= — e—^[x"+ " -1 + ( — 1) x"—2 + !].

/ x"e—*dx = !

x dx — x850. I
. = —— cotgx + IJ simx smx J

smx — x cosx cosx .
. — dx

sin2x sinx

XCOSX 1 x COS2X .— dx
simx sinx j sin3x

x cosx + sinx

sm-x

--P

mx J

/xdx dx
sin3x J sinx '

sinx + x cosx x dx
^ 2J

sinx’! Sin JX

851. 7„ = /e a2:sin"xdx = —sin"x | e"*sin"-1x cosx dx.
a aj
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852.

853.

854.

855.

Integrál napravo je roven
r±ax

— sin"“ 1̂ cosa: — j — [{n — 1) sin”-2 a;cos 2íc — sinna;]dx =CL
-/>-

= -—sin“—1x cosx / e®*sin"-2x dx 4-
a a '

4- ^^ Ieaxsin"x dx 4- —I n-aj a

T
\enx . n . ,

n(n — 1)
TI n = -—sin"x ——eaxsm"—1x cosx -\ — 2 —a a2 a2

n(n — 1) J. n T9 171 7,-L71'a2, a-

a2J- n2T eaxsi^^xí« sinx —n cosx)
!

n(n —1) r_ Jn ==z - — 1n—2•a2 a2 a2

r _
A n(n — 1)

•*71 9 i 9 9 1 9 ^ 2*a2 n2 a2+ ^

/14- sinx 14 - sinx
„

Ti + COSX + sinx
_ .TT e áx = - e - I —h—1

2— e da:=1 + cosa; 1 cosa; J (1 + cosa;)2
fir

= zlomek — í í-— f- eM
cosx 1 + cosx,

e* 1 + sinx — 1
1 4- cosx 1 + cosx

/ 1 L ~T~ô111**' 4 „ ~ 1 i= (zl.)
— -—= — - —i————e* = e^tgjx.

+1 7 f*xmlg“xdx= lg"x (xmlg"—xxdx=...=b m+lfe m+lj b
= ľig,* 2__ig.-.*+4”- )ig.-.x+m 1L m-j-1 (m+l)žJ+ ...± " !

(m + 1)"

r . 1—U"«.!J xmlg"x dx = —1
r.u (m + 1)"+1

fx lg(x4 - 1) dx = ix 2lg(x4 — 1) - 2
J'

76



poslední integrál

-í. =
+ í + i f-A

t~2 J X*— 1 J 4 — 1 2 ^ 1J t1 — \
Qr% 1 j

= i* 2 + --r+il

I = -Jx2 lg(a:2 — l)(x 2 +1) — x2 — í[lg(a: 2 — 1) — lg(a;2 + 1)] =

= (x2 — 1) lg]/x 2 — 1 + (x2 + 1) Igyx 2 +1 — x2
.

856. f /(Igx) xmdx = 7. z = Igx, x — e*, dx = e* dz.

I =
f f(z) (+1 > dz.

^ xn+1 1 x”+ 1
857. J xn arcsinx dx = ^ _j_ j arcsinx - n _j_ j J ý—--=^ dx.

858. í /'(x) arctgx dx = /(x) arctgx —
I

dx.

r /( x )
859. J /'(x) arcsinx dx = /(x) arcsinx —J yy —dx.

Integrování řadami. Základy

Nekonečnou řadu uí(x) lze integrovati člen za členem, jen je-li
stejnoměrně konvergentní v uvažovaném intervalu. To platí předně

o řadách potenčních a0 + «jX + a2x2 -f- ... .
Nedovedeme-li tedy

předloženou /(x) jinak integrovati, rozvedeme ji v řadu a tuto
integrujeme.

Příklady

860.
—

dx = 7. — = —
+1+-^- + -^-+.... Integrací řady

J XX ZI ol
x^ x^

7 = Igx + x + —-Jf +
3- + ••• •

Položíme-li e* = z, jest

' It
a tím jest odvozeno vyjádření t. zv. integrállogaritmu.

lg 2z lg 3zlglg z + lgz + 2T2ľ + ľ3! + -
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861. / e~*! dx se provede pomocí řady

x2 x*
e X 1 1! + 2! 3! ’

y»3
I —X—- r-j-+3.1! ' 5.2! 7.3!

« sinx , x x3
, x5 \ dx802. J

_ da:= j|_ „j-,.

“ !
+ sTsľ

863. J dx
—

I — (x
—

|x 3 I# 5
—

...) dx =

x 3 x 5
= * -- 37

+
57 - ••••

1 1
864. J"

xxdx =
J*

exlgxdx =
o o

=/(

o

(- i)*

0 J o

, x Igx x2lg2X \ x3lg3X
ľ! ^ 2! ^ 3! ^

0 (k + 1)*+1

= 1
-^

2

+^
3 -Í 4 + ---- (Viz př. 854.)

865. f
7̂
^=

=
f (l- *)~ dx =J l/l-x* J

= + ix* + x8+ ..dx =

rfb ry*í)\Aj , 4,~ + 5 + -<* <1)
'

Integrace řad lze někdy použiti sčítání řad:
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—X-\-%X2—Ix* — ^ 5+
... .

Dosadíme-limeze 1 0, jest

d* 2,1 1+1-Í-Í+....
1 —: + x2 |/

1 1
/ Ó.% ľ*

1 + x + 2 = j (x - x2+ x*- x5+ ...)dx =
O o

_ 1^3_J_ ^= (I *2 — W + i x& — ••)o =

1+ 2x\1»(.gVl
+

x+^-^arctg
v_ /;

a odtud i —i + i—J + ...== Igj/
—^y|. (VizP. 490.)

Je-li obtížné rozvésti funkci v řadu, lze někdy snadno rozvésti
její derivaci a pak integrovati:

868. D(arcsinx)=
^=Ľ=

= i + ^ + *4+ LAlŽ x«+ ....

T . , • x3 1 . 3 . x5 I I ^ 1integraci: arcsmx = x + -—- + -v—^—v-+ ... , |x| ^ 1.

869. Dlg(x -f 1 -f-x2) = — —

x2 1 . 3 1 . 3 . 5 „ ,= 1 -T + 2ľi* - 2 +-•

Integrací:

lg(x + ! + 2) = _
2^3 +•••’ |a:|

=
L

870. D(arctgx) = ^
^

= 1 —x2+ 4—x6+ ...

Integrací: arctgx = x —|x 3+ —••• , pro |x| ^ 1.



Některé integrály eliptické

Integrály eliptické jsou tvaru \R{x, y) da;, kde

- - «
0; 4 -j- ®i*3 + «* 2 + azx + «4 a někdy a0 = 0.

Dají se redukovati na tři základní typy Legendrovy:
ŕ

^ n/ r^w
J |/(1

- x^l — k2x2) J If I — X2
o o

Í dX
( < 1),

J (1 + na;2)|/(l — x2)(l — Jc*x2) ~
0

t. zv. eliptické integrály druhu prvého, druhého a třetího.

Substitucí x = sintp, kde 9?slove amplituda, přejdou v
V <P

F(Jc,cp)= /V- d

,
y

• -> <p)=
f l/l

- P sin2? d?
J [/1 —A;2sm29? J
o o

<p
(, h,cp) —

f ^ľ,
, I??] ^Tt.

J (1 n sin295)|/l — k2sin29;
o

Výpočet těchto integrálů se děje integrací řad:

(1 — k2 sin29?)- i=

13 13 5
= 1 -f- |&2sin2«?;+ —^ / 4sin49?+ 0 ~ sin695+ ...

(1 — k2Sinaji
=

1 1.3
= 1 — kk2sin2® —-—- k*sin4®— ———-kesine®+ ...2.4 2.4.6

Výsledky jsou pak sestaveny v tabulkách pro F(k, cp)a E(k, cp).

Nejsnáze se počítají t. zv. integrály úplné v mezích 0 a Neboť

pro sudá n je
Í7t
^sin

ng9d??= \'\ '\ ^
,n

^ i 71 (viz P
- 602)-
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Příklady

871. Pro úplné integrály eliptické platí

F») _
^[l

+ () 1+
(^!*

s
)’+ (^

ť
)’+ '•]•

873. E(k)=
i«[l

- + J
(iri

4
’)

-
ijirirl

4
’)'- -]

F(l) - 1,617..., F(i)- 1,685...,
= 1,854...,

r(k 3)=
2,156.

EU) = 1,526... ,
E(i) = 1,467... ,

r(p)=
1,350... ,

()-
1-211'

Ostatní eliptické integrály převádějí se vhodnými substitucemi

na základní druhy, aby bylo možno použiti tabulek.

873. /FÄ = přejde po = cosg?, da; = —
yi

— cos2̂ á<p

/dq? 1 d9?
l/l + cos2?)

“ Y^JVí
- ii-sin2f/j

|2[^, arccosa;|.

sn
-íwb=4

T[U- iMi -
o

875. /
,

^—
se převádí pomocí x = tgíw, dx = --

^
o---J ]/l + z* 2 cos X2<P

r-i í dy
_ 1

dp

J %) + 008% 2Jl/nr^
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1
dx 1

876. Ijj=1=0,927...J l/l+^ 120

/díc
Zavedeme sina; = cos 2(p,cosx dx

— — 2 siny) coscpdrp,
l/sinx

o
cosx = 1 — cos 4<p= sin 9? 1 + cos29?.

o in *

I= - 2
f dľ.

-= 2 2> =J + cos2<p J ]/2
— sm 2(p \2/

Ítt o

= 2,622...
.

-, —: .
Položíme o; = cos«??,dx = —

} l — 2< d^;
|/1

— X4

/=
f- c°»> dy

= _
^dy +

,, 4,1
=

J + cos 29?
^ J |/l + cos29?

= —
y^J 1

— i sin 29?d<p+ ^2 j dcp

— I sin 299

859-
=/=-/=

-
(p)

f
(p)

-

O ^n: 0
880. Délka kvadrantu elipsy x = a cosrp, = b siny, kde b =

= a\j\
— e2vyjádří se eliptickým integrálem

Í7I
/ydx 2+ dy2= /» 2sin2y + b2cos2<pdep=

/1
—s2cos2y dy.

oo o

ep= —y, dy = —dy převádí integrál na
o

—
«/ 1 —e2sin2y dy = a E{e).
Í7T

Pro obvod elipsy máme tedy

AaE{e) =
27^1

~ ••
}
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Přibližně také 2[;’( + 6) —
|]/a6] shoduje se do 4. členu.

881. Délka sinoidy = sina; od 0 do 2 jest
Jtt Í7T \Jtc

4/ 1 -j- y'2áx = 4j |/l -)- cos2x dx = 4|/2/]/1
— ^ sin2x dx =

o

882. Délka oblouku lemniskaty r2= 2a2eos2y.

ds = ]jr2+ r' 2d^, rr' = — 2a2sin2<p,r' 2 = --

ds =
T7H5pB?!5

<iv =V 2 ^

in
Čtvrtina obvodu s = a\l2 í

,
^

. Zde vadí
J j/l

— 2 sin293
* i . o

modul 2, který má býti &2< 1. Proto klademe 2 siu2̂ = sin2y.
]/2 siny)= siny, ]/2 cosy dy = cosy dy. Mezím y(0, jrc) odpoví
dají meze y(0, ^n), takže vzhledem

^ cosy dy cosy dy

2 cosy m
— I sin2y

in

jest s = a
f dy*

= a P ía
celáJ yi-i sin2y

/

délka lemniskaty
4ap||i:|=

7,416a.

883. Vypočísti délku čtyřlistu r = a sin2y (obr. 3).

r' — 2a cos 2y a ds = ^r 2+ r' 2dy.

Jest vypočísti
/ 2sin22y ý- 4a2cos22y dy = /|/a 2 + 3a2cos22y dy =
= /4

— 3 sin22y dy. Položí = 2y, dy = Idy,

máme 7 = 2 .
|-aJ 1

— f sin2y dy.
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Obr. 3.

Pro osminu čáry se mění 93od 0
do ]ti, tedy od 0 do Celý
obvod je

^
8®/yi

— I sin2̂ dyi= Saž/^ys).

884. Určití délku cykloidy

x = a<p— b sine/?,

= a —b COS93.
dx =F=(a —b cos<p)dep,
dy — b sin93d^,
ds2= + da;2+ dy2.

= ® 24- 62 — 2ab cos<pdtp =
= ( + 6)2— 2aó(l + cosy?)di?»=

= (a + 6)
áab

cos2-(pd(p. q>= 2yi, dtp= 2thp.

| — t, dtp — — dž,

(a + b)

ds = 2(a + 0)1
— 2cos2f dip. ip

ds = — 2(a + 6)1
— 2sin2ř di.

Mění-li se 93od 0 do , mění se 9;od 0 do ^ a í od %-kdo 0.
Jtt

s = 2(a + 6) k2sin2i di = 2(a. + 6)
JlM

a -\- b

885. Pro Pascalovu závitnici r = a COS93 -ý b máme:

ds = 2+ r '2dg9, r' — — a sin^,

ds = « 2-f- 62 -j- 2ab COS93 d93=tedy

= (u + 6)
4a6

-
sin 2 |93d93,

(a + b)2

93= 2ip, d93= 2dip, ds = 2(a -ý &)1
— sin29>dip.

Polovine závitu odpovídají meze 93(0,), tedy 91(0,̂ ) a obvod je

4(a b) E Je-li b — a, máme kardioidu (obr. P. 20).
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886. Prostorová křivka Yivianiho je průsečnice koule
2 + ž/2 + z2 = r 2 s válcem x2 y2 — rx = 0. Pro výpočet

oblouku užijeme záměny x = q cos(p, — q siny, z2 = r2— e2
,

x2 y2 — rx = q2 — TQcosy = 0, cosy = q = r cosy.

dp = — r siny dy, z dz = — p dp, dz = —= — p d®.
r siny

ds =
ydx 2 + dy 2 + dz2 =

ydp 2 + Q2dp 2 + dz2 =

=
|/r 2 sin 2y dy 2 -j

- r2 cos2y dy 2 -)- r 2 cos2y dy 2 =
= r dyyi -|- cos2y =

2
— J sin 2y dy,

i"

s =
4]/‘Jrj ^yi

— J sin 2y dy =
Ar^2E

Funkce eliptické

o

dx
(1

— x2)(l — k2x2)
Inversní funkce = I

, , — — jest x = snw.J y (1 ....

Klademe-li x = siny, je
2 sin 2y

d?2
“ “J ýlvľ

= anm, x = sntt.
Dále cn 2u = I — sn 2u, dn 2u = \ — 2sn 2u,

áu 1 d
-smt (1

— x2)(l — k2x2) =dz (1 _ x2){\ — Px 2)’ dw

= cmt .
dnw, = — smi .

dnw,
D„dn« = — k2snít. enti.

Příklady

887. Dokázati pro x = , — dm/ vztahy
(D„x) 2 = (1 - x2)(k2x2 + 1 - 2),
(Duy)2 = (1 — 2)( 2 — 1 + k2).

(DMcm/) 2 = sn 2it dn 2M= (1 — 2) [1 — k2(l — 2)] =
= (1 - x2)( 2x2 + 1 — fc2).
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,-^ 7, „ .. 1 — dn2«&2,— 1 + dn-M
(),(dim) 2= l sn2M 2 = l — —————l l

= (1 — y2)(y2 — 1 + fc2)-

888. Vyjádřiti průvodič lemniskaty jako funkci oblouku.
q*— 2c2cos2cp.

<Pi < ácp

2 sin2<p
•Pi Vi

Položíme 2 sin2!/;= sin2y>,]/2 coscpd<p= cosy>dyj,

, cosw ,dip = ,, —
dy>,

|/2(1
— sm29?)

v
-

f ^

J fl
— i si.sm2tp

takže s =

o

simp= sn = ^2 sinip. cos2ip=1 — 2 sin2ip= 1 — sin2ip.

q = cj/2 ^003295= cj/2 |/
1 — sn2 = c]/2 cn

Modul Jc= i 1/2.
889. Vyjádřiti výchylku matematického kyvadla jako funkci času.

Pro matematické kyvadlo platí

vřlZ-f-
=

f
,, -, — sin«, sini® = sinw.

V I ý l/l
- ýfc2SÍn> 2 . 2

siny = sn jí I/ J, sin|y = sini« . sn (í

890. Dokázati, že prostorová čára x = sim, = cim, z = dmi je
čtvrtého stupně.

Pro eliptické funkce platí sn2w -)- cn% = 1,
k2sn2M+ dn2« — 1,

neboli pro čáru 2+ y2 = 1, k2x2+ z2 = 1. Je tedy průsečnicí
dvou válců kvadratických a tím čárou čtvrtého stupně.
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Užití integrálů omezených

Příklady

Určití obsahy ploch omezených:

891. a) Smyčkou čáry x = č2, = t — Průsečíky s osou x odpoví
dají = t — = 0, h = 0, t2 = ± j/. Celé smyčce odpovídá
interval ř od —

|/3 do ]/3.

W
P=í(t~ P) 2t dt =

f]/3.
—1/3

891. b) Kisoidou y2(a — ) = 3 až asymptotě x — a.

oc) Parametrické rovnice čáry jsou = j—’ =+ 1 + í2

a

P =
I

x
/—

- — d vede po substituci ———= ř2, = ,J \ — x — x 1 + í2
o

k parametrickému vyjádření.

p
=/m

d<
=/

2“ !
(irr

-
(tTW+(tTi)

d ‘;

00 00
podle př. P. 508 skládají se integrály zlomků z částí racionálních,

M (t)
které sloučeny dávají E(t) = ^ yP) 2’

kde čitatel je o stupeň nižší jmenovatele, a z
(arctgř — 2

.
J arctgř -|- arctgř) = arctgř.

V mezích — oo do oo racionální část dává 0 a zbývá P = -fjra2
.

Ostatně 2n2 {1)= -
i[ý^

+

Vrátíme-li se původním proměnným, užívajíce vztahu = tx,
dostaneme

P
x =

J' }
~-

X
^

d = |a 2arctg *^ X
a — x ia —

( + 2) (— ) .
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Odtud zase, položíme-li a = 2r,
P a —l« 2• P = 2 = | 2 = 2.

2r

/5) Výpočet 7

o
podle metody př. 518 (díl I) a 745 (díl II):

x „
2rz2

, 4rz ,= Z > dx = Ti——itidz-2r — X 1 Z2 (1 + 22)2

7 = 8r2
/(1

+ 22)3
dz = 8"2

[/(z
2+ l) 2dZ+

/(1

+
Z*)]

0 0 0

= 8r
J d*

,
—-1

=LJ z2+ 1 J (1 + Z2)2 1 J (1 + Z2)2J
o

00

= 8r-
[

- t +
4(1

l
zT + i

“«**»]
=

o
y) Položme podle (str. 58)

2
— x2= xt, 2rx — a;2 = a;2í2,

2r — 4rŕ p- r 2rí
1 “T+P’ = (T+w ' ' _

o

I = —8r 2 ' dti
(i + t2y

oo
=^

[iôŕiy
+í ? + í

«H
- ^-

o
ô) Obecnou metodou A (str. 54) máme neurčitý integrál

I =
f

— - — drr = (ax + b) V2rx
— x2 k

f
- , —J ]j2rx

— x2 J ]/2rx
-

= y
X

—: = aj2rx
— a;2 + {ax + b) ^-. +da: y2rx — 2 2; — 2

^
+ ,

násobeno 2;
— 2 dává

2; — x2



2= a{2rx — 2) + ( b)(r — ) + ,

= - = - \, = | 2,
1

I — — |( + )]/2
— 2+ j“

— X“

zr

I
0
2r

—

—
|( + 3r) ]/2rx

—
2 + Ir 2 arccos

r

^ j

2r

= | 2
.

e) I možno psáti jako binomický

/ x*(2r —
)~ d nebo /(2 —1— l)- ^ á.x.

Položíme-li 2 —1— 1 = tt2,
přejde ve tvar

áu
- -8r

/<
(1 + M2)3

- - 8r’
[ 4(ľŤw + 5 ríý>+ i arct8

“]

a po dosazení mezí = |-r 2.

C) Substituce

= r(l — cosy), d = r siny dy, ]/2
— x2= r siny

dává

/ = r2J (1 — cosy)2dy = r2[fy — 2 siny + J sin2y]^ = | 2.
892. Stanovití povrch a objem tělesa vzniklého rotací cykloidy

x —r(t —sinŕ), = r(\ — cosi) kolem osy .
d = r(l — cosi) di, áy — r siní dí,

2 2
V = 7t/y 2d = 3/(1

—cosi)3dí --u o
2

= 7 3/ (1 — 3 cosi + 3 cos2í — cos3í) dí.
o

/cos 3í dí = siní — J sin3í. JeosH dí = ^í + i sin2í, je tedy
V = 3[í — 3 siní + + I sin2í — siní -|- J sin3í]211= 5- 2 3.

2
Povrch P = 2nfy ds, ds2 = d 2+ dy2 = 2r2(l — cosi) dí2,o

ds = 2r sinjí dí.
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s = 2r sin2Jř. 2r sinJí dí = 4r2sin3ií dí,

2?t 2
P = 8nr 2f sin3Jč dt = 16nr 2f sin3-|-ř.d(Jí) =

o o
. ; 2

= 167tr2[J COS3i-í — COSJí] = fí
:j
4nr 2

.o
Objem tělesa omezeného dvěma válcovými plochami —f(x),

z —g(x), rovinami xy, xz , —a, x2 = b

b.
V = f f(x) g(x) da; (obr. 4).

a
Povrchy těchto válcových ploch jsou

b b
-Pi =

íg{x) l/l + /' 2da;; P2= //(a;) j/l + fir'2dx.
a a

893. Vypočíst! povrch a objem tělesa omezeného rotačními plo
chami válcovými y2 = r2 — x2

, z2 = r2 — x2,
r — x

= P„ = fr dx = r2,
y' = .1 y

Povrch celého tělesa P = 16r2.

1 4 jj'2 =
*1+1!

=
^L 2

_2 r2 — X2’

•V1 —
f (r2 — x2) dx = fr 3,

F = ýr 3.u
894. Určití objem a povrch tělesa omezeného válcovými plochami

x$ -j- =
%, í/3 + x^ =

V =
f (a$

—
x$)3dx = [a2x — |- -)- 3a^

— x3]j =

—J 6-/73 17— 128ffl3105W• ľ I05“ •

== 2 = J (al — xl)§ alx—1 dx (viz př. P. 621).

rt
P = lePi = 16/ahß dy = \ 8a2.

895. Vypočísti povrch tělesa omezeného plochami válcovými
y"2— rx — x2, z2= 4rx.
p = Pi -f p2, P = 4p.
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Podle schematu na obr. 4 je

r — 2x j/a
Vi =

(z dSl,
y' =

-S., 2
^, =

1/
=^-= dx,

j 2\rx — xL J /rx — x

l/i + ž/' 2 = 2: ' — X“
Vi = r f dx

j/r
—

= 2r2.

'goo

Obr. 4.

r-Ip2= ds2,
z' =

' x 4- r ,p2= i |/rx — x22I/ dx
=p,

o

-
í
i x ]/:

L, VT+7i=y

rJ' ]/ 2 — x2dx =

r2 — x2 -f %r2arcsin—J — r2.

P = (8 + ) r2.
896. Vypočíst! obsah valcové plochy y%= aß omezené koulí

x2 y2 z2 — a2.
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P = 8p, p = /l/ 2 — x2 — y2ahx J d#, y2 = (a^
—

a:^)3,0
a

p =
J/^/]/at

_
a;l dx, xt = u, dx = áu,

o
26

p = |/3at |-/|/ 26a — -a2da. 26 = at.

Integrál I =
6 |/ 26it — m2 — ^62arcsin-

^ =

= -j- |6 2 |3 tt:— 6 27 = ^62 = ^^.

p = ^ 1/ 2, P — 8p = f 2.

Integrály nevlastní

b
Nevlastní integrál //(x) dx má význam, stává-li se /(x) nekoneč-

non v některých bodech x = c intervalu (po př. i v mezích , 6) řádu
menšího než 1, t. j. lim(c — x)n /(x) = (konečné číslo) pro n < 1.

X-^-C
Integrál nemá smyslu, existuje-li tato limita pro ^ 1.

o
Na př. ^ X

význam >
neboť

—i
lim (1 4-

x)i
—: — = 77= a číslo = i < 1. Skutečně
|/l

- x2 1/2

1 = — arcsin(— 1) = Iti.
o

/ 6*^ ©*^
— da;, neboť lim xn—= 1 pro n = 1.% x->0 %

—i
00//(x) dx má význam, nemění-li /(x) znaménko od určité hodnoty x,

a
stává-li se /(x) pro x oonekonečně malou řadu většího než 1, t. j.
limx” .

/(x) = pro n > Integrál je nekonečný, existuje-li pro
—>00 sin X
? 1.

Mění-li /(x) znaménko jako na př. pro hodnoty x = kn,
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může integrál existovati i pro n = \ jako zde. Interval se rozdělí a po-
(ifc-f1) 00

ložíme uk = /
. Pro existenci / stačí, když| j| < \uic\a střídají-li

znaménka. Neexistuje však ^ 1Sma:

o
x

der.

/ f(x) da: také existuje, když |/(er)| < (p(x), kde <p(x)je kladná pro
a

00 00 00

x > a, &má-li význam integrál / cp(x)der, neboť //(er) dx < f () der.

Na př. J'e—x' dx <J*xe~~x’dx =
j

=
i i

Příklady

i díc
g existuje, neboť

‘ J ( - l)2(x2+ 1)
O

lim(a; — l)n f(x) = -— pro n = f < 1.
X-+1 “i,—]/2

1
898. fx p~1(l — x)«—1dx. Integrovaná funkce stává se nekonečnou

o
pro p < 1 v mezi O, pro q < 1 v mezi 1. Pro prvý případ je
podmínka existence integrálu, aby xn+p^1(l — er)«-1 měla ko
nečnou limitu pro n < 1. Zřejmě musí n -j- P — 1 > O,
p > 1 —n, p > 0. Podobně najdeme i g > 0.

\P(er)
Q(x)

/ 1
^dx. Když P i Q jsou celistvé racionální funkce, stává

se zlomek nekonečný pro některý kořen jmenovatele nejméně ve
stupni prvém. Nesmí miti tudíž Q(x) kořeny v intervalu (a, b).

00
/(’) P(x)

vít—:dx, lim xn , = je konečná pro n > l, tedy aspoň
Q(x) Q(x)
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pro n = 2, je-li stupeň jmenovatele aspoň o 2 větší nežli stupeň
čitatele.

00
901.

/ xm^xer~x1. Pro x —>co stává se xm̂ 1c^x nulou řádu vyššího
o
než jakékoliv číslo. Zbývá tedy vyšetřiti mez 0. Aby
lima;”xm~1e—x = 1c, musí n -\- m — 1 > 0, tedy m > l — n,
x-*0

a pro n < 1 musí m > 0.

Užití věty o střední hodnotě pro integrály nevlastní

00
902. Frullaniovy integrály. Má-li / da; význam pro e > 0, lze

J íc
e

počítati pro a > 0, 6 > 0, integrál

f d* = lim f- arozkladem
J X e-W ^
0 e

CO 00 00[!M
áx _

[lM
ix =J X J X J X

e
co cc be

_
f!í?)

dx _
fm

dx=
ftM

dx .J X J x J X
ae be ae

Dosadili jsme za ax = x'
, resp. bx = x' a čárku pak vynechali.

Podle věty o střední hodnotě platí

be be
b

a
f~r

dx= f(C) ^

ae ae
kdecjevhodnéčíslovintervalu{a,b).KtakproUme= 0máme

aujÍ( ax ) — f{bx)
^

b
da; = /(0) lg—. [f{x)musí býti spojitá.]
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903. Jiný Frullaniův integrál je
í^^ x).

dx. Dá se
o

oo oo
rozložili na

I ^
dx —

ídx.
Položíme-li ax = xr

J x1 J x1
o o

oo

a čárku potom vynecháme, dostaneme (a — b)
fiß

dx
-

Derivace určitých integrálů podle parametru

b
ff(x,ix)dx = F(oí) jest funkcí parametru oc. Nezávisí-li meze
a

na oc,má tato F(k) derivaci podle ocv bodě oc= «0.

a a
jestliže f'

x
(x, oc) je spojitou funkcí proměnných x, oc v uvažovaných

intervalech pro x e (a, b) i oce ( oc2).

Závisí-li i meze a(oc), b(oc)na parametru, jest
b

^
ř(») = m«) -

^
d*.

a
Je-li jedna mez nekonečná (na př. b), přistupuje podmínka, že

oo
lim

/
da; konverguje 0 stejnoměrně pro v uvažovaném inter-

-»00 J 00C

valu («j, oc2).
(V příkladech dále uvedených je všude derivace za

integračním znamením dovolena.)



Příklady
X

904. Vypočísti

Derivujeme-li podle parametru a {n — l)-krát, máme

/ t n i / , m
da; "- 1 /1

, * \

0
(Viz P. 508.)

i 1
905. Derivujte -krát podie m: J a;mdx = " , “r pro m > — 1!

o '
i (_ i)» n \

Vyjde /x m(]gx)n dx = ^ + 1^+r (Je spojitý pro m > — 1.)

v
”

Totéž plyne z J xne- x dx = ! (viz př. 849), položíme-li x =L o
t

_ e m+l PaJj jggl;

ŕ
(—l)" (— 1) ! "jJ xm(lgx) n dx = (m T. 1)n.nJ ( - 1dt = (m + l)»+i •J

0 b
(Viz př. 854.)

00/díc 1
—— = jj= \tz. Derivujte -krát podle a!

b
00

/ i
dx

, . , w
/ 2 — l\ —4~n

(- 1)nn J
(x2 + a)»+i = i)( - |} •

(
2

)
a

0

_ 1
(- l)w1 . 3 . 5 ... (2r^- 1)

•
~" 27Ta»l/a 2» ;

,
f dx 1.3.5... (2 - 1)

,odtud I —— í 1-
/

(x2 + ) +1 2 .! an^a
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Í7T

907.
J

(Viz Př
- 84°-

a 2 cos2« + Ö2sin 2« 2ab
o

Í7T
d«

2 cos2« + b2sin 2«)
o

Í7T Í7t
sin 2« d«

/CLX
, 2 2—i , 2 • ž ' 2

derivacemi.

dl cos2« d« dl :
da J j 2 áa'b’ db J

o o
j'1 áab 3’

Sečtením dostaneme L, = --r
I+ ).

4ao \a 2 o2/

00 00

908. Vypočísti
J'x

ne~ kxdx z integrálu
J"e~

lx dx =
o o

Po -násobné derivaci druhého integrálu jest

00 00

/ 0" '
(e- ia:) d« = I (— 1)” « -^ d« = (—

o o
n\

takže I = t— r. (Pro > 0.)

Xne—kxge pr0 ^ stává Ořádu vyššího než libovolné číslo.

d«
(«2 + p« -)- q)n

909. Vypočísti J
/ ^. 2 | -- x̂-

derivováním, je-li q —-|p 2 > 0.

fd« 2 2« -f p
«2 + ^ ]]±q

— p 2
^ ]/4g

— p 2

(viz př. P. str. 77). Z toho

00
d« 2tuh

d~ p« (j' |/4 p2
a po ( — 1) derivacích dle q

7 97



(- I)”“ 1 (n - 1)!
da; "—1 / n \

J (x2 + r x + 4)n —q n~l (|// _
ip*)

/
7(— 1)n—i —— (viz př. 906), tudíž

2n-1(g — lp 2)n+2

da; 1.3... (2 — 3)
(x2 + pa; + ) — 1)! {q— p 2/ ]/g

—
Jp»‘

—00
910. Totéž lze odvoditi z redukčního vzorce v příkladu 507P.

x + \p I
2(n — l)(q — |p 2) 1 1 (x2+ px + í)" -1]

pro integrál neomezený. Dosadíme-li meze —ooa oo, zbývá na
pravé straně v závorce jen prvý člen. Označíme-li omezené
integrály Ln, bude tedy

2n — 3
_

(2n — 3)(2n — 5)
" —{n

- l)(q- ip 2) _1 _ 2"2(n - 1)( - 2) d2 "~2 “

(2n — 3)(2?i— 5)... 3 . 1 r r
2”-\n-l)\d n /

A tak máme týž výsledek.

? a
911. Derivujte podle parametru a f e—“1cosbx dx = “i _|

(viz př. P. 465, 586) pro a > 0.

bl řxe—cosbx

// («2 + 2)2-

2/
, j 2aía2 - 3 2)

dä*=J * 00si“ dj: “ (ď + 6»)»

/ 1
—~X— =

o
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iNaopak tedy / - j
m , ^ dm = lg(m + 1) + /.

Avšak pro m = 0, jest 7 = 0 = lg(l) + k, tedy k — 0.

00

/sinóíi/e~ x̂ do;.

o
00

a dl
Pro a > O známe | e-~axcosbx da; = —-—z- —~^r,J a2 + 62 ob’

o

,
a d = arctg —a2 + 2 &a

Avšak pro 6 = 0 jest 7 = 0 = arctgO + k, tedy = 0.
Zvláště pro a = O dostáváme integrál

00

/sinóíK———dx= | signĎ. Na hodnotě b tento integrál nezávisí,

o
00

/sinccda;=|7T, (integrál Dirichletův).

o

tudíž hledaný ^ ==
j "

q2
7

wi
^ ~ arctg + k.

Určité integrály nekonečnýchřad

Řadu stejnoměrně konvergentní s{x) = ux(x)u 2{x)-\- ...lze
integrovati člen za členem, takže platí vztah

b b b
S(x) = /Mida;-)- /

2da;-f-... = Js(x) da;.
a a a

Při vyšetřování podmínek integrace pro interval nekonečný

používáme na př. substituce =
-i-.



1
915. Vypočísti

J*x
^a(̂ ou‘

& = lgx + x ]gx + x2Igx + ••• Integrál obecného členu
l —x

i

/V.le* da: =
[nr],“ t/**“'

0 o
Řada je stejnoměrně konvergentní v mezích (0, 1)kromě prvého

členu, jehož integrál xigx — x však vymizí.

7T‘J

0

sínír916. Integrací řady vypočísti | e~ax—^—dx pro os> 0.
00

5ísti
j'

e
o

e
z ~ e \ 1! 3! + 5!

Integrací / =
-L_2

i +
_l-...

= arctg
-1

pro a > 1, neboť pro a < 1 jest řada I divergentní.

917. Vypočísti. x2dx

~
— = 2{~ + ~ 2 + - 3* + ...).

— i i —

Integrál jednotlivého obecného členu řady jest

co
J

x2e—kxdz =
-Jj-, neboť integrací po částech
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/ I 2
Xie—ix (Ja; = — e—i-xx 2 i xe~ lx dx =

:

(kx + 2) (viz př. 908).

Hledaný integrál / = 2
^

+ ~ +
^

+ ...
in inf.

.

Řady Fourierovy I

Dirichlet dokázal, že funkci f(x) lze rozvinouti v goniometrickou
řadu Fourierovu v intervalu —- < a; < c, je-li jednoznačná, konečná,

s konečným počtem extrémů a bodů, kde smí být přetržitá. Tomu hoví
většinou obvyklé funkce v praxi. Obecně v intervalu — <. x <C
platí rozvoj »

f(x) = \a
0 + % cosx + cos2x + a3cos3x

+ b
1 sinx + b

2 sin2x -f- 6
3 sin3x -J- •••,

kde an = —
I

f(x) coskx dx, * = —
I

f(x) sinfcx dx.
7t J TIJ

— —
Y intervalu < x < a -f- 2 jsou koeficienty dány týmiž integrály

s mezemi «,«-(- 2. V intervalu — < x < platí rozvoj podobný

t^cc cc 1 f4
f(x) = ia 0 +y íticosž: sin&—-, v němž 0 = —

I f(x ) &
’c 1 c c J

—

at ——
f f (x) cosh dx, fe/: = —

í
/(x) sinA: dx.

c J c c J c
—e —c

Rady Fourierovy jsou stejnoměrně konvergentní. Lze je derivovati

a integrovati. Pro funkce sudé /( — x) = /(x) obsahují pouze kosiny,
liché funkce jen siny.
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Príklady

918. Vyjádřiti F. řadou funkci = \x x intervalu (— , + )
(— >+ )-

áx = 0; funkce je lichá, kdy — 0.

—71
71

. , ,
coshx

,
sinfea;^ 31 2 , ,~ J sin dix x —^ 1 p— = pro k lícha,

—
2

pro sudá k jest hodnota izbk= . Jest tedy v intervalu
k

(— , + ) x = sina: — J sin2a; + J sinSa;— J sin4a; + ...
Pro kraje intervalu (d; ) dává řada 0, t. j. skutečně
J(tc -f (— )). V intervalu (— c, + c) podobně

, cl. - . . 2nx
, „ . ;

ix = — sm i sm k f sin7t\

919. Rozvésti ve F. ř. = ja:2 v týchž intervalech. Výsledek dosta

neme integrací řady v předchozím příkladě:

jx 2 = |a 0— cosa;-f j cos2x — ^ cosSa; ....

= — I ja;2dx =
tc 12

0 7C2 , i . ! TT22-J2,
takže ia 0= —•

Tutéž řadu ovšem dostaneme i obecným postupem.

920. Totéž pro funkci = jx v intervalu (0, 2).
2

a0 = --
I

jx dx = , ak = 0, protože funkce jest lichá.
J
o

2 2

bi —
—J'^x

sinfcxda; = —
J'coskx

dx

U 0
1
k '
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j ,
sinx sin2x sinSx

9; — ýTC2 1 2 3
Čára vyjádřená řadou se skládá z úseků rovnoběžek s přímkou

= a z bodů (2CH, tu) (obr. 5).

’-2-

Obr. 5.

921. Totéž pro funkci = — c v intervalu (— , 0), y = c v inter
valu (0, ) pro celý interval (— , -j- ). Funkce je lichá
f(—. x )=— f{x), všechna ak = 0.

o
. 71

Kb/c sin&x dx -\-J sinfcx dx =f 2c sin&x dx
—n O l)

2c
T

.^COSix
= (_ 1)^+1 +

^.
=o ' b

2c

Obr. 6.
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4cbi = ——pro k liché, 0 pro sudé. Čolkem
kiz

4c
= — (sina:+ I sin3a; + i sinSa:+ •••) (Obr. 6).

7

922. Odvoditi F. ř. pro = 3. Funkce je lichá. Interval (0, tt).

71
bi-= —

I
x3sinfca:da;. Podle př. 848 jest

^ J
o

, 2 fa;3coskx
„

2
. , 6 7 ,

6 • 7bk= ; 3 smfca;— x coskx + -rr- sinfca; =nik 2 3 *4 Jo

a;3= 2 (— 1)Z: sinfca;, bylo dál

V oi Nř+i
sin*x

a;= 2,2(— .

Z toho na př. ’ ( 3; — : 3) = 2, rj sinfca;.
i

v923. Funkci = — a;v intervalu (0, p); = v pro interval (p, rt—p);

V
= (a;— tt) v intervalu (- —p, n), rozvinouti v řadu

sinovou jako funkci lichou.

o p

—
í(x

—n) sinfcx
do;l

= — pro lichá i.
p ,1 \ up k1
71—P

4v I l . . 1 .= I—sinp sina; + —sin3p . sin3a; + ...j.
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924. Vyjádřiti f (x) = ^( — 2x) řadou kosinovou v intervalu (0, ).

nat = 2f iin2 ~

iß

Ix) coskx da;= 2
1 I

-y-sinfca^—) +
.
^ Jo

-
—I sin&xdx — 2

[(- l) fc- !]•

Pro sudé at = 0, pro k liché ak= —./

,, . ,
cosSíc

,
cosSxf{x) = cosa;+ —+ ... .

925. Rozveďte /(a;) — {( — x) v řadu sinovou pro interval (0, ).

\nb k = / [ (; —a;2) sin&a;dx = ^ I.

1/ = ( — x2) cosfcx

=
0 +

—
sinÄ;x(7u

—
2)

/

i S'
+ -j- I (tu — 2) coskx dx =

0 kJ

i. 2
ŕ

.
.
+ TJ s,,sin/cxdx

k3

Prok liché I = —, prok sudé 1=0.
IC

\nb k = in -p-, bk = -p-, f(x) = 2”
sin(2fc+ 1) x

k3’ (2k + l) 3 '

926. Funkci /(x) = -g^n(n — 2)( 2+ 2 — 2x2)
rozvésti v řadu kosinovou v intervalu (, ).



= \f\x) coskx]” f"(z) ooskx dx= ...=
O

= “ F coskxľo= W (1 ~ ==

= [1 —(— l)7í] ==
-^4

pro k liché, 0 pro k sudé. ak=

,, , cosSa: cosSa:j{x) = cosa:+ + ... .

í>27. Rozvésti v kosinovou řadu f(x) = esx pro x v intervalu (0, tt).

00 71f(x) = i ao + 2 coskx. inajc = f esxcoskx dx (viz př. P. 465)
o

2TZCtfo
esx(k sin/í'x -)- s coskx

s2 k2
eM5(_ 1li

s2+ k2

s(ens— 1)
; ,,

«(e118+ 1)
7 t v.

8 + Pro k sude
- - g2 fc2- Pro k llche-

, 1 , cos2a:; ;/W=V.(e'’- 1)[2P+řT4+--J
[cosa;! cosSa:

|š2 + l 2+
s2 + 32+•••_]'

928. Pro o—sxjest analogicky

—
( 8 + 1) I

7

w _
(- 1 )ž (- s )

(_ 8 , -» ) _

1!
(eS.^ - p + S 2

i e
+ s2

(e

Pomocí těchto výsledků lze vyjádřit! na př.

gmx _j_ 0—mx
F(x)

— Qtnx 0—mx

2 1 m m n— ~ö~ T—> i coss: + -, i cos2a:— ••• •L2m l 2+ m2 22 + m2 J
řadou F(x) = — —-7C |_2?TŽ

Další rozvoje s použitím funkcí komplexní proměnné viz v do
datku.
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Methoda integrace podle parametru a záměny pořadu integračního

Pro spojité funkce proměnných x a parametru í platí

ß b ß
/[/ f(x, t) dít] dt = f[jf(x, t) di] da;,
a« rt a

b
t. j. funkci danou integrálem ff(x,t)dx můžeme integrovati podie

aparametru tak, že integrujeme podie parametru funkci za integračním
znamením. Integrály pak nazýváme dvojnásobnými. Za jistých pod
mínek platí uvedená věta i pro meze nekonečné.

Na př. integrujme podie parametru t integrál

i

929. I
x1dx = -

—í—-
v mezích (*, ß). Dostaneme

J f P t
o

/[/*. d*]
d,

_/[p a«]
d, =

pp
=

igpl

a 0 0 a a

T,sdy
[wl

dx= x̂ dx= 'g
o o

Tím jsme dostali nový integrál pro -)- 1 /3ý- 1>0. Integrací
podle parametru za integračním znamením dospíváme tedy
nových integrálů. Často se tam parametr úmyslně zavádí, jako

na př. při výpočtu integrálu Laplaceova

00
930. / e~~x2dx, kam místo x dosadím tx.

0
00

1 = je~ t2xit d#. Násobíme obě strany e~ ř\ máme
o

00
le* 11=fe~( l+xt',t4 da;. Nyní integrujeme podle t v intervalu

o
(0, oo),vpravo za integračním znamením.

00 00 00

If e~ ř df = = J[J e-(i+**)í! cp](ja; Substituce ŕ2 = z,
o o u
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931.

932.

933.

Tedy I 2 —J' = ti arctga;]“ = Jtt. I =

Odtud plynou hned integrály
00 00 00

J'
e— x = ; ^e~

ax‘ dx =
j'e~

ax’ dx =

—00 O —00
! a

’

Příklady

Integrací podle parametru odvodit! nové integrály ze známých:

00 00

^e~
ťxdx =

8 J
dx = lg^ — lg«,

e~xx—e~ßx-, , ßJneboli j dx = lg — (viz př. 902).
X oc

oo p

J'
e~ ax sinx dx

=
2

^_

fri'
Integrováním J' podle b máme

3
00 ß

cos«x —
cosßx

,

dy

i . / id * “

J srýy.

=
U W“’ +

a-1+ «“=
oo

^e

-0 * cosx dx
= Integrováním podie b dostaneme



sinßx — sin«* ß
, ocI e — d* = arctg arctg — =x a a

a(ß — «)
= arctg

a2 txß'

v —Jest totiž tg[arctgp — arctgg] =

934.
^~~

sin* dx = _2
^

. Integrováním podle a jest
2+ 2’

J — sin* d* = arctg a pro lim a co,

J' s n̂^a' (i x _ i TCgignĎ (viz př. 914).
*

935.
Je—cosrxdx»^-.

Integrací podle a jest

/J 0—' / cosÓíl/
cos* d* = ^ lg(a2 + 2), I ——d* neexistuje.

936. Z integrálu J'
e- “’*5d* =

H’Lodvoditi
další derivováním podle«,

o

— 2«
*

2e_a 1 d* = — a tedy fx2e~xx dx =J 2«2 J 4«d
o o

Odtud další derivací podle « plyne I x4e~x‘xíd* = 2^
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atd. až obecně 2 ~ 22 dx =
* ^nli^ľ+l —^V71'

o
co

Odtud pak lze odvoditi
J*

e~a2x2cos26x do; =
o

oo
2 t

(2bx)2 ' . 14
(2bx)2n

= J e_a " ^L 1 2! ^ •••+(- 1)n^r+ • J

O
co cor ľáb 2x2

_ I e-a2radx— I 2| e-41̂ 2dx + ••• +

+ (— i)» J Í|L
2 -^ ! (Ja-_)_____

Dosadíme-li sem právě vypočtené integrály, dostaneme

00 ]/n[ 1 b
,

1 bi 1
J _,1 cos2zd*=yi

- 2!^+ 3ľ^~ •••]

.
- 2 -2

937. Vypočísti pomocí
J'e

~xľdt = i
j^/7̂ - (víz 930)

o
00

t. zv. integrál Fresnelův ^ I
jj=r- da: = /.

J V*
o

1Za můžeme klásti právě
4= í*e

—̂ dí, takže
2 a; J

O
00 00 00 CO

I =
--L j' sinaje-1*“díj da; = y= sinaje-1*"da;j dř

0 0 0 0

po záměně pořadu integračního, která je tn dovolena. Bude
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00
J e~ l*x sinaľdcc = ^ ^

(viz 587, 738),

o
1 dř 1 n —I,toto

O
938

.
Podobně lze odvoditi druhý integrál Fresneliiv

00

i
C<̂ X

-da; = l y^Tc. Záměnou x = y2 se integrály
J í/x
u

oo oo
změní ve tvar fsin(y 2) dy =

f cos(y-) dy =
||/1tc.

o o
939

.
Podobným postupem odvoditi

00 00
J

—
J*

d# z integrálu ~ =
J*

e~'a dč.

o o
oo oo oo oo

I = e~ xt 8̂ :
dčj

= e~ Xts n̂x ^ =

0 0 0 0
oo

=
y^j

2= [arctgí]” = |: (viz př. 914, 934).

o
in

940
. Pomoci / cotgy dy — Igsin?/ odvoditi I = Jsina; Igsina: da;.

O
Í7UÍ7T Jt: • y

I = —
f [f sino; cotgy d?/] dx = —

fcotgi/ [/sina; d#] di/ =
O x bo

^7T

=
J(tg iy — siny) dy = [cosy

— lgcos 2JyJ = — 1 + lg2.

Přímý výpočet omezených integrálů z definice

b n
Lze počítati f f (x) dx = lim 2 f(šic) day

a Ax-+Ok^l
podie str. P. 91 rozdělíme-li interval (a, b) na n částí day a uvnitř
každého d * vybereme libovolné f*. Pak učiníme linm-> oo, limd x^ = 0.
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941. Na př.
I

z2dz. Učiňme dz = —, = h—,
J n n
o

f(C)= C2 = takže pro

Hm = lim y p =
l[mx 3

Mn + l)(2n + 1)
= iz 3

n-^oo ! n3 nJ 1 6?l3

Totéž bychom dostali přímou integrací.

942. Podobně pro f(x) = ex by plynulo z definice

Xfe xdx = limAx(e/,x+ e2Jx+ ... + enJx) =
Jar—>-0

ex — 1 , ....
Ax

= linidz—j = (e*— 1) Hm—; = e* — 1.
Az—<-oe — 1 e ~~ 1

00

/siiiíráx lze použiti známé řady

sindcc + %sin2da: .

7t— Ax
ix

->0
Odtud I = limAx (viz Př - 939)-

7T

944. a) Pro j" Igsina:dx použije se známé věty pro Ax =

7 .
27T . . (n — 1)7 |/n

sin - sm ——sm —-... sin = ~—r.2n 2n 2n 2n 2M—1

iV 2n
I = limda; Ig -- = ^ limlg r = - lg2.

71—> 2 1 ľľ“
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b) Zřejmě

n

f- Igsino;dx = lim|7u—Ig(sin
. sin^ 1̂ 71

n n

= ítt Um Hm
í~

Ign - ~~ lg2) =
—>-00

= — Ítc lg2.

Integrály Eulerovy ,

i
Jsou to nevlastní integrály: Ľ(p, q) = fx p—1(l — ) 7-1 dx,

u
t. zv. bétafunkce, a integrál druhého druhu neboli gammafunkce

00
() — f xn *e xda:. Význam mají pro p, q, n > 0. 0 těchto funkcích

platí mnoho vět. Základní jsou

B^=B iq, v) =
rMm.

() — (n — 1) ( — 1), pro celistvé n platí () — (n — 1)!

oo oo
(1) = Je~ xdx=l; TQ) = 2/- 2’ = |/ = 1,7725,

—í (j) = ij/vr, (%) = ||/, atd.

() (1 —n) ——:—“—.{) = lim" ar-*»n(n + 1) ... (w+ N)'
Záměnouax místo x dostáváme obecněji

ocf xn—le—az(| x _
^ )

pro a,n > 0.

Položíme-lie~*—y, x = lg~, dostanemejiný tvar
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Jiná definicejest:

-) = ze^n f
1 +

,' =
i“[Ť

+ T + Ť +
-"+Í-H'

‘
(A)

Dále platí vztah Gaussův

r(z)
|z

+ ...
|z

+ = (:)^»- 1)ni-"* r(nz). [(B)

Mnohéomezenéintegrály lzevýhodně výjádřiti pomocífunkcígamma
nebo bta substitucemi. Dosadíme-li x = sin2z do integrálu pro
B-funkci, dostaneme

i ^
)-

/ xv~\\ —)« -1 da:= 2/sin2p~1z . cos27-1z . dz =

= ^, ) =
.

Píšeme-li 2p — 1 = m, 2q—1 = n, p = \{m +1), <7= \{n +1),
Í7t

. ,
,+1)1.»+1)]

jest J sm’na;cos"a:da:= J ^(m + ^T+2)] '
o

Protože musíp, q > 0, tedy musí býti m,n > — 1.
Odtud plynou všeobecnévzorce

j
sin"a;

dx=J
cos"a:da:=-

F[i(n + 1)1
-

0
2 + 1)

-
n/-m (rc+1)]
2l/u +1)’

které dosud jsme měli jen pro n > 0 celistvé (př. 471).
Položíme-live výrazu pro B (p, q) číslop = q, dostáváme

ÍTU Iru
2 i

= 2J (sinzcosz)2?-1dz = 2^=2 J sin2P-12zdz =
0 0
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22P-1( + I)

Dostali jsme t. zv. vzorec Legendreův, který se píše

(p) (p -f I) = 21- 2í>I/tt {2) (viz vztah Gaussův).
Í7t

Eliptický integrál f rM==
i "

J [/sina; 1 U/

A podle vzorce Legendreova ) (%) —
2^|^ (i),

1
takže náš integrál je (viz př. 877).

Odtud = 2 I/ ynF
(--)=

3,625...

a z Legendreova vzorce L(|) =
]/2

: (^) = 1,225... .

Příklady
Í7t

945. Vypočísti pomocí gama funkce integrál
J'tg

nx da; = I.

oi*

-
J*

sinMa;cos~nx da; =
^ /~~| |

t)

-j,
pro |?| < 1

in

I

I =
^ /ľ

—je D(jm)D(1 —) = -r——. takže I =
^

2 sinyTľ’ 2 cosati'
co

946. Vypočísti Jxne~xtdx pomocí substituce x2 = z.
o

oo
/ = zi(°—’»e-2dz = Pro ^ + 1 > 0.



Pro n — 0 máme znovu integrál Laplaceův

j'e~
x' dz — \(\) = |- (viz př. 930).

x
947. Vypočísti j"-—^—

—
j'(1

— zn)~ydz. (xn — z).

,T o
z) Tdz =

-P(~, 1 --I.
n \n r'

o

1
da;

948. Vypočísti podie toho Jy- = \B(\, |).
o

r — j
(\) ()

__
(1) r(ö)

a p0(j{e vzorce dostaneme
4 ad *

1 _ 1
)*)_*
yžít P(J) 42

i

949. Vypočísti
j'

a;p- 1(l — a;'1)«“1da; substitucí xn = y.

1 r
I nnj

—i(l- ž/p-id ž/ =
Í5 |

; g

P ()
1 Odtud na př.

n r,lV ,



> +
n —5 1

a podle Legendreovy věty 2 2

1
Podle toho ^

-n — = I n.
1

-

n \n I \ nj . TCsin -

2dx
_

2(!)
_

r 2(í)
_

|/2^
J|/r=r^i 2 (|) |/2^ r 2()'

(Viz také př. 879.)

950. Integrací per partes odvodit! redukční vzorec pro B(p, q).
i i

^
a;p—1(1 — )«—1da; =

^
^

xp(l — x)í—2dx,

o o
avšak xp - - — xp- 1(l — ) a tedy

/ =
q
-

/ -! - x)»-2dx -
? l

-I,
PJ P

0

neboli 1 / =
q

-

Ig
- 1),

p p

B(p,q) = p+yvi 1)-

951. Podobně 5(p, g) =
^^f

xp—2(l — x)<?dx; avšak

(1 — Xp = (1 — x)(l — x)í_1 = (1 — x)<ř—1 — x(l — x)1-

tedy B(p, g) = ( - 1, g) - 5(p, g).

Odtud B(p, q) = ( - 1, g).



I

952. Vypočísti / xner-axdx = I a.
00( 1) =J xne~xda: a dosazením ax místo x dostaneme

an+1
. I a, tedy I a = a—(n+1>( +1).

953. Vypočísti j' —1{ — )«- 1da: = /.
0

Vložíme-li místo x, dostaneme I = ap+í- 1B(p, q).

954. Dokázati vztah B(p, p) — 2]—2řB(p, |).

B('P>P) = %
J*

(si112coszfp- 1 dz = ~22

^—i (sin2^)2P—1d(22:)=
o o

=2^
A“»)

0 -1d» - 2
“’^

0
_

B(p, p) = = 21—2p a odtud věta Legendreova.
1 k-V) ^ "r 2 /

1
955. Vypočísti / =

^
da: pomocí bta funkce.

i i.i
1 — a:2 dx x2dx

i= Jyi^ x = JfT=T*-Jýľ=T* =
0

= iB(i. I) - ^(f> ) (viz př. 948, 949).

956. Vypočísti délku lemniskaty q2= 2a2cos2(^.

Podle př. 882 je s = 4a]/2 (2^ = z.)

O
^7C Í7T

s = 2a]/2 í
—- =

22
---, ( — z místo z).

J l/cosz J j/sinz
o o

“=“^=^
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957. Vypočísti obsah plochy omezené čarou on = a n cosncp.

71 71
2n 2n Jtt

jP = q 2 dip = a 2
j

|/cos 2W9? Cep = ~

J'
cos”?/ dy

Ll/ ' ' , a protože

+ :2’;»/
’(í+

1
)

= í r
(í)'i

P = “^l /”' r
(í

Křivka se zove sinová spirála.

958. Vypočísti obsah plochy ohraničené čárou (íí+ (f)”=1při
m n

parametrickém vyjádření x = a]/cos4, = ö]/sin2r.

Ja Í7t
J r i 2 —y dx = ± I ab sin” ' t — cosm í dŕ =
u o

Sab
. —+i ——i j

8a6
^ nj^\inj

= í sin’* 1 ' i \ i
m J t cosm t dt — J

m / 1 1PI +- + —\ n m

lr\-)r\-
4ab n \n j \m] Aab

^
m I \ 1 \ / 1 1 \ ~ m +

[n m] \?i m)

(k -)•
\m’ n]

o o

00 00

/COSXI SITIÍC
——dx, I dx pomocí vztahu

oo

—
==-^— í

z
xm r(m)J zm—ie—zxfa dfíve odvozeného.

o
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00 00 00

f l^ dx = T(n
)/[/

C0SX2m_1 '~ d2
]

dxIm —
0 0

a po záměněpořadu integračního

ooou co1= /[/'““-'o-“dl]̂ =rib
Položíce z —tg®,dz = -—-

^
-, dostaneme

1 + tg^
i"

TJ^)
f

tgm(pi(p = — i— Pro m < L2() coa^ni-
u

Podobně se odvodípro kladné < 2

sin# _d# =xn 2() sinJ-TiTu’

960. S použitím věty (B) dokázati:

r=l
Z uvedené věty plyne pro z1= ^, z2= 1, z8= 2 postupne pro
n = 3:

(1)(1) = 27.1(1),

(§) = 2TT.
3i-3r (3)(

(«) 7"(7)() = 2 .
6(6),

640 I nnr(|r)=8^.3-V.l.2!5!=^^j.
3

961. Dokázati B(p, p) B{p+ J, p + v

=c
-

r =
() () ( + I)2

=
J_ () ( + j)ľ

(2) 2(2) 2 1
_

(2)

02(1—2).
2 24—1’
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- 1
9G2. Dokázati (, q) = I ď

— dy.J (1 + y)e+* y
0

1
V základním vztahu pro -ß(p, q) =f 1(1 — x)*?—1dx

, v 1 —x 1 ,
dy

polozme — , x = , =1+ (1 + ) 2,

V“ 1 dy
^> =-/((

1+ 1 (i -t-

yq~x
:J(i + y)p+* v'

1
963. Vjrpočísti /=/(!-(- ;)— 1(1 — )«—1dx.

—i
•DT v, 1 — x 1 — ž/ , ,

2
ťolozime -—-— = y, x = -———, 1 -f- x =

i + ž/’ (i + yY’
0

-/(d 2 f 1/ 2y ^ dy
1 + W V + yi (1 + 2/) ä

/ 2P+Í-1
-1 dy = Zv+i-'Blv, q).
(1 + ^ U 4'

O
1

964. Vypočísti I —
j'

— (1 — x)b~1 Pro a’
b, V > 0-

o

dx
(x + p)a+í'

Zaveďme y =
(v + 1}

, x = ,
™

,
dy^^^ áx

-
p + x ’ l -\- p —y (p x)2

(p + 1)"p^x"- ^! — x)*-1
(1 + ) +1
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1
1

/ = {v+
——r í iŕ-Hl —y)b~xy = — r—jB(a, b).
- l)apbJ J K v (1 + 'p)'ípb K’ '

O
1 1

t)65. ^
—1(\—x)í dx =

j^-^-
(1 —

x)’j
+ —̂ xp(l —x)í—1dx,

o o

, g + 1)= ~B(P + 1>S') a odtud pro n celé,kladné

7 71W - IB(p, n + 1)=—B(p + l,n) =~ —rry B(p +2,n-l) =P P P +

w(w— 1) 3 . 2 . 1
p(p+ 1) ...(p + n)

B(p + n, 1).

D6G.Ze vztahu = Zel'z ^ e
”j

odvodíti

^igr(
Z+i) = - ľ + T

-^ + -4—+ 2
dz 1 ' 1 l(z + 1) 1 2(z + 2) 1 3(z + 3) 1 ’

í
]gF(z +1) = (z + Ij^ +

(74^
+ •••

967. Vypočísti oblouk čáry = 2m—1amcosmů složené z m smyček.

/ i_i I
s =J + r’2dů, r = 2 ma(cosm&)m= c(cosm#)m.

(X

r' = —c(cosmi9)m~1sinm??,

yrü_j_/2 __c
|/

cosmmů + cosm — cos2m$)

=oi/;
——2cos'" mu.

ire
—iPůl smyčky je tedy am~xJ (J cosx)OT dx a celá čára je

o
2m . m—xal = 2al — s, položíme-li mů = x, dů = m-1 dx, je
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i -iV^-r. ' -rii +
i)

- 2"'”F
r(—+*) m W-—

' 2 2/ \2m

s= “r2(i : '-

968. Substitucí cosi? =1 — 2 tg\(p dokázati vztah

TU
I= r 2(i): 4y-

J (3 — cost?)^
o

3 -
COS# = 2(1 + tgi-<p), sin# d# =

-—f.-

UUo2y'
sin# = 2 |/tg|

9?(l — tg
i ľ

1=1
7 7 - . Z = tg|9?, ds =

^—.
J

.
2]/tg!<p(l

— tg 2i<p) 2<
0

1
ľ dz dx

= J W^'

0
1

I =
-\

-
)- áx = \B{\, i)

.nebo”

í.
^^

=
01).

1) 2^271

Integrály křivočaré

Je-li = j (x) rovnice čáry mezi body A, s úsečkou = ,
( = b), rozumíme křivočarým integrálem funkce (, ) podél

oblouku AB (t. j. podél c) integrál
b

fP(x, y) dx = /P[x, /(x)] dx =
/P(x, 7/)dx.

Ali a c
Podobné se definuje

jQ{x, y) áy = ÍQ{x, y) Ay.
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Lze-li oblouk vyjádřiti parametricky rovnicemi x — <p(t), = f{t),
takže bodům A, resp. odpovídá tu resp. t2, jest obecně

í3JP(x, y) dx + Q(x, y) áy = /[P(95, ) q>’+ Q(cp,xp)xp'\dř.
C(,A,U) u

Obsah plochy omezené uzavřenou čarou 1cjest při kladném obíhání
(plocha po levé ruce)

P = fxdy=
—

f dx = \f{x áy — dx).

Na př. obsah elipsy x —a cost, = b siní jest
2 2

E = if (ab cosH + ab sin2r) di = |a fdi = nab.
'o

Skládá-li se hranice plochy ze dvou nebo více uzavřených čar (jako
mezikruží), rozumí se všechny čáry kladně obíhané.

Pro výseč omezenou dvěma průvodiči OA, OB a obloukem AB je
fxdy

— dx = 0 podél přímek OA(OB), jak je patrno po dosazení

y = kx, dy — dx. Je tedy výseč

OAB = lf(x dy — dx),

, . t/kde se integruje pouze po oblouku AB. Píšeme-li t = —, jest také

r-ijx*dí,
nebot =

AB

Příklady

969. Stanovte hodnotu křivočarého integrálu f x dy — dx podél
čtvrtkružnice AB) A(\, 0); P(0, 1), r = 1.
Parametrické rovnice kružnice jsou

x = cosi, = siní; dx = — siní dí, dy = cosi dí,
Í7T

takže f x dy — dx = f (cos2í + sin2í) dí = Jti.
ab o

970. Vypočtěte / 2dx — x2dy mezi body (0, 1), P(l, 0) a) po
přímce AB; b) po čtvrtkružnici AB.
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a) Z rovnice přímky = I — xa, integrálu dostaneme

i i
I = /(1

— a;)2da: + x2da: = /(1
— 2x + 2a;2) dx =

o o

b) Dosadíme x = cosř, — siní a máme

0 Í7T
/ = /(— simí — cos?í) dí = /(sin :’í -f- cos?í) dí =

Í7t «

= J [siní(l — cos2í) + cosí(l — sin2í)] dí =

in
= [— COS + 3 cospt + siní — § sinpí] = f.

o

971. Výseč hyperboly 62x2—a2?/2= a2b2 od bodu A(xlt )
do bodu B(x2, y2).

Pro hyperbolu je = j/x2 - a2,
dy = ~

Xdx

a a _ a 2

takže pro výseč bude

x2 X2
P =

ijxdy-ydx=ijA|p
ľ
=-yx^:^)dx

Xx xv
x2

==-1-
T

7====;= |ab[lg(x + fx 2— a2)]*;=
J [/^ ^
ÍCX

=
|aó|^lg|x

2+ -y-2
)

- lg =

= a[lg(6x 2+ 02 /2) — Igí^aJi+ ay^.

Jest totiž j/x
22 —a2= y2 atd.

Vzdálenost bodn (x2, y2) od asymptoty 6x -j- ay = 0



972. Obsah smyčky Descartesova listu 3 + ž/3 — “axy = 0.

Položme t = x = t——— . Můžeme užiti vzorce
x 1 + ŕJ

i i
\P = i

f
x*dt = i f (í3= 2),

í-0 o

p = 2 f®2 (°br -
9 p -)-

973. Obsah a^troidy a; = 1̂ » = a sia 1̂ od d3 ^
<Ti

P = l/ dy — y dx =

<r2
= (cos39?sin29?cos<p+ sin39?cos29?sin^) =

<pi

= |a 2f sin29?cos29?drp= -fgO,2/sin 22<pd(2cp)=
9>i ?>i

= T6
«/ž

• 2(P — i sin4y],;' =

= b3i« 2[4(9?2— T’x)— sin4y2 + sm4yj].

Odtud obsah celé astroidy jest |(t 27r.
[Jinak lze vyjádřiti plochu ohraničenou čarou xn-j- y11= antakto

a a 1

/ — 4a2 1 i 1
y dx = á I (an — xn)n dx —^) dí =

o oo

2a2 21

©
Pro n = 2 (kruh) vychází na2 a pro » = fj-(astroida) - 2.]
(Viz př. 958.)

974. Určiti obsah plochy výseče pro křivku danou v souřadnicích
polárních x = o cosy, y = q siny. ) V*

P = |/xdy
—

ydx=|/p 2(cos2y + sin2y) dy = |/p 2dy.
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975. Vypočísti plochu smyčky křivky 4= ( 2 — 2) (obr. 7).
Křivka je racionální; x = t — t3, = t2 —t* (př. 803), takže je
vhodné užíti pro plochu integrálu

P = I/ 2dí =jf(t
- Pf dí = ( - 2 + j) = T-4T.

Obr. 7.

976. Podobné pro smyčku čáry 2+1 + 2 +1 = (2 -(- 1) .
Křivka je racionální, neboť položíce = xt, máme

(2n + \)t na
x = i í2«+l

Smyčka pak leží v 1. kvadrantu a křivka má asymptotu
x -\- = (— l)n a. Pro n = 2 viz obr. 8.

(2 + l) 2 2 dř
4 I x2dt

2 J (1+ í2"!- 1)2'

Substitucí t2n+ 1 + 1 = z, (2n -f- 1) t 2n dt = dz, dostaneme

U (2n + 1) a ' dz — (2n + l)a 2]° t ,J
z2

L 2(1 + ř2»+ 1) Ji 2 (« + i)-

Smyčka i křivka jsou souměrné podle přímky — x, tedy obsah
smyčky rovná se / = a\n + 4)-
Pro n — \ máme Descartesův list a jeho obsah smyčky fa 2jako
dříve.
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Pojem a výpočet dvojného integrálu

Dvojný integrál je definován vztahem

///(*. ) d« = lim 2/(&> Vi)

Celý obor cov rovině (x, y) ohraničený uzavřenou čarou si myslíme roz
dělen na velké množství částečných oborů Aon a (f,-,r/,) značí bod
uvnitř oboru Ami. Geometricky si lze tento dvojný integrál představí ti
jako objem válce nad plochou v rovině .r, y, který je nahoře ohraničen
plochou z = f(x, y).

Výpočet dvojného integrálu převádí se obyčejně na výpočet
integrálu dvojnásobného

Vziff(x, y) dw = /[//(.r, y) dy] dz,
o> akx

při čemž co je rozděleno rovnoběžkami s osou : na obdélníčky
obsahu da; dy = dco.Hodnota dvojného integrálu závisí ovšem při téže
funkci f(x, y) na tvaru oboru co,tedy na čarách, které jej ohraničují.

Je-li obor coobdélník omezený přímkami = , — b, yl = c,
y2= d, jest výpočet nejjednodušší, neboť

b d db
ilf{x, y) dco= fdx(fd/(x, y) dy) = Jdy(//(x, y) dx).
co ac ca

Je-li obor coohraničen přímkami x1= a, x2= 6 a dvěma čarami, nahoře

y2= y2(x), dole y1—(), (y<(x)jsou jednoznačné funkce s deriva
cemi), jest

b </,(*)
///(^, ) dco= /[//(cr, y) dy] dx.
w a g^x)

Pro obor yx= c, yt = d &čáry x2= 2(), = /^(y) podobně

d ,()
I = /[//(*. ) dz] dy.

C hdv)
V oborech ohraničených uzavřenou křivkou možno postupovati oběma
cestami.

Dirichletova věta. Pro dvojný integrál vzatý v trojúhelníku
y=0, x = a, y~x platí (viz obr. 9):
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fxjf(x, ) dy = jdyjf(x, ) da:.
0 0

Odvodí se ze základního vztahu na str. 128pro
’M*) = 0, g2(x) = x; h^y) = y, h2(y) = ad

Podobně integrací v trojúhelníku x = 1, = , = ßx lze odvoditi

v_
1 ßx tx <x 6 1

Jdxf f(x, y) dy = fdyj/(x, y) dx + Jdyff(x, y) da;.
0 XX' Q y x

Pro integraci v oktantu / = 0,

= x plyne analogicky

CO X 00 00fdx/f(x, y) dy = Jdyff(x, y) da:.
0 0 o y
Y trojúhelníku a;— 0, y = 0,

a; -j- y = 1 platí podobně

1 y=l—x 1 1—yfdx/f(x, y) dy = fdyff(x, y) dx.
oo oo
Provedeme-li záměnu

I = a + (6 —a) x,

y = b — {b—a) y,
dostáváme

a integrály

x0
Obr. 9.

Í —a b —y
x = i , y *

a b —a
vb f

fdif0(Í, y) dy = fdí]f0(, rj) df,
0 6 ba

b b b-n
/d / dy = fdr]f<P df.

Někdy je vhodné zavěsti nové proměnné, na př. místo pravoúhlých
souřadnic x, y polární q, q>.Pak

P
) d<u= ÍIF(q, <P)Qdgdy = Í[JF(q, q>)q dg] d?:. (Obr. 10).

(O (O X 6ÁV)
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Obecně po záměně proměnných x = <p(u,v), = ip(u,v) je

///(*. ) = ///(?>,y>)
D{<p,y>)
D(m, v)

áu á.v,

kde funkcionální determinant

D(9?, ) dep dtp

I)(m, v) du dv dv du
^

Obr. 10.

Příklady

977. Vypoěísti / / 'J
---dx dy oboru courčeném obdélníkem % = a,J J m[y

= b, yx= c, y2= d.

= — (d2- c2)(62- a2).
4m

(^978.Vypoěísti f fxdx dy, kde coje úseč kruhu" rr2-f í/2= r2ohraničená
CO

přímkou x = -|-r.
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Horní polovina kružnice má rovnici y2— + — 2,
dolní

polovina = — 2— 2. Tudíž

I = / d [/di/] = / x(y2 — yľ) dx = 2/^
— 2d =

p Vi Jr p

= 2[— i]/(r 2— 2)3]. =
Nebo užitím opačného pořadu integračního

i^Vš )

I =/di/ [fxdx]
... = Jr; 2= A2(t/) = |/r2 — 2,

—Ír]/s hi(y)
\]! ^r i -v t ií-

I =/[ 2] =ffqr 2— 2) dy = ir 3]/3.

- i»- -í^Fs

979. Vypočísti í f~~
Í'>L(Úuvnitř čtvrtkruhu ohraničeného kladnými

osami a kružnici 2 + y2= r 2
.

r r1—it1 r r
1= I dx I ^-dy = j ~ [y2] d = I Z(

'r^~
X)

dx =
0 0 o

980. Vypočísti/ / x 2y d dy v trojúhelníku s vrcholy (0,0) ; (2a, 0) ; (a, a).

« y^x 2a 2a— a 2a
/ =

/d#/x 2?/ d?/ + /da:/a: 2i/ dy = d# -f- /a: 2(2a
— a:) 2 da: =

0 0 a 0 0 a
2a

= ®5 + Mi 4« 2^ 3
— aa;4 + = H® 5

*
a

981. Vypočísti JJ d d y v trojúhelníku o stranách

= 1, = 1, + y = 3.

2 3- 2

I=
M\^~f{2WTW-*h=

1

11' 1

=

[20^-**]=^.
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98íK\^ypočísti f J]/áx 2 — ?/2da; d?/ v trojúhelníku o stranách y = 0,
ff/fic

= 1
, X = y.

>/ 1 V=x
I = J'dxJ j/áx2 — dy =

o o
i

—
^

(| 2 -f- ja;27r)da; = 4(|- + ^)-

983. Yypočísti Laplaceův integrál pomocí dvojného integrálu
0000//e-< *+ ) x y převedením na polární souřadnice,

o o
co

Daný integrál je / Ie~ xtáx = JT2, avšak také
oCO^TT CO 00

I 2 =f Je'~s"'Qdp dip — |-/e—e'p dp = Jtu [— e-' 5’] = Jtt.
00

Proto je / = |-

Záměna pořadu integračního při nekonečných mezích jest dovo
lena jen za jistých podmínek, které jsou zde splněny (viz př.
946 ).

984. Dokázati vztah
11

1 =ílf( xy)(1'— x)ß~1yß(i — yy- 1dx dy =
1

I
O

=B(y, v) ff(z)(l
— dz.

Zaveďme xy = z, x = —, dx = — ,
i

i''- 1 dz"
^.-l -

o o
1 v

1
1

""f

dy[/
Xit)

^ 1 ~ ^

f dij[f ~~z)"_1(1— ldz ľ

o O
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Položme 1 — = , dy = — dr):

1—»?
I =

—fdyjf(z)(l
— — z)"- 1 if- 1dz =

1 U
1 1-V

= / dr]Jf(z)(l
— r] — z)"- 1 i?—1 dz,

což dává podle transformace Dirichletovy

1 1- 1
h = Jf( z) dzf(l

— — z)"- 1 r]'’-1 dy =if{z) dzl 2.
0 0 o

Do I 2
zaveďme

1 — r] — z = (1 — z) u, »?= (1 — z)( 1 — m), d?7= (z — 1) du\

0
/ 2 =

—/(1
— z)"- 1 - zf-Hl — ttf-Ml - z) dM =

1
1

= (1 — z)'i+,’— 1(1 — wf“ 1dii = -Bí,«,r)(l — z)ř‘+1'—1
.

o

Dosazením I 2 do I x dostaneme hledaný výsledek.

Užití dvojných integrálů

Obsah rovinné 'plochy je //dx dy, kde P je celá plocha.
p

Objem části válce nad plochou cov rovině x, y, která je shora ohra
ničena plochou z = f(x, y), jest

///(*> ) dz dy.

Povrch křivé plochy z = f(x, y) nad oborem cov rovině x, y, je

p
=^ =//iV+77+T dx dy.

(1) • Ui
jest úhel tečné roviny plochy v bodě {x, y, z) s rovinou xy (obr. 10).

Hmota rovinné plochy, jejíž hustota a{x, y) se mění místem, je

í f a (x, y) dz dy.
(O

Statický moment rovinné plochy vzhledem k osám y, resp. x jest

Sy —
f fax dx dy, Sx =

f f ay dx dy.
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Poloha těžiště (i, rj) plochy o hustote o(x, y) a hmotě M jest

^= áx dtJ’ ri =
^J f

ay dx dy-
(O O)

Momenty setrvačnosti plochy o>vůči osám y a x jsou

ěy =ffax 2dxdy, I x
=ffoy 2dxdy.

CO CO
Potenciál plochy hustoty náboje a v bodě P je

j f a
~ vzat ý

COpřes uvažovanou část plochy w.

Príklady

985. Vypočísti dvojným integrálem obsah čtvrtkruhu.
y=Vir —.T

/

P = /[/dí/] do; = /|/r 2 — x* áx — Jtt r2.0 0 o
a

Obecně P = fy dx souhlasně se známym pravidlem.

a r=t(<p) x
Nebo P —f[ fr dr] drp = f \r 2dtp opět známé pravidlo,

oo o
986. Vypočísti hmotu elipsy, je-li o — a1 . , ( 1= konst.).

\s' ay
M = 4

J~ J'
axy dx dy, = -~

]fa2 — x2.

a a
M = 4

J'
il/ 2dx = 2

J"
{a2—x2) dx = 2^

j^ö
2x —~ Jx3

j
.

0

M = -iff^b2.
987. Vypočísti polohu těžiště první čtvrti eUpsy, jestliže hustota

a = kxy.
a

M =
J'^J'^^y

— i
J"

[a2 — x2) dx =
oo o
kb2 a2x2 "| ka2b2

~
2o^[^2 Jo= Š '
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ay a
S

v = J'J'kx 2y y x
—

\
jkx

2 (a2 — x2) da; =

« 0

__
kb2 1

2a2L 3 r> J

0 0

ka 3b2
15 '

^ =~S U= . Podobně = T8sťL

v

M

988. Určití momenty setrvačnosti plochy omezené dvěma souosými
elipsami vzhledem k osám.

ily =fx 2(fAy) áx +fx 2(fdy) dx =
» /, «,0
«! a2

= fx 2(y2 — ž/i) da; +fx 2y2dx =
0

a.

= J
x2 ~~ 22 — x2dx —

J*
x2~~~

l/a i2 Xl2 ^ x =

o o
a

-
jx

2̂ a 2 — x2dx.

o
Poslední integr. přejde substitucí x—a sinz, dx=a cosz dz ve tvar

i:r ÍK

a 4/sin 2z cos2z dz = |a 4/sin 22z d(2z) = |a 4[z — jsinéz] =
oo o
= a4

.
Tedy I y = |( 3262— a^). I x = jrr(a 2

632 — a^k).

Pro celou elipsu I y — -J-a 36, pro kruh ^ 4
.

2 “Z2989. Určiti objem osminy trojosého elipsoidu

1/ 2
Pro body v 1. oktantu je z = 1 — p- = /(x, y).

Elipsoid vytíná na rovině xy elipsu E o rovnici

= 6
j/l

— Hledaný objem jest

V =
j Jf(x,

y) dx dy =
/[*

2
(l -^)~ 2̂ dx.
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Označme výraz pod odmocnítkem W; pak

v

JW&y =

= W + ^62
1
1 —

-fr)
arcsiny :

61/1
—

^
“

=

Ttabc
a odtud F = Jtcďc

J'dx
=

o
Celý elipsoid má objem ^nabc.

990. Vypočísti objem tělesa omezeného danými plochami:

a) válcovými x2 -f- y'1= a2, y2= Ďza rovinou xy.

=\ —
i v

=J' f
z áx áy =

f[f

jy2dy
]

dx =co 0 0

1 r da:.
a2

o o
Po substituci x = a sinz, dx = a coszdz bude

,
*

. ,
43

, , v , v v T7 , ®1 1 = —r I cos4z dz = - r--, takže konečne ľ = -- .4 36J Sl6

b) eliptickým paraboloidem — -f -p- = z a rovinou z = c.

Rovina protíná paraboloid v elipse

! U . J
/

—z——Tir= c nebo y = b \ c 5-.a2 ' b2 \ a
x2 y2

Pro objem doplnkového tělesa mezi paraboloidem a rovinou xy
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,
j /

a^c y a^c j C

máme ^ =

J'J jz dyj
d* ==

J
+

|_j
dy

j
dx

O O

«VjTfb t,+wfdx=o

a]/c

/[^ ]/a 2c — x2 -\- (a2c — 2
)?1

da:.X2 b !/— .
6

^a 2 a
o

Potřebné integrály byly právě v předchozích příkladech vy
počteny až na záměnu aj místo a. Tedy

6 : 4 2
(

6 3? 4 2
4- 16

+
4^”

A protože celý válec nad elipsou nabc o výšce má objem nabc 2
,

zbývá pro úseč paraboloidu V = \nabc 2
.

991. Jak mnoho vody zůstane ve válcovité sklenici, nakloníme-li ji
tak, že hladina vody jde středem podstavy? (Jest vlastně vy-

v/ . • / . . Vpočisti objem tělesa omezeného rovinou xy, rovinou z = —

a válcem x2 -f- y2 — r2).

1/r2—Z* T

V = 2
J" j'—ydydx=2j'y

i(r 2 — x2) da; = fr 2v.

o o" o
992. Určiti objem tělesa omezeného ehpsoidem s poloosami a, b,

CC^
v osách souřadnicových a plochou —

/ QC^ \i — + -p-j.

Objem tělesa nad xy je //z dea vzatý přes elipsovitou podstavu
E

válce. Za plošné elementy dco možno zvoli ti elipsovité proužky

v rovině xy odpovídající vrstevnicím elipsoidu ve výši z.
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, .
X*'

Rovnice takové elipsy ie —r + -rv = 1 ;ľ J 1 a* b- c

takže má poloosy
a|/l

—
ó|/

]

a obsah úzkého proužku podél této elipsy je

D
j^Tta |l

—. dz = —
Z^abz

^ takže

objem V = J2z2dz = = {nabc (4 —
|/2).

fí
w w

í)93. Jest vypočísti objem tělesa omezeného plochami 2 z2 = a2
2 + 2 = / 2«2 a zvláště v případě

~ l.

fa"—.r2 Ä*a
F =

8//« 2 — x2 dx dy =
8/|/(a 2 — 2) (&2a2 — x2) dx.

oo o
Substitucí x = ka siny dostaneme

i*
F = 8k2a sJ ]/1

— 2sin 2y cos2y dy.
o

Integrace po částech dává
1

— &2sin 2y cosy siny +

r/,, k2cos 2<p \
+ J|yi

- k2sm 2y + | /l
_ Fsin>

) sinV dy

a výraz za integračním znamením snadno upravíme na

—
21

— k2sin 2y cos2y + -
Í~

2
^ 1

— k2sin 2y —iC
1 —k2

k2^\
— k2sin 2y

I"
A tak jest / 2/}' ! — 2sin 2y cos2y dy =

o
*7! J,TC

= (1 + k2)Jy'l
- k2 sin 2y dy - (1 - k2)

l'yj d(P

— k2sin 2y

a konečně F = |a 3[(l + 2) E(k) — (1 — k2) F(k)].
Pro — 1 vychází hned z prvního integrálu 13fia3

.
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994. Vypočísti povrch koule dvojným integrálem.

P = 8 /[/|/l + j\ + fty dy] da;.
0 o

2 = /(Z, y) =i/a 2 — a;2 — ,
/

fy —

]/a 2 — a;2 :—yz
-

|/a 2
— x2—

V rovině xy jest =]/a 2
—

ai2
.

\ %— a
P = 8a

f f
.

^
dx = 8a

f I dar.
J J 1/a*

- x2 - y2 J

•/ — arcsin—]/a2 — a;2
J

0

/aa—z*
=

/a 4 —
a

P = 8a .
Irc/da: = 4 2.o

995. Vypočísti dvojný integrál z př. 994 užitím substituce

x = q coscp, = q skup.

z = ]/a2 — q 2
,

dcu= g dp d<p, fx = —— = .
P

2 j/ 2
— g2

. — — o sin® 1 1 —fy — = y^r- =, cos = r-, = — \a 2 — q2,2 2
— q2 ^ Ví + /^ 2 + /

ť
2 “

takže celkem P — 2 \ I
, , o do d®J J « 2

— e2"

v kruhu ÍT ležícím v rovině xy.
2 2

=2 /
= 2

/“
! ^ =4,, “ '

0 0
996. Je-li obor v xy omezen čarami ^( 9?),Q^q)),jest plocha

2 Sífy)

P =
J* J *(viz

obr. 10)
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a je-li z = F{o, <p),máme

dF dF sing7
t gjž1 gp costp

dF V 1 IdFV
a 1 +^ + / ^- 1+ ^/ +-7\0<p

997. Yypočísti obsah plochy na kouli z 2 4- y2 -f z2 = a2
,

omezené
válcovou plochou = ax — z 2

.

z =
« 2 — q2

, cosy = —
» 2 — q2 jako dříve. Pro čtvrtinu pio-

CL
chy je oborem v xy polokruh podstavy válce, z jehož rovnice

q = a cosq? pro cp v intervalu (0, |-).

^7TCOS?»
p - 4

//Ä
dy = 4

“/
[^

1
ä=

0 0 o
JtT Í7T

= 4a 2/(1 — sing?)d(p = áa 2[rp+ COS9?] = 2a 2(n — 2).
o o

998. Vypočísti obsah" plochy vymezené na kuželi
/

c2(x2 -|- y2) —-a 2z2 = 0 plochou válcovou z 2 -(- y2 — az = 0.

v«2l_ /2z —
^ ^ + 2/z = ~ v rovině xy ... q = a cosy,

cosy yi + U2+ f„2 h 2+ c2’
e=acos<p

takže P = 2
J' J" ^ C

? d^ d^ = |tt a)a 2 -j- c2
.

o o

999. Yypočísti objem tělesa omezeného týmiž plochami a rovinou xy.

acos<p 2
F = 2

J"
>2dg dy = f

j"ca
2 cos3epd<y= y«2c.

00 o
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1000. Yypočísti obsah plochy vymezené na ploše šroubové z =
v

= arctg ~ rovinami z = 0, z — 2/ a plochou válcovou

x2 y2= a2.
Podle př. 996 máme po transformaci z = lap,

1 + /,’ + // = 1 +
^=^

takže pro celou podstavu kruhovou o poloměru a jest
2. 2 a

P =
J" J' j/g + ^

g dg d<p=
J' J]jQ

2 + k2dp dip.
0 0 0 0

Poněvadž integrál
/# 2 -\- áx = + a;2 + i 2lg(a;+ ]/ä;2+ x2) podle 362,

2

= J^ŷ2 a + a2 + k2

o
+ a* + k2

~k~n
[

2 + + A:2lg '

1001. Vypočísti hydrostatický tlak kapaliny na polokruh svisle pono
řený do vody, tak, že průměr je rovnoběžný s hladinou a leží ve
hloubce r.
Značíme-li hloubku plošného elementu r — x, je tlak na něj
o{r — x) dea jako váha sloupečku kapaliny o výšce z = r — x.
Myslíme si, že polokruh je vodorovný (obr. 11), pak všechny
sloupečky vytvoří poloválec seříznutý šikmo rovinou z = r — x.
Je-li a hustota kapaliny, je tlak P = f Ja(r

— x) do>vztažený

na polokruhovou podstavu. Po transformaci x = o cosip je

z — r — x — r — q COS9? a tlak jest

P —
f f a(r — q cosip)q dg dep= af (r \r 2 — \r 2coscp)dep—00 o

= nr2(lOT- f).

1002. Vypočísti potenciál koule nabité na povrchu hustotou a ve
vnějším bodě A vzdáleném o v od středu koule (obr. 12).
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F

p

Element plochy zvolíme jako část proužku na rovnoběžce

a jeho obsah je dp = q siny dep. n dy = q1siny dg?dy. Jeho
vzdálenost od bodu A je x2— p2 + r2 — 2qvcosy. Je tedy

2 n ti
q2siny dy dg?

o 2 s'ny ^yf pF =

(p=0 y=0 0

Derivací a;2 plyne a;dx = (?t>siny dy, takže siny dy =

a potenciál V = 2nn2a — fdx = .QVj v
v—e

Odpovídá totiž = 0, mez pro x dolní v —q, horní v g, jak
patrno přímo z obrazce.
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Pojem a výpočet trojného integrálu

Trojný integrál

If Jf{x, , z) (b = Hm 2/(fi, Vi>b) zivi,

kde (Ši,, Ši) je bod v trojrozměrném elementu a sčítá se přes
uvažovaný trojrozměrný obor v. Převádí se obyčejně na integrál troj
násobný

Va z*fáx fdy Jf(x, y, z) dz,
X, y, z,

kde Zj, z2 jsou funkce proměnných x, y. Hodnoty y1)2jsou funkce pro
měnné x&x lti jsou konstanty. Pořad integrací se volí tak, aby integrace
byla nejjednodušší; nej důležitější je ovšem správné stanovení mezí.

V souřadnicích cylindrických x = q cosrp, y — q sinq?,z je prosto
rový element dw = {?dg?dg dz (obr. 10) a trojný integrál změní tvar:

/ =
IIJf(x, y, z) dv = ffjF(e, <p,z) q dg dg? dz.

V V

V souřadnicích sférických (viz obr. 13)

x = g siny cosg?, = Qsiny sing?, z = q eosy

je element dw = g2siny dg dg?dy

a máme I = V,<P)Ô2siny dg dg?dy.
V

Při obou transformacích je třeba ovšem i správně změniti tvar mezí.
Při obecné záměně proměnných za u, v, w jest

////(«. , z) dv = f j jF(u, v, w)
I

’ Z\ Idu dv div,
v v I v, w) I

D [oc 2
kde

^.
’ —- značí funkcionální determinant.

1J(m, v, w )

Příklady

1003. Vypočísti fffzdxdydz v prvém oktantu koule

x2 -j- 2 d- z2 = r2
.
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2—2 *—#2—ž/* 2—s*
a) I = f dx fdy fz dz = f dx fi(r 2 — x2— y2) dy —ooo oo

r 2—a;2 r
= f [Hr 2 — x2) y — = %f (r2— X2ý áx.

O 0 0
Zavedeme-li sem x — r cosy, dx = — r sin<pdrp, jest

Í7t
ľ 13I = i I r* siný4 d?) = ir* — ^ = ' 4.

o
b) Týž integrál v souřadnicích cylindrických jest

^Tt r |Va—ea ir: rfffzQ dg dipdz = J dipf q dg f z dz = fdtpfig(r 2 — g2) dg =
v ooo oo

i"
= i f (hr* — lr*) dip - T1g7rr4.o

c) Týž integrál možno však počítati i v souřadnicích sférických.
Jest pak

in in r
I — J J Jg cosy . g2siny dß diydy = f dipf h sin2y dy /ß 3dß =

0 0
| r

= •
ti cos2y]

•
[Jß 4] = in

.
i . \r* = ýgTH-4.0 Í7t 0

Integrál značí statický moment oktantu koule vzhledem k ro
vině .

1004. Vypočísti I = f f f xy dx dy dz v prvém oktantu koule
^ + ž/2 + Z2= r2.

!- -/ r _/ = f f xy dx dy f dz = fxdxfy ]/r2— x2— y2dy.
o oo

Ve druhém integrálu položíme r2— x2 — y2= u, — 2y dy =
= du\ mezím 2/(0 ,

]/r2 — x2) odpovídají meze u(r 2 — x2, 0),

r r2—:r2 r
takže integrál bude fxdx f iui du = f ix(r 2— x2):’ dx.

oo o

Nyní zase r2 — x2 — t, — 2x dx = dt převádí integrál na
/Vdí

=
ý.i[á=

Ty 5.0 o
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Týž trojný integrál vztažený na čtvrtinu koule by byl ovšem
2 *TS •

Užití integrálů trojných

Objemtělesa

V = fffdx dy dz = JJfe depdp dz = J J j q 2 siny dp dipdy

v mezích odpovídajících ohraničení tělesa.

Hmota tělesa, jehož hustota a se mění od místa místu je

M = IJJoix, , z) dy dz.

Statický moment tělesa vzhledem rovině xy je

Sz —
f f fzo dx dy dz,

podobně Sx, Sy.
Souřadnice (,r), ) těžiště hmoty M plynou z rovnic:

= f f f xa dx dy dz

a podobných dvou dalších.

Moment setrvačnosti tělesa hustoty a{x, y, z) vzhledem ose
na př. z je

Iz = fff(x 2 + 2) Vdx dy dz,

podobně I
x ,

ly.

Příklady

1005. Yypoěísti objem eliptického paraboloidu x2 y2= z omezené
ho rovinou z — y.
Zaveďme x = q cos<y,y = Qsiny, z = z, takže objem jest
IJ f Qdg depdz. Obě plochy jsou q2= z, z = g siny; jimi jsou
určeny meze integrace podle z, takže v prvním oktantu jest
hledaný objem

siny jrTT giny
/dy /do(í>2siny — g3) —

/[Jß 3siny — -|g4] dy =00' o o
Í7t Í7T

= /(J sin3y siny — l sin4y) dy = ýj/sin 4y dy = -jjTt.
o o
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Uvažovaný objem prostírá se v prvém kvadrantu a jest tedy
dvojnásobný:

106. Vypočísti hmotu koule, jejíž hustota je přímo úměrná n-té
mocnině vzdálenosti od středu.
Položme a — kQn, dť = q2siny d^ dy d^.

2 ^7t
M = /// kQn+2siny d^ dy diy = /diy /dy siny fkQn+2dp =

0 -ire 0
+3 4izkrn+s

2 . 2tz — —— (pro n > — 3).
n -f 3

1007. Vypočísti objem a těžiště kulové výseče o středovém úhlu 2<x
v kouli poloměru r. Osa výseče budiž z.

2u a r
V = J J J Q2siny dg dy d<y= /dtp f siny dy /g 2dg =

0 0 o
= | 3 (1 — cosa).

Těžiště leží na ose z ve vzdálenosti .
2 r

= Sz —
f Jfz dv = /d<y/siny cosy dy /g 3dg,

oo o ~

l^r 32 sin2-g-a. t = |sin 2a a odtud po krácení

f = -|r cos2|-a.

1008. Vypočísti souřadnice těžiště kulového klínu omezeného rovi
nami xz, a rovinou jdoucí z pod úhlem xz.
Objem klínu V — JUa. Statické momenty

Sx = f f f x .
dv = f JJq 3sin2y cosiydg dy d<y= jr 4 . jre sina,

= II i = II Iq 3sin2y siniydg dy d<y=
= ir 4 . (1 — cosa),

Sz = Hlz
. dv —

IIIq 3siny cosy dg dy d<y= |r 4 . |a.
sina

Odtud g = Sx : V = 3

r] = Sv : V = 36 Ä
C=JS t : V = 3r.

a
1 — cosa
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1009. Vypočísti objem «zavřený plochou
(x2 + i/2 -(*z2)3= ‘ia3xyz v prvém oktantu.

= f/ÍQ 2siny dg dy d<y v daném oboru.

Zavedeme-li sférické souřadnice, je rovnice plochy po krácení r3:

r3= 3a3sin2y cosy sincycoscp.

r 2n
Objem V =

fd(p f siny dy / o2 do =
fdcpj siny ýr3dy =

oo o" oo
Í7t Í7T

— a3f sirupcoscpdm f sin3y cosy dy =
o o

i*
= a3[(sin 2<y). J(sin4y)] = -g«3-o

1010. Vypočísti gravitační sílu hmotného válce poloměru r, výšky 2b,

hustoty a, s osou a středem v počátku na hmotnou jednotku na
ose z vně válce ve vzdálenosti od počátku.

P=f f f cosy dv, kde d2 = (c — z)2 -f- p2 a cosy =a cl
— z

p =«/// (c — z) q dg depdz

[(c - z)2 + g2)]t

= o
J'dip J'(

— z) dzJ' g dg

-b

+b

[(c - z)2+ ť?2]1

-»

= 2 [26 -j- (
— b)2 ý- r2 —

|/(c + b)2 + r2]-

1011. Vypočísti statický moment Sx osminy elipsoidu trojosého.

s ‘M

S
x=

J J Jxdv= JdyJdz

147



Objem V = \nabc, tedy souřadnice | těžiště = Sx ' V =
Podobně rj = |6, f = fc.

1012. Vypočísti momenty setrvačnosti elipsoidu o poloosách a,
vzhledem osám x, y, z.
Zaveďme x = ao siny cos<y, = bp siny sin, z = cq cosy,
kde q se mění od 0 do 1. dt! = abcn2siny dg dy d<y.

1 =
fff( x2 + 2) dw=

ffjx* dv + JI fy 2 áv = 1 + / 2
kde se integrály vztahují na celý objem elipsoidu.

= 11 f(rif sin2y cos2<y6cg2siny dg dy d<y=

= a36c 111Qi sin3y cos299dg dy dg)=

2n
= a3bc [ í gr‘]ó•

/sin 3y dy .
/
cos2y dg>= yVljc a3bc.

—Jti o

Podobně / 2= yVlr: absc, I 3 = abc3.
Takže na př. I z = 1 = yS4tcabc(a2 + b2).

Celá hmota je ilř = \nabc, proto je možno psáti také

1 = \( 2 + 2).

1013. Vypočísti objem tělesa uvnitř plochy

kde n je podíl čitatele sudého a lichého jmenovatele.



* tV'-"-"'l/-(íľ-(f)
V= 8fdxIdy Jdz=o o

n1 na —I/ a —x
a \ n

=
sj dxj

cdy
|/l

-
Q n

-
yf
6/ '

O O

Píšeme-li ]jan — xn = d, jest druhý integrál

fl -i cd2 -1—i 1
I 2 =

cJ
T (dn -y n)n dy=-^J t" (1 — t)n dt,

klademe-li yn = dnt, dy = — t n dí.

cd2 Jl 1 cd2
r U r U + 1

bn
- + 1

tn

2.cd2 \ n
2bn 11

in

A2 2 2 -J bl_.
{an _ xnýi '

2abn (a X)
12

.
cb

r ’\nl
,d* ií»^T|r (“ - x ) ’

^ JV-z-ýd*.

an ^2
[

Poslední integrál přejde substitucí xn = ant na
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Odtud pro astroidní těleso x%4- !P d- plyne objem

8a3 r 3(f)
3. f

Protože P(f) ==ll/ a

1) =
-^11)

=
=2.2'.ŽrŽ^

jest Fa = -s4- a3, t. j. asi T'ř opsané koule.

1014. Vypočísti / = /// —1/«—1zr--1(l — x — —z)s—1da: dy dz

v oboru, pro který x 4- 2/+ 2 < F , z, p, q, r, s > 0.
l—x—y

fzr~1(l — x — —z)®-1 dz
O

po záměně z=(l — x — y)t přejde v
i

(1 — x — y)r+s~xfť~ x(l — t)8—1 dí = (1 — x — ) +*—1B(r, s).
O

I = B(r, s) Jf xp—1í/?—'1(1 — x — y)r+s~1dx dy

pro obor x 4- 2/< 1- Stejným postupem dostaneme

/ = B(r, s). B(q, r + s). B(p, r + s + q)

a nahradíme-li
() r(s)

B(r, s) =

() r(q) () B(s)
bude I = , , i , , a pro « = 1( + q + r + s)

JJJxp—12/«—V -1 dx dy dz =

{ 4- s)’

() r(q) ()

( + q + r + 1)

pro x 4- 2/ + 2 < !•



1015. Vypočísti I — f JJxv~1yi~~'ízr—1dx dy dz v prvém oktantu tělesa

I x\ n I \m I z\ l
I—I + 1-^-1 + I—I < 1 Pr0 čísla a, b, c, n,m,l> 0.

— — — a ——iZavedeme x = axln, = by^, z = cz1l
, dx = — x^1 dxx7

aľb^ď ~~—^
^

—^

atd. jest I = ———J J J %in ™ zi l d^i dy^ dzj

při + ž/i+ Zi< 1. A to podle předcházejícího příkladu dává

[2-\(^

j apb,,cr \ n I \m I \ I

nml r^ + jL+i+
n

1016.Ve fysicemá význam integrál

CO 00 00

wi
ue du dwdw při e = \( 2 + v2+ w2).

W0—00—00
00

Vyjdeme od př. 930
^e~

axlda; =



W9—Wi
1= e kT

l 2̂ l.

m2

1017. Pro obor uvnitř elipsoidu
|

= 1

má integrál v příkladu 1015 hodnotu

I = la pb 4c r —
) ( 1 ) (\)

(\ + Kp + g + r))'
Pro p — q = r = 1 jest to objem -J-elipsoidu.
Pro q = r=l, p=2 dostáváme Sx oktantu elipsoidu 1gTta2c
jako př. 1011.
Pro p = 3,q —r=l dostáváme z příkladu 1012, pro moment
setrvačnosti.

1018. Analogicky př. 1014 plyne pro ^-násobný integrál 1v =
= //...// 1-1«/* -1

... —ajj—... —x„)p—1dx1dx2... dxn
v oboru 1 + x2+ ... + < 1

_
() rjpY) ... ( )

^ _ i ip r(p + Pi + Pí + • + PnY TOp pyne

I1 =
ff f X/-- 1 ... xPn-1d^ ... da:,,= ~•• ^(P")

JJ
"'

J
(1 +íh + ••• + P»)’

Týž integrál v oboru
| j j

i

přechází po substitucích Xi= (mzí^ív integrál

_?>?>! „Vn Pi ,aia 2 ...a nn i / —-i —-ij ,= I I Z!*' ...z„« n dz1 ...dz ntxn J J

díl \a„l
a tedy má hodnotu

Pro Pí = 1, a»= 1, aj = 2 jest speciálně
jS... fdx

1 dx2... da;n = F„ v oboru Xj2 + + ••• + ^n2 < 1
r n(j) ± 2nin

" -P(l + ln) (1 + -iw) nr^nY
(Objem w-rozměrné koule.)
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DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE

I.OBYČEJNÉ ROVNICE PRVNÍHO ŘÁDU

Základní úlohy

Separací proměnných řešíme rovnici

/i(z) QÁy) d* + h{%) gz{y) dí/ = 0
,

(^,/3 + 0)

takto

Rovnicehomogennídy = / (
—

)dx se převedouna prvý případ zá

měnou = xz, dy = x dz z dx. Rovnicepřejde ve tvar
dz

_
dx

/(z) —z — x ’

V homogennírovnicipřechází y' —f

položíme

UiX-f -f Cj= f, a2x + b2y -f ca= 77,je-li a^ —a^ 0.
Je-li a2x -j-b2y = ( 1 -f-b^j), zavedemea2x -j- b^y= z a proměnné
lze separovati.

Rovnicelineární y' + Xxy = V2. ( X2 jsou funkce x) řeší se

nejprve bez členu X2. = — dx; = ce~íXiix.
Pak vložíme toto do původní rovnice, považujíce za funkci x.
Obdržímec'ě~$Xiiix—X2, tedy

= fX
2
efXidxdx -)-/. Potom —e~lx‘áx[f X2

efXídxdx -|- ä;]-

Methodaslovevariace konstanty.

Uhodneme-li jeden partikulární integrál y± úplné rovnice, je
obecný = y1-\- 1ce~>Xídx. Známe- dva partikulární integrály y^,y2,
jest obecný = ^ + k(y2—yj.

Mnohérovnice lze převést na uvedenétypy vhodnými substitu
cemi.
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Rovnice Bernoulliova y' + X{y = X2yn se převede na lineární
substitucí z = í/1—n

. Dělíce yn dostávame

2 ' + (1 —w)X^z = (1 — n) .
RovniceRiccatiova jest y' = X0-\- Xxy + ,

kde X,-jsou funkce

pouze x. Nelze ji obecně řešiti kvadraturami. Je-li však yx parti
kulární integrál, přejde substitucí — yx -\- z w Bernoulliovu

2 ' — (Xj + 2X22/!) 2 = X222.

Příklady

~ di/ dee
1019. Řešiti rovnice 2?/' = 1 — w. Rovnice -—~ = —- dáváJ J 1 — y x

integrováním

1 -i- ^
lg(l — í/) = p IgA;,1 — / — a tedy = \ — keř.

1020. (x2 — 2/2) x dx + (3x2 — 2/2) ž/dy = 0 je homogenní. Zavede

me = xz, dy — x dz z x a dostaneme

dx (3 — 22) 2 dz ^= 2—; j . Úpravou
x 1 — 4 ť

dx 3(1 — 22) 2 d2 223d2 32d2 223d2

x'~ 1 - 24 ^
1 ^T 4_ 1 -f 22 + 1 —^ a

integrací dostaneme — Igx = f lg(l -f- z2) —i lg(i _ z4) —Iga,

1/(1
- 22)(1 + z2) 1/í

- 22
x = a— • = a 1 •

2(1 + 22)l/l + 22 1 + 2:
odtud (x2 -f y2)2 = a2(x2 — 2/2)-

i021 - v1 = -
^ i! 2: "/ í ; = ľ* ,? “

x — 2y l x — 2y 1 = r), dx — 2dy = d?y,

3dx = 2d — drj, 3dy =
d|

— 2dr).

Zavedeme r] = tjz, d??= 2 df -j- f cb.
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df 1 — 22
1

(2 —
1) d2

ř _ 2(22 - z + 1) Z _ “ 2 22 - 2 + 1’

2 Igf = — lg(z2 — 2 + 1) + Igc,

f 2(22 — 2 + 1) = Cj = j?2 — ?7 + í 2
,

neboli x2 — xy y2 x — = c.

,,
2 + 3y — 1

v
2a; + 3« = z,,0S3

' » = - 2» + 3i,-5-
PolOZ,me

2d* + = d2,
dí /(2 — 5) = — (z — 1) díc, 3dy = dz — 2dx,

(dz — 2dx)(z — 5) = — 3(z — 1) da:,

— da: = dz 2
,

Ü
= dz

í
1

z + 7
.

\ z + 7/’

3c — x = z — 12 lg(z + 7),

c = x -j- y 4 lg(2x + 3y + 7).

1023. Určiti orthogonální trajektorie soustavy čar y2 3a:2 — 2ax =
= 0, kde a je proměnný parametr.

iDerivací 2yy' -f 6x — 2a = 0, 2a = .

Za y' dosadíme —a dostaneme (í/2 — 3x2) y' + 2xy — 0;

dx 3dz dz dz
y = zx, — r = 0,

x z z -)- 1 z — 1

xz2= c(z2 — 1) neboli í/3 = c(í/2 — x2).

1024. Totéž pro soustavu kružnic poloměru r, (x —a)2 + í/2 = r2,
kde a je proměnlivé.

Do x —a -|- yy' = 0 zavedeme —místo y' a dostaneme

díc d?/
= ——, kde musíme vyloučiti a pomocí původní rovnice.

x—a

x—a = J/V2—í/2, x= J -|f' ——dy. Položme y — r sin^]/r2—í/2
x = r

j ^ d^ = r(cos9?+ Igtgjip) + k,
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x, y jsou parametrické rovnice trajektorií. témuž výsledku
bychom přišli hledajíce čáry o konstantní délce tečny. Křivka
slove traktrix. Je to evolventa řetězovky (obr. P. 19).

1025. Řešiti rovnici (1 -j- 2) y' — xy = a.
X CLJe lineární y' ———1 + X2* 1 -f X2
d'ž/ %cJicc

Rovnice bez pravé strany —- = ^
dává Igy = ^ lg(l -|- x2), = c|/l + x2.
Variací konstanty dostaneme

c]j\ + C = T’
.

1 + x (1 + X2)5
odtud podle př. 434, 488, 798b

=
ax + k, = l x*.l/l + X'

1026. Resiti y' cosx -f- sinx = a.
Ihned je patrný partikulární integrál y^ = a sinx. Položme

= a sinx + z; dostaneme z' cosx -|- z sinx = 0,

—- = —tgx . dx, Igz = Igcosx + Igc, z — cosx,
z

= a sinx -f- cosx.
1027. Resiti vhodnou substitucí y' = ]/ax by c.

Položíme ax -f- óy -)- = z2, dy = z dx, a dx + dx = 2z dz,

dx = —~r~r ^2 , 6 dx = 2dz —,
dz,

a + oz oz + a
2řx6x -j- 1;= 2z —lg(a + 6z),

•bx -\- = 2]/ax + 6y + —-^--lg(a + b}]ax + 6y + c).

Substitucemi lze integrovati na př. rovnice:

1028. y' = /(ax + 6y + c),

z = ax + 6y + c, dz = a dx + 6 dy,

a (̂ X
— f(z) dx, dz — dx[a + 6 /(z)].
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1029. <//'= * = z, yy' = \z'
,

z' = 2/ je homogenní.

1030. y' = 2f(xy). xy = z, + xy' = z',

1 / z \ z z2

z dz da:
Z ~ X

Z/(Z)]’
Z[-J z f(z)\ X

1031. x+ yy' = f(x) g{1/'x2+ 2), x2 + 2 = z2,
zz' = /(x) g(z), X+ yy' = zz',

z dz
y{z) = f(x) dx má separované proměnné.

1032. Resiti 2ky' +
-A-

+ ^2 = 0) 2ky' = - y2
(l

+

il z \
Podle uvedeného zavedeme xy = z, /'=—-Iz' — I.

f
1 +

Í)’
2' =

í[
I ~Ž (

1 +
Í]’

, z x z*
x 2k x2

dx 2k dz
^

x z2 —2kz + í

Pro k2> 1

dx ,
k I 1 1 \

, _ n
x yjfc*

— 1 \z — í: —
* 2 — 1 z —

Ä:+y^—l/ 2

ig*+ig -1««
; 2— 1 z — A:4- ^ 2— 1

odtud
\a:«/+
xy — k — [/A;2 — 1U

\xy
-f- A:+ ^ 2— 1/



x
a konečně =

-{-]/ 2 — 1 . .

x —
1033. Vzájemnou záměnou proměnných x, y resiti rovnici

y\x + ?/2) = 1.

Pišme — x = 2,
která je lineární a má integrál

cev — 2 -\- 2 — ; + 2 = 0.

1034. Resiti rovnici (1 — x2) y' — xy = axy 2. (Bernoulliova)

oc(1 — x2)— = , — = 2 .

(1 — 2) z' -j- = — je lineární.

X
— + —2= má integrál Igz = 4 lg(a;2— 1) + Igc;

2 =
|/ 2— 1 dosadíme do lineární považujíce c za funkci x

ä máme (1 — 2) ']/ 2 — 1 = —, ' 2

( 2 — I)2

= ]/ 2— 1

a celkem tedy z = k]/x2— 1 —a — —.

1035. Resiti xy' = xy3.
Rovnice je Bernoulhova, ale možno ji psáti jednoduše

d(xy) = (xy)3~, xy = z.

2z2 = 2 2( 1) = 1 nebo při = -

xy2(kx -j- 2) = 1.
Podobně lze řešiti xy' -\- = y2Igx.

1036. Rešiti xyy'(l + xy2) = 1.

~ = x' = xy (l + xy2) je Bernoulliova pro .
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^-~=
'’ z = ~ dává z' + zy = - y\

_l i/l 1
ta má integrál z=2 — y2 ke = —.

1037. Řešiti rovnici Riccatiovu y' = b —ay2,
kde a, b jsou konstanty.

dy

2
b

y2^ a

r- -f a da; = 0 má integrál

a
i

6 ^

/6
— / a

2/+ /77i a

+ a(x — c)

nebo
2/=]/-^-

Tři-'-"-
wx Pro "> 0-

(Viz také př. 1032.)

Integrační faktor

Rovnice exaktní je taková, kde f(x, y) Ax+ g{x, y) dy = 0 má

na levé straně úplný diferenciál. Musí býti Nejčastěji se

stane rovnice exaktní po násobení integračním faktorem y{x, y), pro
M

==
M

nebo
a^-f^=ul- f

- -/ \
Poměr dvou integračních faktorů je integrál rovnice. Integrační faktor

rovnice homogenní je
, .J xf+yg

*Úplný diferenciál má integrál / f(x, y) dx + /g(x
0, y) dy —C, bereme-lí

x° v°společné členy jen jednou.

Příklady
1038. Resiti x(x2 + y2 —a2) dx -f- y(x2 + y2— b2) dy ±=0.

x(x2 + y2) dx + y(x2+ y2) dy = a2x dx -ý b2y dy je exaktní.
x 4 -|- \x 2y2 -f Jy4 = \a 2(x2+ 2) + c neboli

(x2+ y2)2= 2a2(x2+ y2) + Ä;.
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1039. Resiti integračním faktorem rovnici {x -f- 2y) dx áy = 0.
Integrační faktor této homogenní rovnice je

1
_

1
^ x2 + 2xy ( + )2

[ prJiLdx
= lgíx + y) Ü—

J (X+ yí‘ X+ y'

I = lg(a;+ 2/) + ~r—>J {x+lj )2 ^ ^ x + y’

lg(a: +2/) = C.sv ^ a: + 2/
1040. Dokázati, že y' = f(x, y) je lineární, když integrační faktor

/() je pouze funkcí x.

Z parciální rovnice pro faktor plyne — 1 .
4^-

= / = cp{x),

z toho = ^(), /(, 2/)= yAx) + 9?2(),

Je to skutečně rovnice lineární.

1041. Nalézti integrační faktor z parciální rovnice pro dif. rovnici

(™ ) dx — dí/ = 0.

/ „ , . 1
_ + = ^ . 2 splnuje ^ = _

Rovnice je lineární: ' = —x
.

= :[/ :"-2 d + i] = : + ^ -.

Rovniceneřešené podle '. Singulární integrály

Nelineární rovnice v y' mohou miti vedle integrálu obecného ještě
integrál singulární, který představuje často obálku křivek určených

,
dF

partikulárními integrály F(x, y, c) = 0, takže splňuje také = 0
oc

a vznikne eliminací z obou rovnic. Singulární integrál je též faktorem



diskriminantu vzniklého eliminací y' z j(x, y, y') = 0 a = 0.

Casto je snazší rozhodnout, jsou-li splněny /(a;, y, X)= 0,
lí

=0 ’
^+^).=

«j

Pak je 8 singulární integrál. (Pravidlo Lagrangeovo.)

Jednotlivé případy
Má-li algebraická rovnice f(x, y, y') = 0 kořeny \ = fi(x, y),

integrujeme tyto rovnice 1. stupně a dostaneme integrály y,;(x,y, c)= 0.
Rovnice —f(y') řeší se derivací podle x

' = P = ť(V) -jp dx =
-^“-dp;

odtud

x = 9?(p), —f(p) vyjadřují parametricky integrál rovnice dané.
Rovnice x = f(y') se řeší stejně.

dp
1 = ďx ’

dy = p áx
’

dy = v /'(p) • dP dává =

Potom x = f(p), = ip{p)dávají integrál parametricky.
Obecněji lze někdy obě proměnné y, p nebo x, p vyjádřiti para

metrem a odtud pak plynou integrály kvadraturami ve tvaru para
metrickém.

= f(x, y') derivujeme podle x a dostaneme

,, . .
3 dp

^ = dx lip lix’

Lze-li nalézti její integrál p = (p(x,c), je hledaný integrál

= *, <p(x,c)].
Nebo pro x = y(p), je = /[(y(p), p] parametrické vyjádření integrálu.

==/(, ') řeší se podobně derivací podle x.
Rovnice Claimutova — xy' -f /(y') má obecný integrál

y = cx + /(c).

Rovnice Lagrangeova y = x<p{y')-f-y (y') řeší se derivací podle x.
Vede lineární

dx
)

“ p]
dp + * 95̂ + ^ ^ = °'

u lei



Príklady

1042. Resiti yy' 3 = x.
yi dy —

xi dx má separované proměnné, t/í = x* -f c je
reálny integrál.

1043. Určití orthogonální trajektorie kružnic (x —m)2-f- y2= r2.
CC— 77?-

2(x —m) dx 2y dy = 0, xy' — ,
2

_ yZ

*

Pro orthogonální trajektorie místo y' nutno psáti ——.

Dostaneme =
Jt-,;

= ±
EEZ.

^ r — Í/2 dy

Integrací -j- a:=
/

— 2 dy.

V integrálu I pišme = r sing?,dy = r cosg?dg?.

l —
Í 0(

CQS(p dyj —r
f

r
ľ

gin^J sing? r r J smg? J

= r lgtg4g?+ r cosg?+ c.

. 1 — cosg? sing?
2 sing? 1 -f cosg? r _|_j/ r 2 yZ'

± x = Vr2 - 2+ r 1S
r + f rV—yZ+ c-

1044. Určití poledník rotační plochy, která odráží paprsky rovnoběžné

s osou do téhož bodu osy. Osa x budiž osou rotační, ohnisko

v počátku O. Pak úhel tečny s průvodičem musí se rovnati úhlu
tečny s osou x.

i-y

= y', yy'2 + 2xy' — = 0.
i+-

/ —íc± V 2̂+ 2/2 • i 'i,2 = — je homogenní,z = —•
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, ,
-l±/l + 22 , - (1 + 22) il/l + 22

z x z ———==- 1
, z x = — — ,z z

zdz dx du (Jm

— (1 + z2) ±yi + z2 x -u 2 ±u —u±ť

1 + z2 = «2,
zdz = du.

lgx = Igc — lg(l -
1 + z2) = Igc —Ig

|l
—

— a;2 -|- /2 = c,
ex

x = X— 2+ 2’

x2 — 2cx -j- 2 = x2 + í/2, í/2= — 2cx + c2,
a píšeme-li — c = k, máme též y2= 2kx + k2 (konfokální
paraboly).

1045. Určití čáry o konstantní délce normály.
Jejich diferenciální rovnice zní 2}/2 + 2 — 2 = 0.

[/ 2 — *

2 — ž/2= ± + neboli 2— / 2 = ( + ) 2.
Diskriminant ' 1— 2= 0 dává singulární integrály = dľ »•

1046. Resiti rovnici í/2(/' — 1) = (2 — /') 2.
Je tvaru = f(y'). Možno však použiti vyjádření parametric

kého 2 — y' — yu, odkud y' = l u2, y =
-^—

u.

1 I 'ufidy = y' dx dává — du ——— = (1 -f- u2) dx nebo dx =

= —Tedy x =~-\- c a obecný integrál je

1
y = x — c

x —c

1047. Podobné řešiti y2 -j- y' 2= '.
Podle př. 801 lze zavésit parametrické vyjádření y'= yu\

, 2
= 1 + 3’ ^ l+tt 3'
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3w2
= j vyjadřují integrál parametricky.

1048. Resiti derivací (1 + 2) ' 2 — 2xyy' 2 — 1 = 0.

2 (1 + 2 ) + 2 2 — 2 2 — 2 — 2 + 2 = 0,

dp
— ( + 2 — ) = 0.

= 0, = ' = dává dosazeno do rovnice

(1 + 2) 2 — 2 + 2 — 1 = 0 a odtud

= di Vi
— 2.

Druhý činitel p + 2 — = 0 dává p = • což vloženo
1 “j- ^

do rovnice vede singulárnímu integrálu 2 — 2= 1.

1049. Řešiti ' 2+ 2y'3 = y.
Rovnici lze psáti = p2-j- 2p3,

derivací odtud

p = 2p -f- 6p2 nebo (2 + 6p) dp = d

a integrací 2p -j- 2= -f- c, = p2 -k 2p3.
1050. Resiti yy' 2 — 2' -)- = 0.

Bylo by možno vypočísti y' atd.

Jinak I=
öl±j/_j|l

+ JL
2p 2 2p

a derivací d* =
(|-+ ^)

dy +
^

dp.



Odtud áy = (p2 - 1) dp,
V 2V

“ 2P* ^ > P’

áy 2p(p 2 — 1) dp
~y^~ 2p®(í

— p*) = p - ’

QIntegrací Igp = — Igp + k, p = —, což dosazeno do x dává

y2
x = — + \c, nebo obecný integrál t/2 = 2cx — c2

.
Derivujíce podle máme 0 — 2x — 2c, x = c. y2 = x2

,
= x je integrál singulární.

1051. Určiti čáru, jejíž tečny mají konstantní součet úseků na osách
souřadnicových.

Z podmínky plyne = xy' + ^
y'

-
1

Dostali jsme rovnici Clairautovu s integrálem = cx
X

Pro obálku derivujeme podle c:

T
a fí r

_)Ě±yi

(c-1) 2 ’ ]/x
0

, c=ř ' a
-v

J X
, =

(|/a + ) 2
,

« + = i nebo ( i ) 2 = .

1052. Resiti ( — xy') 2 — 2' 2 = 62(1 -f- ' 2).
Označme 2 b2 — 2

, z rovnice dané plyne — xy' =
= ± 7 c2y' 2

,
což jsou rovnice Clairautovy. Obecný integrál

». e ^ ^
;2 y2,

= Jcx ± ]/b2 + c2k2
.

Singulární integrál je ~rr + = 1.

1053. Resiti 4y 2y' 3 — 2xy' -{- = 0 substitucí =
]/z.

Substituce vede rovnici Clairautově z — xz' — {z' 2 s obecným
integrálem y2 = z — cx — |c 3

.
Derivujme podle c:

0 = x — fc 2
,

=
|, 2 =

|(
— ^x) = 2|,

nebo 27y 1 = 8x 3 jest singulární integrál.

1054. Resiti y = y' 2 x(y' +1).
Je to rovnice Lagrangeova. Derivujeme ji die x.

p =
-^(2p

+ x) + p + 1,
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d díc
-r—= — 2v — x, nebo -— + 2n = — je lineární,
d^»

x — c~p(c — 2Jpe v áp) — a~v{c— 2evp + 2eí’),

x = - — 2p + 2, y = p2 4- x{p + 1),

y = ce-^p + 1) —p2 + 2.

1055. Integrovati {y — xy') cosi/' = 1 — a;sin?/'.

Jinak — x(y' — tg?/') -\ 7. (Rovnice Lagrangeova.)
cosy

ó.xDerivací a;sin?/' + j
cosy' = 1. Jest pro x lineární.

Řešení je = sinp + a cosp, = ( —tgp) +
cos/?

Vypočteme-li sinp kladouce cosp = l/l
— sin2p,

obdržíme (1 + a2) sinp = x ± .
|/l + ®2 — 2 >

podobně (1 + a2) cosp = ^ l/l + — 2,
odtud

4: » 1 + ®2— i ]/1 + «2— 2
tgp = 4- l/l 4~®2 ~ 2 — 1 + 2

4; 1 2— x2
p-arctg
_ j +

Obecný integrál původní diferenciální rovnice je

, a ± x\jl 4- 2 — 2 pr- - jx arctg — 4zť 1 4~® — = 0.

1056. Nalézti evolventu čáry 2 = 2f jako orthogonální trajektorii
tečen.
Tečna y — y — rj'(x — f); rjt]' = a

a . a . 1
í?= 7 ’ =

dosazeno do rovnice tečny dává

CC íC+ y= ~ ay' + lay', tedy 4- + \ay' = °-

Derivováním obdržíme

,
1 dp

! ^
dp

n p2 4- 1
__

dp /
j



da;
—

^. (Rovnice lineární.)
dp p(p2 + 1) 2(p2 + 1)

Její integrál obsahuje výraz

frtF+T) =
f(j

-
Ímh)

lg pTŤ “ lgsiny ’

jestliže píšeme za p = tg^.

* "
(-

+ ,:
)

=

= sinají; -f \a Igcosij;) a z diferenciální rovnice

= — coscp(k la ]gcos99)— la tg9?.

II. OBYČEJNÉ ROVNICE RÁDU DRUHÉHO

Některé základnítypy a jejich integrace

y" ==/(a;) dává integrací y' = //(a;) da; + ^ = cp[x) + Cj (t. zv-
první integrál) a další integrací obecný integrál

— f cp(x) dx + Cja;+ c2,
který obsahuje 2 integrační konstanty.

y" = j(y). Násobíme 2y' a integrací rovnice 2y'y" — 2f(y)
.

y'

dostaneme y'2= /2/(y) dy = (p(y) + q; odtud

= WTV ad " e
*-/fc

+! -

y" = /(ž/')- Jinak p’ ==/(p), da; = ; =
f-

+ cii

dp = P d*, dy = dp, y =
f jj?jj dp + Cjs

dp
y' = <p{y")-Jinak p = <p(q),kde q = dp = q?'(q)dq,

ix=
iE

=
Sm

_iqi=

kde jsou proměnné separovány.
F{x, y'

,
")

— 0 neobsahuje , přechází v F(x, p, p')
— .

0, t. j.

v rovnici prvého řádu.
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v
/ \

,F(y, y', y") = Opřejde v F \y, p, -^-1 = O,ale volí se za neodvisle

dp dp I dp \
proměnnou y, takže = p a rovnice F ^í/,p, p -^J = 0 je

prvního řádu. Někdy vede cíli i derivování dané rovnice.

Příklady

1057. Určití čáru, jejíž poloměr křivosti jest úměrný třetí mocnině
délky normály.

Z podmínky plyne ±
^ ^

' = ^(ž/ 1 + P2)3’ nebo

' ' ±1 = 0, která neobsahuje x.

i ,
da;

,
d«

, ,
dw

^ ”” ky* ~ pky*’ P P ~ ^ faß’

i í> ,
1

,
l/2cií/äfc± 1h> = ± thzTz+ ci, P =2% 2 ' ^ ^ yfk '

Píšeme-h —= n, ~ = a 2
, jest

ŽCj 1

áy V
y2 ± na2 , i/— áy

p = —•= , —> da; = i n ——--—— a integracid* 1/? 2 ± m 2

x —m = ?! ?/ 2± na2, {x—m)2—ny2= ± n2a2.
Obecný integrál jsou kuželosečky.

1058. Nalézti křivky, jejichž poloměr křivosti má stálý poměr délce
normály. (Ribaucourovy křivky)

(1 ± y' 2)'

" =
byl 1 ± y'2,

tedy 1 + i/'2= kyy".

^ VJ . . . , „ t
dp

t
dp

Upet rovnice neobsahuje x. I p* = = kyv

0dtudley =rp 2̂’
iW + P*)=~hy + c.

1 + ^
\c-

?-)•, aodtadp-íf-y^)*-!.
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da; =
dy

x =
dy

(-i J 1/
—1

+ -'s 1
- 1 J W

Křivka je algebraická pro celistvé.

1059. Integrovati rovnici ky" are tg?/ = (1 -f ' )‘.

. , ,
dp (1 + P2)l

... . .
arctgp

Jmak ;-;— = '
,

odkud da; = k ~—;—TT dp
da; arctgp (1 + p 2)í

a integrací per partes (viz př. 858)

a; -j- Cj = ä;(, arctgp

vn- -

arctgp -
-JÍL,

1/1 + P2 J(l+P 2)f

k
p (p arctgp + 1).

. t j P arctgp
dy = pdx = k— “j dp;

(1 + p 2)*

+ C2 —

= p. —- (p — arctgp) + c2.(/1 + p 2

(Křivky jsou evolventy kružnice. Viz Vojtech II, str. 702.)

10G0. Integrovati xy" + (a;2 — 1) í/ — a;3 = 0.

Neobsahuje y. Pišme y'
— p, y" =

+ (a; +) p = a;2 je lineárni.

p =
xe~+ 2(c! + e+’)

= c1a;e—+ 2+ x,

dy
— p áx =

(
1
;”+‘ + x) dx.

y — c2 = |x 2 — c1
e“+ 1

.

Lineárni rovnice 2. řádu s konstantními koeficienty

Rovnice homogenní tvaru a0
y" + ' + a9y = 0 měj partiku

lární integrály Pj, y2.
Pak jest obecný integrál y = c1y1 + c2y2.
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Partikulární integrál je — e;,2\ kde je kořen rovnice charakte
ristické a0A2-f A-(- a2= 0. Dvěma různým kořenům A1;).2odpovídá
obecný integrál — 2 =: .

Jsou-li = a -)- /Si, X2= oí— /li, lze upraviti integrál na tvar

= e^i»! cosßx -f- a2sin/3x).
Je-li kořen dvojnásobný A1i2= , je obecný integrál

= + c2a;).
Rovnice nehomogenní (se druhým členem) jsou tvaru a0y" -)-

+ \' + 2 — kde cti jsou konstanty. Jsou-li yu y2 partiku
lární integrály rovnice bez druhého členu a v(x) partikulární integrál
rovnice nehomogenní, jest její obecný integrál = clyí + e,2y2 -j- v.
Funkce v závisí ovšem na B(x). Je-li B(x) = eßxpn(x), kde pn(x) je
mnohočlen stupně n, tu

pro ß 4=áU2klademe v = eßx(d0 + d^x dnxn) a koeficienty
di se najdou methodou neurčitých činitelů;

pro ß — h klademe v — x°e'-'x(d0 -f- dnxn), je-li X1 ^-násobný
kořen charakt. rovnice.

B{x) = ed^jjßx) cosyx -j- p2(x) sinyx], kde mnohočleny pv p2jsou
stupně nejvýše n, položíme pro ß Ali2v = e x̂(q1cosyx - q2sinyx),
kde q1}q2 jsou opět mnohočleny stupně n. Pro ß = pak píšeme

v — x'Jcí-x(ql cosyx + q2sinyx), je-li ?n kořen g-násobný.

Příklady

1061. Integrovat], y" + 3y' + 2 = 0. 2 + + 2 = 0 má kořeny
hi = — 1, A2= — 2. Obecný integrál = Cje- * + c2c~2x

.
1062. Integrovat! y" — y' — 12 = 0. A2 — A— 12 = 0 má kořeny

Aj= 4, = — 3. Obecný integrál jest — 1* -+ e2c~'ix.
1063. Integrovali " — 6y' 9 = 0. A2 — 6A+ 9 = (A—-3)2 = 0

má Alt2= 3 a obecný integrál = e3-r(c1+ c2x).

1064. Integrovali 4y" — 12y' + 9y = 0. 4A2 — 12A+9 = 0 má ko

řeny A1>2= ! a obecný integrál = m+Cj + c2x).

1065. Integrovali " 9y = 0. 2 9 = 0 má kořeny A1j2= 3i.
Obecný integrál jest = O cos3x c2sin3x.
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1066. Integrovati " y' = 0. 2 A-f 1 = 0 dává 1,2=

= — Obecný integrál y=e^ x ||/34-
2sin l a;]/^)-

1067. Integrovati " — 2y' 4 = 0. 2 — 2A+ 4 = 0 dává A1>2=

= 1 dh il/3. Obecný integrál = ex(cl
cosccj/s+ c2

sina;j/S).

1068. Integrovati y" — 3í/' -{-2y = 0. Rovnice charakteristická
A2— + 2 = 0 má kořeny Ax = 1, A2= 2. Obecný integrál

= 1 + c2e2x
.

1069. Integrovati y" — 4y' -f 4y = 0. A2 — 4A+ 4 = 0 má A1|2= 2,
tedy integrál = e^í^ + c2a;).

1070. Integrovati y" + 4y = 0. A2 + 4 = 0 má = 2i, A2= — 2i.

= «j cos2a;+ a2sin2a:.

1071. Integrovati y" — 3y' -)- 2y = e—*. ^ = — 1 není kořenem cha
rakteristické rovnice, je w= de- *.Dosazením do rovnice d = -ý

= Cje*-j- Cae2* -f- -Je- *.

1072. Integrovati y" — 3y' + 2y = e*. /3= 1 jest kořen jednoduchý
charakt. rovnice, tedy v = dxex. Dosazením do rovnice d = —1.

= CjC*-|- c2e2:c— *.

1073. Integrovati y" — 3y' 2y = cosx. v = d1coscr+ d2sin*. Do
sazením do rovnice d1— ý,,-,d, = — takže obecný integrál

= Cje*+ c2e2* -^(cosíc — 3 sinx).

1074. Integrovati y" — 3y' -)- 2y = 10 cosx -j- 6e—* + *. Partiku
lární integrál bude lineárně složenz integrálů předchozích rovnic,
neboť pravá strana je lineárně složena z druhých členů těchto
rovnic. Takže

= CjC*-)- c2e2x cosx — 3 sin -f- e—* — 3xe*.

1075 Integrovati y" 4y = cosSx. Ab2 = ± 2i. v = d cosSx.
Dosazením d = — 4. = % cos2x a2sin2a;— 4 cos3x.

1076. Integrovati y" -f 4y = e*cos2x. v = e*x(d cos2x + sin2o;),
d, se vypočtou dosazením do původní rovnice a

— (b\cos2a;-|- a2sin2x + xe*(d cos2x -)- sin2x).
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1077. Integrovati " — 4y = x2e3x. 2 — 4 = 0, 1>2= + 2. Partiku
lární integrál klademe v = e3x(d0 + cl^ -j- d2x2). Dosadíme do
rovnice:

9(d0+ -(-d2x2) -j- 6(d1+ 2d2x) -f- 2d2—4d0— —4d2x2=

1078. Integrovati y" — y' — ‘íy — a. A2 — A— 2 = 0,
A1i2=2; — 1.

Zřejmě v — — ba, tedy = 2 c2e~x — -J-o..

1079. Integrovati y" -f- 2y' -\-
— x 2 9a;. A2 2A+ 1 = 0,

A
1i2 = — 1. Položme ?;= d

0 -j- dxx d2x2. Dosazením
v' — dx-\- 2d2x, v" = 2d2do dané rovnice plyne
2d2 + 2dx-j- 4d2a;+ d0 + dxx -j- d2x2 — x2 9a;. Srovnáním
činitelů d0 2dx -f- 2d2= 0, 4d2 dx= 9, d2= l.

1080. Integrovati y" + 2y' -{- = e—(2 -f ;), A2+ 2A-(- 1 = 0,
A1i2= — 1. v = x2e—x(a bx) vloženo do původní rovnice,
dává v' = [2a;(a + bx) — x2{a -j- bx) + x2b] e~x,

v" = [2(a + bx) -|- 2bx — 2a;(a -f bx) — x2b -)- 2xb —
— 2x(a + bx) -f- x2(a + bx) — x2b] e—̂
Gbx-f 2a = 2 ; a = 1, b = \,

y = e- *(0! + c2x x2 |a;3).

Lineární rovnice 2. řádu s proměnnými koeficienty

Má-li homogenní rovnice y" -)- Py' Qy = 0 partikulární in

tegrál yx, je další integrál y2= yx -e Îdxáx.

v' = 3 ( 0 + dxx d2x2) + e3*(d1+ 2d2x),
v" = 9e3x(d0 dxx -|- d2x2) -p Ge3x(dl -j- 2d2x) e3* 2d2.

Dostaneme:

= X2,
5d2x2 -j- (12d2 -j- 5dx) x -f 5d0 -(- 6^ -)- 2d2= x2.
Odtud

d0= — 12, dx= 5.

= e- ‘'(Cj+ c2x) + a;2+ 5a;— 12.
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Známe-li partikulární integrál v rovnice nehomogenní
y” + Py’ + Qy = a, obecný integrál homogenní u, jest obecný
integrál rovnice nehomogenní — v.

Variace konstant. Známe-li dva partikulární integrály ylyy2rov
nice homogenní, klademe pro nehomogenní v = z1y1+ z2y2, kde funkce

Zj, z2hoví rovnicím + z'2y2 = 0,

Eulerova rovnice a0x2y" + ' -)- a2y = 0 přejde substitucí

= e1v rovnici s konstantními koeficienty. Položíme-li = xxřešíme
charakteristickou rovnici pro X.Kořenům ^-násobným přísluší integrály
ad(lga:)s—h

1081. Integrovat! rovnici x2y" — (2n — 1) xy' -{-v? —0.
Je to rovnice Eulerova. Položíme = xx a obdržíme
y' — Xx2—1

,
y" = X{X— 1) - 2a dosazením

xx[X{X— 1) — (2n — 1) A—}-w2] = 0, nebo (A—n)2 = 0.
Aij2= n, takže rovnice má partikulární integrály y1 — xn,
y2= xn lgx a obecný integrál — xn(Cj-)- c2Igx).
Druhý partikulární integrál bylo možno vypočísti podle
dříve uvedené obecné poučky vzorcem

1082. Integrovali x2y" + xy' — = f(x).
Rovnice bez druhého členu je Eulerova. Položíme — xx.
A(A—1)4-A— 1 = 0 má kořeny Ab2= ± L Partikulární
integrál dané rovnice předpokládáme nyní ve tvaru

z'iž/i' + z2y2 = B.

Příklady

v — ZjX+ a pro Zj,z2 platí

xzi' +-i-z
2' = 0, tedy z/ = — i/(x)
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X2 X2 ' 2 ~ 2 X2 '

v = -
ixff(x)

dx -
~ff(z)

d

qObecný integrál =

1083. Integrovali x2y" + xy' + i/ = x.
Charakteristická rovnice levé strany po dosazení = ,
( — 1) -f + 1 = 0 má kořeny 1)2— db i- Těm odpovídají
partikulární integrály cosř = coslgx, siní —

sinlgx. Partikulární
integrál dané rovnice je zřejmě —

bx, takže obecný

= ^x c1
coslgx + c2

sinlgx.

1084. Integrovali y" + n 2y = f(x) variací konstant.
Charakteristická rovnice A2 + - 2 = 0, dává A'1j2= dr i^ a
obecný integrál = z^ cosnx + z2simix. Variace konstant žádá

Zj' cosnx + z« sinnx = 0,

— z/m sinnx + z^n coswx = j{x). Odtud pijme

Zj' = — f(x) sinwx
.
z/

— cosnx. f(x) a obecný integrál

= f(x) sirnix dxj coswx +

+
(c

2 +
^- Jf(x)

cosnx
dxj

sums.

1085. Integrovat! x2y" — 2xy' + 2y = s 2 + + 1-
Charakteristická rovnice levé strany (1 — 1) — 21+2 = 0
má kořeny Aj = 1, A2 = 2. i/j = s, y2 — x2

.
Členu q odpovídá partikulární integrál i\ —

\q.

— 4Vi + 22Ž/2 podrobíme variaci konstant.

z/x + z2'x 2 = 0, z/ = — 1 — —,X

z/ + z2' . 2x = 1 + V-.
22' =

1
+ ^

X XX 2,
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vOdtud zí — — x —'p \gx, z2= Igx —~

a integrál obecný dané rovnice jest

= / + c2'x 2 \q — x2 —J3XIgx + x2Igx —px

nebo = qx + c2x2+ x2Igx —px Igx -j- iq-

1086. Najděte nutnou a postačující podmínku, aby rovnice y" -f-
+ ’ + = 0 měla dva různé integrály y2 takové, že

y1y2= 1. Je-li p =
i-, nalézti q a obecný integrál.

Má piatiti /' + py 2' + yy = 0 pro y2= —. Odtud
i

„'--Vii - V 2
2/2- ž//’ 2/2 “ ’

a po dosazení yxy{ — 2y/ 2+ pyxyx —qyx2 = 0,

jinak y/y/' + py/ + qy) — ^ — 2y/ 2=0. Z toho

' 2+ gy2 = 0, = ± — y, Igy = ± /]/— q dx;

yl!2= e
±/

, y/ =\~—qe^~ qAx
,

ž/l"==- rrp==
e/ "' + (- y) e

; "‘.
2 ľ- ?

Dosazením do původní rovnice vyplyne

q r
~ 27^ + + vil'-q+ y = 0. y = - 2p,

q — e~2̂ pdx
. Speciálně pro p = máme y = x2

a rovnice zní y" —— y' -|- x2y = 0.

Avšak bylo ylj2= e
±/V-«d*_ e

±i/*d*
_ e

^i‘*
_

Obecný integrál je tedy y —cxcosjx 2 -/ c2sin|x 2,
užijeme-li vztahů e±iz= cosz i i sinz.
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1087. Nalezti obecný integrál rovnice

(2x + 1) y" + (4a;— 2) «/' — 8y = (6a;2+ a; — 3) e*

víme-li, že partikulární integrál rovnice bez druhého členu je emx.
Dosazením do homogenní rovnice dostaneme

(2a;+ 1) m2emx (4a;— 2) memx— 8emx= 0,
x(2m2+ 4) + m2 — 2m — 8 = 0;

pro každé x musí býti 2+ 2m = 0, m = — 2; souhlasí

s m2 — 2m — 8 = 0. Partikulární integrál homog. rovnice je
tedy e~2* = Podle theorie je hned

/ dx = x — lg(2x +1), e~ 2-Tudx= e~ 2x(2x + l)2.
Je tedy y2 = e—2xfe 2x(2x -)- l) 2dx = 2(x2 + |). (Př. 479.)

Předpokládejme dále pro partikulární integrál rovnice s druhým
členem ve tvaru v = ex(ax + b), dostaneme
v' = ex(ax -j- b a), v" = ex(ax + 6 2a) a po dosazení
do rovnice vychází a = 1,6= J. Obecný integrál dané rovnice

Není-li snadné řešiti lineární rovnici y" + P(x) y’ + Q{x) = 0
jinými způsoby, zkoušíme pro integrál mocninovou řadu

= xx(ae -)-UjX-|- a2x2+ ...) a koeficienty určíme po dosazení do rov
nice dané methodou neurčitých činitelů. Sem patří na př. dif. rovnice

Legendreova (1 — x2) y" — 2xy’ n(n + 1) = 0,
Besselova x2y" -f- xy' -f- (x2 —n2) = 0,
Gaussova x(l — x) y" [y — (oc ß 1) x] ' — ocßy= 0

také zvaná hypergeometrickou. Důkladnější poučení jest v učebnicích
vyšší analysy. Některé další řešitelné případy dif. rovnic druhého řádu
najde čtenář také v oddíle o rovnicích řádu -tého.

qjf 1
2x + 1 2x + 1’
2x — 1

,
2

je tudíž y = cxq- 2x+ c2(x2+ J) + ex(x + ^).

Integrace řadami
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III. OBYČEJNÉ ROVNICE ÉÁDTJ n-TÉHO

Základní typy

Rovnice y(n)= f(x) se integruje n-krát za sebou, takže

= fdx fdx
...

f i (x) dít + «" -1 + a2xn—2 + ••• + an,
X

nebo

rovnici F(x, í/(n—1)
, y{n)) — 0 dosadí se xf-n—v>==z, yin)= z'.

V rovnici F{x, y{k),..?/< n>)= 0 dosadí se y(k)= z.
V rovnici F(y, y', y",..., y(n~>)= 0 zvolí se za neodvisle proměnnou

a p = y' za neznámou funkci. Pak

Rovnice homogenní v x, y, dx, dy, d2y, ..., d(nb/ se nezmění při trans
formaci x = Cx, = . Resi se substitucí = eu, x — ve“.

Príklady

Integrovati rovnice:
1088. y'" = x sina;.

y" = f x sina;da: = — x cosa;-j- sina; -j- Cj,
y' = /(- x cosa;)da;— cosa;= — x sina; — 2 cosa; -f- ^a; -j-

= x cosa;— 3 sina; -)- 2 -)- c2x -f- c3.
1089. 2 1 = ".

Položíme ” = z. Dostaneme a2z" — 2 = 0 lineární.

j XX
a2ž2 —1 = 0 dává Aii2= ± —i 2 = Cxe“+ c2e “ = ?/".

(t

Rovnice homogenní v y, y’, ..., {) má tvar

řeší se substitucí — = u, y' — ,

" = ( 2-f- '), '" = ( 3 -f- ' -{-"), atd. =
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Dvojí integrací = 61e“ + 62 “ + bzx + 64.
1090. '" = ' 3+ " 2.

' =, 2/"= P
^

dává

„dp
3 , 2

(dpV
yP2Ty= P + ,

p — —
(~)

Clairautova.1 y \dyj

dy
Tudíž p = cxy —Cj2= y', —— = cxda;, ž/= Cj+ c2eCiX

ci
integrál obecný. Avšak Clairautova rovnice má také singulární
integrál pro diskriminant 2— 4?/' = 0. Odtud singulární

4integrály rovnice dané = .c — oc
1091. xyy' + ' 2 = yy". (Homogenní v , ', ".)

X\
Dosadíme — ° , ' = , " — ( 2+ ').
2( 2 -j- ') = 2 2+ 2, 2+ ' = 2+ ,

— = a;da;, \gu = \ 2 + lgc1; = qe^*’,

/ da; = Cj/ei*1da; + lgc2= c4^(x) + lgc2, — c2eCi

1092. 5(i/"')2 - 3í/"í/iv = 0.
Položíme í/" = 2. Vznikne 5z'2— 3zz"= 0 homogenní.

522 2— 2( 2 + ') = 0, ' = 2 2,
z’ = zu, z" = z(m2-j- '), =

e^“d*.
du i 1

neboli —i= fdx, = f(x + Cl), = - f

Z = y" = c2(x + Cj)“ i, y’ = — 2c2
(x + c,)-Í + c3,

y = — 4c2
(x + )^ + c3x + C4.

1093. ~' + y'2 = yy'- (Opět homogenní.)
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y' = yu, " = (* + '), =
el ,lix

.

— 2 + 2 2 = 2( 2+ ').
X

~ = ~^’
]

=
1§ + ’

= 2/Cj# da; - CjX2+ d, = 2 ' '.

Rovnicelineární řádu n-tého

Má-li rovnice bez druhého členu ?/”>-|- + any = 0
partikulární integrály y2, ?/M, jest obecný integrál

= c1yí -|- c.,y2 cnyn. Má-li rovnice se druhým členem b(x)
partikulární integrál v, jest její obecný integrál y -f- v. Integrál rov
nice s druhým členem lze určiti také variací konstant.

Má-li rovnice lineární bez druhého členu koeficienty konstantní,
řešíme charakteristickou rovnici A”+ [/ an = 0. Je-li A
reálný kořen p-násobný, je příslušný partikulární integrál eXx

, xelx
, ..

^1 . Komplexním kořenům ± ßi ^-násobným přísluší podobně
integrály tvaru eax(cosßx -{-sin/?x), xexx(— 3-‘1 (—). Je-li
druhý člen rovnice tvaru b(x) = e x̂P(x), kde P(x) je mnohočlen stup
ně r, lze voliti za partikulární integrál při ß v = eßx(df)+ djX

+ drxr), při /3= Apak v = xpeßx(d0 + drxr). Je-li b(x) =
= cxx(P cosyx -)- Q sinyx) volí se za partikul, integrál v =
= elxx(P1cosyx -f- sinyx), kde /4, Qí jsou téhož stupně jako P, Q

pro ß , kdežto pro = ß (q násob.) v = '> ( 1cosyx -f- sinyx).

Rovnice Eulerova a0xny<-n’>-f 1 ~1( ~1)-f- ... + any = 0 se
transformuje substitucí x = eť v rovnici s konstantními koeficienty.

— x* poskytuje charakteristickou rovnici přímo. Jejímu r-násob-
nému kořenu odpovídají integrály , X Igx, ..., xA(lgx)''—1.

Příklady

Integrovali rovnice:
1094. '" — " -f 4y' — 2y = 0.

Charakteristická rovnice A3— 2-)- 4A— 2 = 0 má zřejmý
kořen Aj= 1; dělíme-li kořenovým činitelem (A— 1), má
zbývající kvadratická kořeny A2l 3 = 1 zh i-
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Partikulární integrály jsou e®,e*cosa;,e* sina; a obecný integrál

— e®^ + c2cosa;+ c3sina;).

1095. ?/IV-)- 2y" -|- = 0.
4+ 2 2+1 = 0 má kořeny A+a =— 1, ^1,2 = i, ^ = —i.

Integrály jsou cosa;, x cosa;, sina:, x sina;, tedy

= (ci + C2X) cosa;+ (c3+ c4x) sina;.

1096. í/v + y" = x.
Partikulární integrál rovnice je zřejmě v —^xs. V rovnici bez
druhého členu položme y" = z, yY— z"'. Charakteristická
rovnice A3 + 1 = 0 má kořeny — 1, -|(1 + ij/3). Tomu odpovídá
obecný integrál

z = —* + ( 2
cosj]/3x + c3

sin|y3x) = y".

Po dvojí integraci máme obecný integrál dané rovnice

?/= «! + a2x + « - * + e+(« 4
cos|-]/3x + a5

sin||/3x) + gX3.
To by ostatně plynulo i bez zavedení z z rovnice
Aä + A2= A2(A3+ 1) = 0. Kořenu A^a= 0 by odpovídal
partikulární integrál er,+ a2x, ostatním tytéž jako prve.

1097. 1 — 2y" — aex + he -* + sinx + d cosx.
A4 — 2A2 +1 = 0 má kořeny Ai,a= 1, ,* = — 1.
Těm odpovídá = gx(c1 + c2x) + e~*(c3 + c4x).
Rovnice s druhým členem má partikulární integrály

vx= 0 2 , ví' = d0ex(2 + 4x + x2), í;1iv = d0ex{\2 + 8x + x2)

a dosazením do dané plyne d0 — la. Podobně v2= -'gx2e~x,
v3 = |c sinx, = {d cosx. Celkem

= e^Cj + c2x + Jx 2) + '” ( 3+ 4 + jX2) + ^(csinx + cžcosx).

1098. x3«/'"— 3x2?/"+ Ixy' — 8 = 0.
Pro — xx

y' = *— 1
, " = ( — 1) x*—2

, /'" = ( — 1)( — 2) —3,
( — 1) ( — 2) - ( — 1)+7 — 8=0 =

= 3 — 6 2+ 12 _ 8 = ( — 2)3.
= X2(C!+ 2lgx + 3lg2x).
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1099. x^y'" — Zx2y" + kxy' — 4/ = 3 — 2.
( — 1)( - 2) - ( - 1) + 4 — 4 = 0 = ( — 1)2( - 4).
Partikulární integrály jsou x, x \gx, xi. Rovnice s druhým čle
nem má

v — ax 3 bx Ig2*,

v' = 2 6 lg2a: 26 Igx, v" = Gax -j-

,
26 26Igx 26

^ , ,v ' ==6a H v í-. Dosazením do rovnice
x2 x2 x2

— 4ax3 — 6bx = x3 — 2x plyne a = — J, 6 = |.
Obecný integrál y = c^x c2x Iga: -f- c3a:4— \x 3 %xIg2#.

1100. y'" — 2y' 4y = e*cosa:.
A3 — 2A+ 4 = 0 má kořeny —2, 1 ± h
Partikulární integrály e-2 , e*cosa;, e*sina;.
Rovnice s druhým členem má partikulární integrál

v = XGx{acosa:-ý 6 sina;), kde a, b se najde dosazením. Pak

— (- 2 + 2 cosa:-j- sina; ( cosa;-j- 6 sina:).

® b =

SoustaV/obyčejných rovnic lineárních

Kanonická soustava

•jl- + «iž/ + M + ••• + = Pi

any + bnz + ... + mnt = Pn,

n rovnic, v nichž ai, bi,
..., TOí,Pí jsou funkce x, slove homogenní (bez dru

hého členu), jsou-li Pí = 0. Máme-li pro homogenní soustavu n skupin
partik. integrálů yi,Zi,...,ti (i—l,...,n) lineárně nezávislých, je
obecný integrál soustavy —c1y1 -(-... -j- cnyn, z — CjZ,-f- ... -f- cnzn,
..., t = cýj -\-cn t„. — Partikulární integrály , ..., n n soustavy
se druhým členem buď určíme zkusmo, nebo je nalezneme variací
konstant.
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Soustavy s koeficienty konstantními, na př.

d'2/ či?
+ «1Ž/+ V =0, -^+ 2 + 2*= 0,

řešíme dosazením = e>x
, z = Konstanty , // se určí z takto

vzniklých 2 rovnic. Obecné integrály jsou pak

= -j- 2 1* , z = 1| 1 ‘*+ 2/12 .
V soustavě se druhým členem určíme partikulární integrály zkusmo
nebo variací konstant.

Příklady

Integrovat! soustavy

1101. y' 7y — z = 0, z' + 2y + 5z = 0.
Položme = , z —/ a dostaneme

+ 7 —^ = 0, + 2 + 5, = 0. Odtud ^ = + 7
a dále 2+ ^ + 2 + + 35 = 2 + 12 + 37 = 0
] !2= — 6 ± ij ],2= 1 ii- Partikulární integrály ^ = e“ 6::ei:t

,
2 = e~&Te—íxmožno upraviti podle vzorců e**= cosa;-j- i sin,

e - ’* = cosa;— i sina; a psáti nové partikulární integrály

y3= — cosa;,y4= e_te sina;.Obecný integrál

= e“ 6*(c1cosa:+ c2sina;) a z nejlépe dosazením do prvé
dané rovnice, odkud z = e^6*!^ + c2) cosa; (c2— cj sina;].

1102. ' — — 2z = a;, z' — 2y —z — x.
— 1 — 2/t = 0, — 2 — = 0 dávají = 1 + 2y a dále

y + 2y2 — 2 — = 0, 2(
jm

2 — 1) ==0, y1>2= i 1, 4= 3,

= - 1.

Integrály rovnic homogenních jsou

= CjC' + 2 , z = —Cje *̂ + c2e3*.

Za partikulární integrály rovnic úplných předpokládejme

y1 —ax b, zx = ca;+ d.

Dosazením do daných rovnic máme

a —ax —b — 2ca;— 2d = x,

— 2aa; —2b — cx —d = x.

182



Odtud + 2c = — 1, 2 -f- = 1 dávají — = —

— b — 2d = 0, — 2b —d= 0 b = d = —
Celkem = ^ - * + 2 3: — \ —-L,

p,—XI f*5 . 1 16 — ”3 ’9”*
1103. Pro řešení 2 rovnic lineárních s proměnnými činiteli

' + A^x) . + A^x) .z = A,

t! + J5,(x) . + B2{x) . z — B,

užívá se methody ďAlembertovy. Násobíme jednu a(x) a sečteme

y' -f- ffz' -j- (A1-f- -ßiff) + (^42 + B2a) z —A -j- oB.
Položíme + ffz= ř, odkud y' -\- az' = ť — a'z. Dostaneme

ť — a'z + (A^+ aBx)(t — az) + (^42 + aB2) z = aB,
kde odstraníme z tím, že pro a zvolíme podmínky

a' + [A^ + ff-BJa — (A2 -|- aB2) = 0; zbývá pak

rovnice ť + (A1 + oB^)t — (A -\- aB) = 0
lineární pro t, kterou rozřešíme, najdeme-li 2 partikulární
integrály op a2prvé rovnice tvaru Riccatiova.

Obecné soustavy nelineárních rovnic

Tyto lze převésti na kanonický tvar

Xi(x, xu xn) [= 1, 2, w]

při neodvisle proměnné x. Jinak také

,
dx, dx, dx„

dx = — — —^ z 2 •• x„-

Této soustavě hoví n prvních integrálů fi(x,
, x 2, .. xn) = Cj. Dáno-U

n nezávislých integrálů, je každý další / = (/ 1,..., /„). Abychom našli
nějaký první integrál, tvoříme kombinace oněch rovnic integrace
schopné, na př.

dxi dxj —|—... “p dX|j
X-i y j

A
j - ; • • y nX n

Je-li jmenovatel 0, je i čitatel drp= y^ dXj p n dxn = 0 a in
tegrací plyne první integrál <p= c.
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Príklady

da; y dz1104. Integro vati — , — ,mz — ny nx — Iz ly — mx
x x y z z = 0 dává první integrál 2+ 2 + z2 = ^,
ldx-\-my-\-ndz = 0 dává podobně Ix + nz = 2.
Tím jsou stanoveny , z jako funkce x a dvou libovolných nezá
vislých konstant.

- t x
da; dw dz

IlUo. Integrovat! = ——= .y x z
Z prvých 2 poměrů a;da: = dy plyne a;2 — 2 = .

x
Z prvého a třetího ťt^ —= — plyne

V“Xi Cj 2

z = c2(a;+ a;2 — ) = c2(x + y).

1106. Integrovali y' —
Z
——,z'= ^

(z - y)2’ (z - yf

T ...
dw dz dx

Lze psati ——==z (z — ž/)2

dy = z dz dává prvý integrál / 2 —z2= Cj^.
clx

z _y = y)2 Pišme ve tvaru - (y ~ z) d (ž/ - z) = dx,

z čehož plyne (/ — z)2= — 2x -f- 2c2= 2(c2 — x).
Oba prvé integrály definují y, z jako funkce x a dvou konstant.

1107. Stanovití orthogonální trajektorie soustavy ploch xyz = X.

Podmínka žádá dx : dy : dz = kde F jestxwz —X.J dx dy dz’ i

,
dx dw dz

Tedy —- = = -—.yz xz xy
wdw xdx

,, ,-—- — dava w2= x2+ .,
xyx xyz

z dz = dy dává z2 = y2-j- c2.
Jinak z2 = 2+ c2— x2 + c3.
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/ i
dw

,
dz

,
u1108. Integrovati —= z + , -^= + y, -^-=ž/ + z-

„.v
dw dz u

ťisme —— = = = dx.
Z+ U U + + z
d(y — z) da;

. ,= —r-; odtud — z = qe - *.
— ( —z) 1

d(w — u) da;
,, ,= — dava — = 2— .— { —) 1

d(y + + )
_ dává z = 3 2 .%( + z + )

Sečtením / = ,— ( 1+ 2) + 3 2 nebo = -f- 2 2
,

z = 3- + 2 2
, a dále = —(at 3) ~~ + 2 2 . Integrace

schopné kombinace lze ovšem tvořit! přímo z rovnic daných,

d (m-4-z + w)
na pr. —-—^ = 2 (y -\- z u) a pod.

1109. Integrovat! soustavu ' + cp'(x)
. —'() . z = 0

,
z' + ^'(a;) . — <p'(%).z = 0.

Pišme —7-—-——r = , = da;.
Zxp— ycp <pz —

i v y dy zdz
.

d(z2 + v2)Utvorme f —— = da; = v)
2

-Á
' a int egraci

— <( 2 + z2) — 2(z2 + y2) cp

-2q>+ K = \g{y2+ z2) nebo ?/ 2 + z2
=

-^^
3-. (I)

t, . , v z dw — ?/dz
, „yPodobne — = da; a zavedme y —ze“, — = e“,

V [z2 + ) z
zdy — y dz

, _ , . . e“ dw
f\Ur\ni IIz-VÍ-l-T-r*ľ-»/-»vv*4 /-»-i1 + e:e“ dw. Dostaneme rovnici ——j—^ = V

. v • / • Vjejíž integrál jest arctge“ = arctg — = y(a;) + c2 neboli
z

— = tg(yi + c2). Dosazením za y do (I)

z2[l + tg2(v>+ c2)]
=§-

=e2?> cos2(ip+ c2)
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.
C1 • cos[y>(x)+ c2] _

Cj. sin[v (a;)+ c2lTedy z = —(5y , «/= e^ ) .

Zkoušku lze provésti dosazením do dané rovnice.

Soustavyrovnic vyššího řádu

Tyto soustavy, na př.
(; , ', "; z, z') = 0, G(x; y, y'\ z, z', z") = 0
lze převésti na kanonický tvar rovnic řádu prvého, píšeme-li
y' = u, y" —u', z' = v, z" = v'.

Nebo při praktickém řešení z daných rovnic a jejich derivací elimi
nujeme všechny funkce a jejich derivace až na jednu, na př. a její
derivace ', ", .... Tuto rovnici vyššího řádu integrujeme a máme y.
Podobně se najdou funkce další.

Příklady

1110. Integrovat! + a2z = 0, — 2 = 0.

Derivujíce první rovnici dvakrát a dosadíce za z" ze druhé dosta

neme í/1v+ a^y = 0. Pro = . 1 dostaneme rovnici charakteris

tickou A4-)- a4 = 0 s kořeny ^, 2,3^ — ± (1 i i)- Obecný

__
2

integrál je tedy (tx= a : }/2)

= e“jr(c1cosax -f- c2sinacc)-J- e- xx(c3cosocx+ c4sinaa;).

Z prvé rovnice z =
^ y", nebo podobnou eliminací

zIV+ aiz = 0 s toutéž rovnicí charakteristickou, tedy s týmiž
partikulárními integrály. Tak dostaneme dosazením

z = ^eax(c1 sinax -j- c2cosocx) J,e^*(— c3sinocít+ c4cosoca;).

d2̂ /1111. Integrovat! soustavu = — 5y + 3z,

d2z
, r = 3w— 5z.da;2 y

d2Sečtením dostáváme (y z) — — 2(y -f z).
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Charakteristická rovnice A2-j- 2 = 0 dává 1>2= i i]/2 a in
tegrál ?/-f- z = Cjcosa;]/2+ c2

sinx]/2. Podobně odečtením do-

, / . .
d2

stavame rovnici -r^ [y —z) — — 8(y — z).

A2 -f 8 = 0, Ala = ± 2iI/2 s integrálem

y —z = ca
cos2:rj/2 -j- c4

sin2x|/2.
d2y1112. Integrovati 5y z = cos2x,

d2zd^-^+ 3z = °-

d2Sečtením (1/ -f- z) + 4 (?/-|- z) = 0.

Charakteristická rovnice A2-f- 4 = 0 dává A1i2= ± 2i, takže
integrál jest y z — cos2x -)- a2sin2x. Vezmeme-li nyní
ohled na druhý člen prvé rovnice 2, najdeme partikulární
integrál součtové rovnice se druhým členem ve tvaru
jX cos2a: b2x sin2a; a po dosazení vyplyne bí = 0, ==-
Jest tedy y -\- z = cos2 -j- sin2a;. ( 2 -f- \).
Dosadíme-li za do druhé dané rovnice, jest

z" + 4z = «j cos2íc -|- 2 sin2a; -f- sin2a;.
Charakteristická rovnice je táž jako dříve. Druhému členu

% coh2x odpovídá partik. integrál la^x sin2x, členu a., sin2a;
odpovídá partik. integrál — \a 2x cos 2, členu \x sin2x ko
nečné —tV*2cos2ír. Je tedy

z = «3 2 a4sin2x -f- la ľx sin2a: — la2x cos2a:—
— xV*2cos2a;,

z = (16 — 4a2a;— x2) cos2x -ý |(4a 4 -f a4a:)sin2x.

y = axcos2x -(- J(4a2 -)- x) sin2a; —z.

IV. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PARCIÁLNÍ

Rovnicelineárni prvého řádu

Některé jednoduché typy lze integrovati kvadraturami. Lineární
rovnice homogenní



převádí se na integraci systému
da; daľj da;M'X = "ZT = ••• = 'X

Podobně rovnice se druhým členem

F)z
^ + - + ^- B = 0

má integrál V(z, xlt xn) = 0, který hoví rovnic homogenní
w

Xl + ... +
4L

x „ + B
w

0
dxx " ’ dxn dz

a tím soustavě
da?! da;2 da;n dz

= ~x =̂ ••• = ~x =̂ Ti'
Z n nezávislých integrálů Vlt Vn plyne obecný integrál

P(F 1; ... !
F„) = 0.

Soustavě
da; dy dz
~T ==~~Q= ~ii ,

kde P, Q, R jsou nenulové funkce tří proměnných, vyhovují čáry
charakteristické. Jejich tečny leží v tečné rovině plochy z = f(x, y),
neboť podle

F
ě

+
^

= Ii

t. j. jejich tečny jsou kolmé normále plochy.
Integrál soustavy <p(x,y, z) = cu rp(x,y, z) = c2 je dvojpara

metrická soustava čar charakteristických. Obecný integrál F(<p,tp)= 0
je plocha tvořená těmi charakteristikami, které hoví P{cL, c2) = 0.

Příklady

1113. Integrovati z f(x>) — Q{x>)-

Je lineární pro z. Je tedy integrál z =
e~-f,Ax[<p{y)+ j(]T láxda;],

kde ovšem místo konstanty je cp(y)nezávislá na x.

1114. Integrovati px qy = mz, kde p = q =

188



Rovnici řešíme soustavou Její první
x mz

i/integrály jsou — = c1; — = c2. Integrál obecný je
X X

z = xmf Pro m — l jsou charakteristiky přímky jdoucí

počátkem a integrální plochy jsou kužely s vrcholem v počátku.
Pro m = 0 jsou charakteristické přímky rovnoběžné s xy a,
protínají 2 . Plochy integrální jsou tu konoidy.

1115. Integrovati (x — 6y) p -f (10a;— y) q = 6y2 — 4 2 — 36xy.
Příslušná soustava je

da;
_

dy
_

d2

x — 6y lOx — 6y2 — 4a;2 — 36xy’

Odtud 10a;da; — y dx = x dy — 6y dy nebo
lOx dx ý- 6y dy — (x dy + dx) = 0 a první integrál
5x2 3y2— xy = cv
Dále 4x dx -p 6y dy + dz = 0 poskytuje další integrál
2X2-+ 3y2+ 2 = c2.

Obecný integrál je
F{z 2x2+ 3y2, 5x2+ 3y2 — xy) = 0.

1116. Nalézti rovnici plochy vytvořené přímkou, jež při svém pohybu
protíná osu 2 v konstantním úhlu.
Plocha 2 = f(x, y) hoví tedy rovnici diferenciální, která vy
jadřuje, že přímka směru

^
.

_
.

I
]/x2 -(- y2 ]/x2 + y2 ^ = tg/

je kolmá normále plochy. Tedy

02 X ^
02 1

dx ^x'1 2 dy J/a^ _|_ ^2

Řešíme pak soustavu -——- = — = d2 .__X _y
|/x 2 2 2 -f- y2

Zřejmě dx — x dy = 0, odkud —= cv
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Dále x &x + y y
= ll?=i

_A{* + ,f-)

x2 H- y2 (x2 + y2Y

dává první integrál -
jí«'2 -)~í/2= + c2.

Obecný integrál
/

f[z j/a;2 + / 2, = 0 nebo 2 =
^ * 2 + ž/2 +

/14

dává hledané plochy.

1117. Odvoditi rovnici ploch, které protínají kolmo homothetické
plochy kvadratické mx2 -j- nif- -f- pz2 = A-
Hledané plochy hoví diferenciální rovnici, která vyjadřuje, že
normály obou ploch jsou sobě kolmé:

dz dz
mx-x—h ny ^ pz = 0.

ox oy
Řešíme

da; dw dz da; dz
., , n , v— = — = —, p — = m — dava xv = , podobne

mx ny pz x z
dw dz

., ,p — = n — dava yv = c2zre.ľ 2 ^ 2

(x v yp\
—, -~J = 0 je rovnice ploch.

Nelineární rovnice prvého řádu

I dz dz\
Rovnice F [x, y, z, — = 0 má úplný (kompletní) integrál

\ ox óyl
f(x, y, z, a, b) = 0 závislý na dvou parametrech a, b. Učiníme-li
b = cp(a)a má-li tato jednomocná soustava ploch obálku, slove tato
obálka integrálem obecným. Dostane se eliminací a, b z rovnic / = 0,

b = <p(a), -J- + ~<p'(a) = 0. Obálka původního dvojmocného systé-
Cd CO

mu ploch f(x, y, z, a, 6) = 0 najde se eliminací a,b z rovnic / = 0,
/-F = 0, ~-ý= 0 a slove integrálem sinqulárním.
ca cb

Danou rovnici F(x, y, z, p, <[)= 0 podaří se někdy uvésti na tvar
áz = p áx q áy, který se pak integruje. Na př. při F(p, q) = 0
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zvolíme p = a konstantní a z dané rovnice pak vyplyne q =
Integrací dz = a áx -\- f(a) dy dostaneme úplný integrál

z= ax + f(a) . -\- b.

Při F{x, p, q) = 0 zvolíme q = a, vypočteme p = f(x, a) a in
tegrujeme: z = jf(x, a) dx ay b. F(y, p, q) = 0 řeší se volbou

p = a. z = xp yq f(p, q) má úplný integrál z = ax by f(a,b).
Methoda Lagrange-Charpitova převádí řešení F(x, y, z, p, q) — 0

da; dy dz —dp — dg
na resem P Q pP + qQ X + pZ Y + qZ’

dF dF
kde P = , X = atd. Integrál f(x, y, z, p, q) — poskytne s da

nou rovnicí p, q pro dz = pdx q dy. Odtud z.

Příklady

1118. Integrovali pq = k.

Položíme p = a, pak q = —a máme dz —a dx -| dy

a úplný integrál jest z —ax -\ y -j- b.
a

Obecný integrál má b = (p(a). Bjpkci <plze určití tak, aby
integrální plocha procházela danou křivkou, na př.

z = 0, x2 y2= r2 (kružnicí v xy). Musí pak

1
0 —ax — -p <p(a)>tedy x = —— [<p{a)+ a (p\a)],

0 = x -
^

+ <p\a), y = Jic (V - V)'

Dosazením do x2 y2 = r2obdrží se rovnice prvého řádu pro q>.
1119. Integrovat! pq = z.

Zvolme p = —, q — a]lz.
a '

02
— /—= aj/z dává \z — \{ay + d), d = d(x),

=
}-{ay -Yd) = \{ay + d)^.

ox 2a cx
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Odtud Tr- = —, á = —+ Ďa obecný integrál
ox a a

z = l(ay + -^-+ b)2
.CL

1120. Integrovati p 2 q2 = x y.
Položme 2 — x = y — q2 = .

p =
]Ja x, q =

]!y
— a, z — p x -{ qy dává

z = 3( + ) 1 + 1( — ) 2 + b.

_1121. Integrovati z ^ yq S]/pq.

ť’ plný integrál z — ax by 3]/a6. Pro singulární
/

integrál dostaneme pomocí = 0, = 0> vztahy
ca cb

3 3
x -\- ^b : a 2 = 0 = : b2

,
jinak — x3 = b : a 2

,
3

— y3 — a, b2 a vynásobením x3y3 = 1 : aó nebo \ab
— 1 : xy,

b = — a 2x3
, — b2y3 = — * 6 3

, a dále a — ——,a x2y’

b = —takže z = = — a konečně xyz = 1.
xy 2 xy xy xy

1122. Integrovati methodou Lagrange-Charpitovou rovnici xp ^ yq —
-pq = 0.
Příslušný kanonický systém je

da; y dp dq dz

x — q y — P p q — .'

Má integrály Igp = Igr/, neboli ap = q, a, z dané rovnice

X I CĽU
xp + yap — ap 2 = 0 plyne p = —-, q = x ay-

d

dZ =
X ^

(J-j;_j_ _p a y)
d

X^
z = — + ž/ík+ + c nebo jinak 2az = (x + ay) 2 + b.
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1123. Integrovali rovnici z = x2]r -f- y2q2.
Proveďme transformaci = igx, v - \gy, x = e“, y = e*.
dz cz áu dz 1 dz dz 1 dz dz
dx du dx du x ' dy dv >̂1 du' ^ dv
Rovnice přejde ve tvar z = pj2+

T. . . , ;
du dv dz dp, dn,

Ivanonicka soustava — — — ^ ^
2pi 2z p, ^

První integrál |/z = apj dává = —, ?j

nebo ~~ = dw+
/1

di’. Integrací pak
a

2j/z = 6m+ |/l
— 62; + Iga, jinak e2̂ z = axby^1~b'.

Jiný úplný integrál dostaneme hned z původní rovnice a sou
stavy:

—dp — d? dx dy dz dz
2o;p2 — p 2yq2 — q 2x2p 2y2? 2x2p2 2y2q2 2z

dp p 1 . a Iga:
S + T = 1? 1,n“ rn1' í" = T +-2V

, i -
dq a L ,, ,

b Igy
a podobne —-- — ==—dava = —ť dy^ 2y2 4 y 2y ’

tokže dz
=(i

+
|2-)dx

+
(A

+
Ä)

d!,

dává z = a Iga;+ i lg2a: -f ĎIgy + lg2í/ + Igd,

avšak z dané rovnice

/
.

MY
_\y 2y I

= a2+ 62 + a Iga:-f lg2a:+ 6 Igy + lg 2í/.
Tedy a2-\~b2 = Igd, b = | ]gd —a2 a, úpravou =
= da^+flg:rí/llg<<_a‘+ilw jest také úplný integrál.
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1124. Integrovati (z + qy) 2 = p.
Kanonický systém je

da: dy d^ dy dz

—1 2y(gy + z) 2p(qy + z) —4g(gy + z) q2y2 — z2'

Z toho
^=-^,*

=
4,

P =
(-+*ľ-

y q 2 \y I

dz =
[j

+ z
)

dx + Y dy
'

z~-j + <PW. -7=* + 6
. f-TTb-

Tedy úplný integrál jest z = ^ —.

Pro obecný integrál buď a = (p(b), tedy

— 1 <p(b)
i • , . „

1
z = -, — a derivaci podle , 0 = — + — .x + b ľ ( + b)2

Parciální rovnice řádu druhého

Rovnice řádu druhého vznikají eliminací dvou libovolných funkcí

z dané rovnice, která je obsahuje. Při řešení hledíme obyčejně dostati

t. zv. integrál intermediární, t. j. rovnici parciální řádu prvního, která

se pak řeší dále.

Rovnice lineární s konstantními koeficienty jest
Ar Bs -\- Ct -\- Dp Eq Fz = G, značí-li

32z 02z 32z dz dz
~dx2’ S dx dy ’ dy2 ’ ^ dx’ ^ dy'

Příklady

1125. V rovnici bez druhého členu G(x, y) klademe z = e^x+vya fe§e.
ním rovnice charakteristické Ay 2 -j- Byv + Cv2 + Dy Ev

F = 0 dostáváme v1 = f(y), v2 = g(y) a integrálem je

z = ae^+t^v _)-bQ^x+aMV'

1126. Rovnice Ar -j- Bs Dt = 0 má pro vx = < , v2 = <x2y integrál

z = ( + «j?/) -j- ( + <x2y), kde cp,ip jsou libovolné funkce.
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Pro vt = ! + ßx, v2 = 2/ + ß2 je integrál

z = eP'Vcp(x+ «j«/) + eßiV + Ä2Ž/)-

1127. Rovnice s proměnnými koeficienty lze snadno řešiti při jedno
duchých typech,jako

r = j{x) dává z = /da;/ f(x) áx x cp(y)-f-y>(y).

op
r -f Ap = B nebo p = ]e lineární pro p,

(jK)
s -f = nebo -g—-f- = rovněž a pod.

Pr -(- Qs = R nebo -^ + (j = B je 1. řádu pro p atd.

1128. Odvoditi diferenciální rovnici ploch vytvořených přímkou pro
tínající osu z.

lv\
Rovnice přímky z —

bx c, kde 6
= f(a) = /1 l>

= ax, kde —cp(a)=

Rovnice ploch je z = x j
j~j

-j- 9 Jest tedy vyloučiti /

pomocí derivací z.
02

f i' ,
ůz

,, ,
1 , r.,-^-^ -^ =/ ° dtud

neobsahuje již p. Derivováním

rín^ttinpmp cz \ _
^ /'

2 x2 ' x dx dy x2

l dz
:

d2z l
d2z 1

x dy x dy2 1 dx dy x

Násobme druhou ~ a přičtěme prvé; dostaneme

92z , 0
d2z , y2 92z

_ n— Cl-. 1 9. O..9.dx2 x dx dy x2 dy2
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1129. Stanovití diferenciální rovnici ploch, které protínají roviny
jdoucí z v rovnoosých hyperbolách se středem v počátku.

Jest tedy = bx, zu = a = z(y — bx).

- bx) + z(— b) = 0,

{y bx)+3 = 0. - 6 =
1 (z_i

_

dosazeno do prvé derivované rovnice dává

^)
+

vk4
= »

neboli x — h y-= [-z = 0.
cx oy

1130. Stanovití diferenciální rovnici ploch, které tytéž roviny protí
nají v parabolách s vrcholem v rovině a s osou rovnoběžnou

ose z.

Máme = ax, |/z = b(r — m) = f |/x2 -j- y2 —<p
|^|j-

Jinak ip
| ^ j ]jz

= j/“ -f-y2 — <p
|--j.

Máme eliminovati funkce

(p, pomocí derivací.

— 'V- ,
dz 1 x ,
CZ I X

I ,
xí V

]/
z V dx 2]/ž~ ]/x 2 + y2 z 2

V ’

+
L--V. ÍNásob —\

x by 2]/z }/x2 + y2 x r \ x]

w I dz dz\ 1/ 2 -f- y2 .. .
27r + vs7)- L

i— : I,nak

( 0 0 \
x2J- 2)- Opětnou derivací



- >'( + yq) + f (p + ž/s+ xr) =

P
1x2 y2

+ 2/2

-'{ + yq) + ip(sx+ q-\- yt) =

'x2 -f- y2
+ 2 2 l/x2 + y2

j/x2+ y2

Násob

rp\p Zys + xr + ~^ “b ^

^x2+ y2
ž3+ |

s
)

+ 2y;

x2 + ž/2(xp + yq) +

-j/x2+ yi
X

2]/( 2+ / 2)

a dosazením rovnice (I)

{xp yq -\- x 2r + Ixys + yH) =

= -j "2x + + -^ (^ + ž/?)-

Násobíme obě strany
2xz

V
a dostaneme

22(xj9+ yq) + 2z[x2r + 2xys + y2ť\ — (xp -f yq)2+ 2z(x2>+ yq)
nebo konečně po zrušení stejných členů

*!•-+*'I;'
=2

. '2[
2

2 32z
‘ + 2:! '1^ +

\

02-^ 02J
1131. Integrovali ^ +«^=/(

;
).

02

0 ; — = i(x, ) je lineární pro p.

02
p = e ^ v[p'(x) + Je avf(x, y) dp] = ; integrací dále

z = Y>(p)-f p(ír) e—“»+ “"^ /dx / eayf(x, y) dy.
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Na př. pro f(x, y) = xy máme

f = e—“í' (p'{x) ~e av ^ / = e“““ <p'(x)+ — í/ —CL d \ CL CL“

takže z = %iy ~ ~2a? + ^

U32.
Integrovatii^

+
^+l-l.

Pro
||=>

jest
|f

+
|=

1 -p.

_ rj/70Řešíme soustavou da: = dy = -, která má integrály

x — = 1 ~ ~ lg(l — p) + lgc2, takže dostáváme inter-
mediární integrál e^l — p) = f(x — y), jinak
dz

— = 1 — e—vf(x — y). Odtud kvadraturou
ox
z = x —e-v q>(x— y) + y>(y).

0^2» 3^Z
1133. Integrovali -T—— a2, „ = 12a;2. Pro rovnici bez druhého

2 oy2
členu je charakteristické rovnice u2 —a2v2, = av, — —av
a integrál je tedy z = cp{ax+ 2/) + — ax + ?/)•Partikulární
integrál rovnice s druhým členem jest a;4,

takže celkem

z = <p(ax+ í/) + vi(—aa; + í/) + a;4.
0^2 0^2

1134. Integrovali ^ + 3 + 2
-^ = 3* + jA

Charakteristická rovnice /a3 + 3/ir + 2v2
= O dává ^ = — \y,

v2 — —[i. Partikulární integrál celé rovnice budiž

ax 3 -|- ďí/4. Dosazením -|- 246/ 2= 3x y2; odtud « =
6

= ýj. Jest tedy integrál dané rovnice

z = <p(x— \y) + rp{x— y) + \x 2 + ^
f í/ 4

nebo také z = 9 /(2 x — ž/)+ y(x — ž/)+ Ja; 3 -f- aVž/4-
02̂ 02̂ 7)2, 02

1135. Integrovali 44"
~

44"
- 3 ™ + 3 15—= sinx + cosx.2 2
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Charakteristická rovnice /x2 — r2 — 3/í + 3r = 0 se rozloží na
(// — v){ß + v — 3) = 0. Odtud v1 = fa, ľo = 3 — /i. Partiku
lární integrál úplné rovnice předpokládejme ve tvaru
a since-(- 6 cosa:. Po dosazení do rovnice

—a sina: — b cosce— 3(a cosce—b since)==since+ cosce
dává a = — 0,4; b = 0,2 a hledaný integrál jest

z = <p(x4* ž/)+ e3’1ip(x — y) — 0,4 since+ 0,2 cosa;.

DODATEK

Integrál/ funkcí komplexní proměnné. Residua.

Funkce /(z) komplexní proměnné z = x iy slove analytická,

má-li v jistém bodě derivaci nezávislou na Funkce f(z)

v určitém oboru jednoznačná, spojitá, mající všude derivaci f'(z) slove
též holomorfní. — Je-li /(z) holomorfní uvnitř uzavřené čáry i na ní,
jest //(z) dz = 0 vzatý po celém obvodu té uzavřené čáry (věta

Gauchyova). Je-li obor, kde funkce je holomorfní, omezen více uzavře
nými čarami, nutno integrál vztáhnouti na všechny hranice probíhané
tak, aby obor ležel po levé ruce.

Z\f f(z) dz = F(z1) — F(z0) nezávisí na dráze integrační v oboru, kde
f*/(z) je holomorfní, takže je funkcí horní meze.

f(z)
Cauchyüv integrál I ———dz = 2ni f(x), je-li /(z) holomorfní

J Z X

v oboru omezeném uzavřenou konturou C &x leží v oboru. — Je-li aizavřenou
singulární bod (nebo pól) funkce

/(Z)'= P(z -a)+ +
B,

.
B,

,
*)

z — (z —a)2

tu / /(z) dz po kruhu uzavírajícím bod a rovná se 2-kíB^kde B1 slove

residuum funkce v bodě a. Týž integrál podél uzavřené čáry , uvnitř
které leží singulární body a, b, ...,l o residuích A, B, L, jest

//(z) dz = 2tz\{A -\- ••• + ). (I)

*) P(z — o) = o0 + a x (z —a) + fa (z — a) 2
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P (z)
Je-li f(z) = a je-li a jednoduchý nulový bod Q(z), jest residuum

VÍ2)

A =
P(a)

1Q'(a) ' ( }

Je-li f(z) lomená a 95(2)holomorfní uvnitř čáry C, f, /', 99pak spojité

na C, jest

'Mf = 2Tti [2V( a ) — ^í 6)]. ( )

kde a jsou nulové body, b póly funkce f(z) uvnitř C. Zvláště

kde N(P) značí počet nulových bodů (pólů) /(z) uvnitř .

Pro bod v nekonečnu

Jf^dz=2ni(N-P),

f(z) — ÜjZ+ 4̂0+ —1+ —^
...Z Z

jest residuum —Ax.
Vytčených vět lze užiti i výpočtu integrálů reálných funkcí,

integrujeme-li po vhodných uzavřených obvodech. Při tom máme
ještě na paměti vztahy:

f—
J z —a

dz = 2Triintegruj eme-li po kružnici kolem ; (IV)

když lim(z — a) f(z) = 0, je lim//(z) dz = 0 pro integraci po kruž-
z—a-»0

nici kolem a, a takové, že poloměr -> 0; (V)

když lim(z —a) f(z) = 0, jest lim//(z) dz = 0 (VI)
z——*

po kružnici s poloměrem rostoucím do nekonečna, i na části kružnice.

Příklady

1136. Zvolte/(z) = e2a vypočtěte
/

dz po kružnici s poloměrem
J 2
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kolem počátku. Oddělte části reálné a komplexní.

I =
J'~

dz = 2-nri. Položme z = i?e"f (R konstantní),

takže dz — Ré ,f\ d(p.

2 2
I = if e2(cos'’+,'sm,,)dtp = if 08 ’’[cos(ifžsin^) + i sin(2žsin^)] d^?.

o o
Protože I = 2tcí, dává ryze imaginární část integrálu

zn
J eRcosrCOs(iž sin9?)dep= 2,
o
27C

a část reálná /e J?C0S’’sin(iž sinq?)dtp = 0.

1137. Totéž pro funkci f(z) = lg(l + 2 ) = ]g(l -)- oe'^) pro o < 1,

— TC< <p< n.
Klademe (podle obr. 13):

1 -j- z = re iv
, takže jest

1 -j- o costp = r COSI/),

q sinr/)= r siny»,

r 2 = 1 + ß 2 + costp,

y, - a,rctg g sin(P
1 g costp

f(z) je holomorfní pro g < 1.
Potom

dz = 2tt:Í/(0) = 0. Obr. 13.

Pro kruh Hmg = 1 mění se y>od — -| do |tt, g?od —tt do + .
TC TC

7 = /(Igr + iip) dtp =
f (Ig ]/l -)- g2d- 2g cosg?+ iy>)dq>= 0,

t. j. /lg(l g2 2g cosg:)dg?= 0 a také
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/ Q Slila?arctg -—7 1 do? = 0.
1 + COS9?

27U
Integrály typu / R(cosů, sinů) dů se všeobecně určí substitucí

o
1 dz

= z, costi = !>(z+ z-1 ), siní?= —(z—z-1 ), iei&dti=dz, dti= —.zi iz
Přejdou tak v integrály fS(z) dz racionální funkce S(z) po
obvodě kružnice kolem počátku s poloměrem 1

, které se rovnají
27ri-násobnému součtu residui v singulárních bodech uvnitř
(viz I).

27
/dor1— pro a > 1

.cosx + a
o

2 f dz
Zavedeme navrženou substituci a dostaneme — I -1 J 2z2+ 2az+1 '

Uvnitř leží jako pól kořen jmenovatele zx= —a + |/a 2 — 1 ;
druhý leží vně c. Residuum funkce S(z) pro z = zx je

podle (II) 2^T^ neb0li = 2
y^T" Proto iest

27
/dz * f dx

2 j 1

z2 + 2az +1 2 J cosx + a
7112]/a2 — 1’

o
27

d# 2

;+« ” «2— i
takže konečně / —^(viz 824 a 846).

J cosa;- ~ "

1139. Píšeme-li v předchozím integrálu místo a (a > 6 > 0 ), dostá-

27C
váme obecněji J*- —j—^

= i/--——
Derivací podle

a + cosa; ]/
_

52 '
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1140.

27U
, ,,,

x 2-
parametru a plyne dale I - - , —= .J (a+ b cosx)2 (a 2 _ ^2)f

Tento integrál lze ovšem též počítati samostatně methodou shora

/ 4i2dz
uvedenou. Přejde v J 6)2*

^ 0^ jmenovatele

ß l_ Iq ^2
z1>2== ^ jsou póly; uvnitř leží při a > 6 > 0

jen z1. Residuum 1 je činitel členu (z — z,) v rozvoji

4z
(z —Zj^)2S(z) = 7JJ-. rj podle mocnin (z —Zj).Rozvoj

10 (z z2)

-jr- (zx+ z —z,)(z —Zj+ Zi—z2) '2 dává po úpravách

p
4(z

1
+z

2
) 2a 2 / y„

z' + z‘- "T’ Zi ~ z- = t » ~

Po dosazení je hledaný integrál

2ua
J = 2™Ri = (a2“7 2)j

jako dříve.

dú
_J 1 — 2p cosú + p2 J i(l

dz
pz)(z —p)

Pro 0 < p < 1 leží uvnitř jen pól z = p s residuem

Rl ~ 11™}Z P)
i(l — pz)(z -

pj ~~i(l - P1)'

Jest tedy daný integrál I = ^——2.
.TZ

z3+ z—3\ 2 dzcos23ú dú Ti
J 1 —2p cos2ú_+ p2 J iziz \ 2 / (1 — pz2)(l — pz~

= 2tií2Rí-
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RK jsou residua. Funkce 8{z) za integračním znamením má
uvnitř jednoduché póly 0, p~ s, 'p‘!,

neboť jest

(z®4- l)2
S(z) = r. Příslušná residua v pólechv ’ 4iz5(l — pz )(z — p) 1

1 i (V^ “f- l)2pi p dostaneme podle (II) ve tvaru -- „ .. Pro pól
8p3(l —p2) i

z = 0 určíme residuum /č, jako součinitel z4 v rozvoji funkce

— .
(z®+ 1)2(1 —pz2)—1(1 —z2p)—1 =

+ '-'H 1 + J“ 1 + !*+'-)
(
! +7+^+

_i + + p*
= - -/)

Sou6etTšeohresMul
4i^á(l — p 2)

i i —p+p 2 i —p + p2
jest *, takže I — n — .z\ \ —p \ —p

1141. Vypočísti /e cosůc,os(nů— sin#) d$ = I.
o

Funkce za integračním znamením se odvodí z ecos,,ei(n&—sin^)

= ein6ee 19a po známé substituci ei9 = z vede vyšetřování

integrálu
jj

znez =
^- j

2 dz. V počátku z = 0 jest

jediný singulární bod uvnitř c. Residuum najdeme z rozvoje

”" 1!1 + 7T-+ ••• +- 1
1-+...]; Ižj =

i-
\ 1!z w!zw / n!

Potom / = 27tí = --m! !

= — u členu
z

2
J
0

Dále plyne /e C0Sť)sin(w,#—sin#) d# = 0.

Integrály typu / Q(x) d*. Vyšetřujeme / Q(z)dz podél uzavřené
—00

půlkružnice na obr. 14. Jedi Q(z) analytická funkce bez pólů na reálné

ose x, konverguje-li pak pro z oo stejnoměrně limz Q(z) = 0 pro
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všechny argumenty O argz <1n, vymizí integrál podél půlkružnice
00

podle (VI) a zbývá / Q(x) áx =
2tcÍ 2/4-

1142. Integrovali f(z) = r-y-—-i “i z
pro m > Opodél dráhy vy
značené v obr. 14stává-li se
poloměr kruhu R nekonečně
velkým aodvodili důsledky,
/(z) má uvnitř naznačené
uzavřené dráhy jediný pól

z = i. Residuum Obr. 14.

= lim(z — i
( + i)(» - i) = “2' Tedí /« 2) d2 “

Kontura skládá se z polokružnice , průměru —R až -( Z«1.
fjmz

lim //(z) dz = 0, neboť podle (VI) modul z . —- blíží se nule
fí-*oo ' z
s rostoucím R. Jest totiž při z = /Z(cosy+ i siny),

pro —>co.

-siny+imHcos? s modulem Q-mRsinv< 1, lim
Í-—-—-1

= 0

OÜ
fr cxWÍX

.

/(2)<U= J

.
da; = u

Píšeme-li nyní e"“*= cosmx -f- i sinma;, jest reálná část
00 00

_^_sma;
=

^osm^
= ^J 1 + x* ' J 1 -f a;2

oc
/ a;4da;

(a -|- 6a;2)4’
1143. Určiti

*) Viz Petr, Počet integrální, str. 230 a násl.
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Funkce má pól v bodě p = i

Residuum R1 je součinitel při (2 —p)3 v rozvoji

* uvnitř kontury při a, > 0.

(p + z — p) 4
__

1 (p + z — p) 4

Ď4(z - p + 2p) 4 16p464 / z —
p\ 4'

\ 2p- "/

Použitím binomické věty najdeme iž,
32p 3 4 32ia*02’

takže daný integrál / = 16a^6í

11^4 1 ' v.- -
da: 1.3... (2 — 1)

1144. Dokazati, ze I — =-—-= —; .J (1 + 2)»1-!-1 2nra!
—00

Funkce Q(z) = —
^—-r má uvnitř uvedené kontury

(1 _)_z )n

(n+l)-násobný pól z = i. Residuum i?! je koeficient členu
(z — i)- 4v rozvoji Q(z)podle (z —i) nebo členu (z—i)nv rozvoji
(z_i)»+l Q(z).

(Z_ i).«C( 2) =
1

, -
(2i)”+1 1 +

-'+-i)n+L 2l

2i

(n + l)

(2i)”

Rozvedeme-li mocninu podle binomické řady, jest

R =
1 (-(n + l)\ l

? ==_
1_/- !)) 1

1 (2i)n+1 \ n I (2i)n

rx/

(2 i)n+i \ n I (2i)n
(— l) n(n + 1)( 2)

...
2n

22rt+l0ÍÍ'7T(2n+1)^,f

da;
ZniRx = 2n(r- :rR i(1 + x1)n+1

2 1 { 1)
...

2nn\

2
.

22, \ n! ’
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7
Tz(2n)\ 1 . 3 ... (2n — 1) 2 . á ... 2n
22n(n\)2

Na př.

Zavedeme-li

obdržíme

a tedy

1145. Vypočísti

Vyšetříme

2nn! 2nn\

1 . 3 ... (2» - 1)
2nn\

00
/ da;

3= I 71-(1 + a:2)

t — ,
dř

x = —^—, da;= -.ß ’
00

j ß2n+l t
= I

/

[(t
- «)2+ +1

di I

f
[(í — ) 2 + ß2]**1 ß^+i'

; 2 — 2
( 2 + 2 cosmx dx — I.

í-
J d

3z2 — 2
(z2 + 62)2

e mz (J 2

Jediný pól uvnitř 0 jest % = i6 a jeho residuum R1 jest koefi
cient členu (z —i6) v rozvoji (z —ib)2f(z). Máme tedy

-mb[3(2 — i -|- i) 2 — 2]

(2-Í6 + 2ió) 2 - eimiz - ib) ďmb
= -4P- [« 2 + M 2

2
bib (2 —ió) ..]

imX I 1 + -j-y (2 — i) -f-
... ,

iž1= . 462
(a2 -f 362) im — (a2 + 36

~ 362 —a2 —mb(a2 -)- 362)

2) -
6iój

462

I = TZlR1=

ib

ne-,—mb

463
[362 —a2—mb (3b2+ a2)].
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Má-li Q(z) na ose reálné jednoduché póly a1;a2, užijeme téže
kontury jako na obr. 14, na ose x však jednotlivé póly a»obejdeme
polokružnicemi y* nad x, takže vznikne jakési zoubkování. Integrál
podél jk se rovná polovině integrálu po celé kružnici 2yj, integrujeme-li

v kladném smyslu tedy —-r.iAi, kde Ai: je residuum patřící pólu osť.
Potom

00\Q(z) dz = /+ j — = ^,.
—cc

Riejsou residua pólů uvnitř kontury , samotná velká půlkruž-
00

nice. Konečně JQ(%)d< = 2tií 2-^* + ^Aic.

1146. Vypočísti
J

= /.

/027W2—rr^-. Uvnitř je pól z = ia, na ose xz(z + a2)2

jen z = 0. Residuum v bodě ia je koeficient (z —ia) v rozvoji

0tm(z—ia)0—
(z —ia)2

(z — ia + ia)(z — ia)2(z —ia + 2ia)
Ím(z—ia)

4ia3/ ^ ^ z ~ _)_2 —i®

xh 2 ir +
-4

e~ma lim 2 \
„ .„ e~mi,-K/ 2

,
\

..-(---
5

-). 2’ *= ^ + “) 1'

Residuum Aľ v počátku podle (II) jest —.

00
eimz isinmzdz

0 .r>I 7~2\ 2\~— I (A\
2\~ —

-|- TllA1,J z(z2 + a2) J z(zÁ+ a2)
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, I . . -“ 2\7 “ 1SÍ--
(“ + )-

00cos2<,'cos2a.a;
—

cos26a;
,1147. I 2 — Ax= l.

qOuz
Funkce —;2

má pól jen v počátku s residuem 2ia. Uvnitř kon-
2»

tury pólu není. Jest tedy

00//() da; = — 2 -f 20 = 2(6 —). 7 = (6 — ).

—
Obecnější výsledek viz Petrův Počet integrální, str. 265.

00/j2.m 2n
j

dí Pro m < p, n < p a, celá kladná.

fr 2m

Uvažujme / ^ dz vzatý po obvodě polokruhu

2p_
z př. 1142.Funkce ve jmenovateli má nulové body = |/l,t. j.
2p hodnot, z nichž polovina leží nad reálnou osou na polokruž-
nici s poloměrem 1. Residuum jest podle (II)

z2w,
^

J
— 2pz2p~'1 —

2 pak2(p~m)~~1

1 ,
2m -(-1 • • 7 2m 4-1 4

— —— cosa; 7t4- i smíc Tz ,2p y p V \
neboť

(27-ľr ^Tc-\im+^
COS — i sin —I

2p 2p j
00 p 00 00/=/ + / = 27TÍ / = 0, / = 2/, tedy

C —00 /’0 1’ —00 0

•V p • 1 ^ ľ
; 2m + 1

, . . ? 2m + 1 1
J = 71 Ti*: = — Til7- COSK 70 + 1Sink TU .
00 2pVL P P }
Součet kosinů dává 0 následkem symetrie, takže zbývá

p — i ^ 2m -f 1
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1149.

pav sm-ä -
Podle známé věty >sin&« = • y; sm 2 (P ‘ 1) ^> protoJ ^ smi« ľ

^ sinp^-(2m + 1)
.

-1
/ , ,

2+1
2 = —

. 2m 1 Sin —»^' (2 + 1) TU = cotg —— TU.
0 sm —5®—tu -P -PZp

OO
fl—pv

0

č2m
, Ti x

2m + 1
, v vclí = ——cotg . a konečne

^ ^ vn

Pí2™— t2n' s tu ,
2m + 1 2m + 1J

—^ d<- 25
| 0 ‘- ~ - »‘8-

Ü
/ -2 ^)w

—-r—j— dz podél kružnice (střed O) odvoditi

(n, celá kladná čísla) integrály
+1

j x2nda;
I (2 cos«) n+ř cos(w — k) u u, f y-J \ ^ —

—1
Bod z = 0 je pól řádu { + 1); residuum bude činitel zk v rozvoji

1-Ar=(fy jest ted y
/^ř

dz
=(?)•

Nyní položme z = e2'”, na místo n pišme pak n + k.

z = cose/ i siny = cos2tt + i sin2M, na kružnici mění se
tedy y od 0 do 2tu, m od 0 do tu.

( 1 + ^
1 I

e2iu(k+l) lU'

Čitatel je (e~m + )+ em(re+,,') = (2cos u)n+k
^ \ 1c\

tedy / = 2i f(2 cosu)n+k e'"<n~k>du = tu 2i |
^

)

Uosadíme-li za eiv(n = cos(ti — ) + i sin ( — k) u, jest po
srovnání částí ryze imaginárních

^ ÍTb [ )^*\/(2 cosw)n+* cos ( — k) u d = tu ( j. J-
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Pišme dále cosu — x, du = - - —-—, ä;—.j/J
- x2

I f x2” d*

z p -

1.3.5... (2n — 1)

1150. Integrací funkce - (pro < I a kladné) podél obvodu
1 -p z

v obrazci 15 odvodili

xv-\f1 + X
dx.

Uvnitř obvodu I 1leží jen pól
z — — 1. Jeho residuum
podle (II) jest (— 1)?' 1=
= e(p—1)ni

. Tedy

ff(z) dz = / + / + / + / =
C R, r Rt

= ZmeW-V™.

Integrály / a / konvergují k 0,když K cc nebo g 0, podie
c y

(V) (VI). Podél R2zp- 1 = xp~ x
,
podél R1je argument z roven 2.

takže zp~1= < ^ 1)<|:,'+2, >= q^4p—^xv~1
. Jest tedy

Obr. 15.

Z toho

J"
f(z) dz = [1

—
2,:( —b]

j'
(̂ x — *

o

27rie (p—;b 3li
.

CO
/

x1̂ 1
,

2rci — 71 7t
{XX ; r1 + x e—(p—iW_ e(p—i)m sin(p — l) t: sinpr:

1151. Integrál lze derivovali podie parametru p a dostaneme

CO
P

XP~ L igx
^ 7 2 COSTip

l -r x SIM 77p
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Zavede-li se místo x = — vznikne při a >

- Tcap_1
— dw = . ,

který lze derivovati podle a:
a + smTtp

O
oc

r„
áy = -

(V-
,
1) 7toP~1

, nebo po yfcderivacích:
J (« + i/)2

d„ «(_!)» (t “J)
J (a-y) k+1 M Jfc I sinTtp

1152. Integrací e-2 '’ podél stran obdélníka — O, y = b, x = R,
co

x = — R pro limii' = co odvoditi /er x'~cos26x da: = |/-e b\
COfe- z*dz O,protože uvnitř obdélníku není sing. bodu. Jinak:

co b —R O
/e ri da: -)- /~ <+ ' ')!dy + / e^ x+ib’>’da: + /e“ (—+*')’ dy = 0.

—oo O Ä 6
00

Tedy J/'tt+ + /e -a;!+6’e_"2'i>-r da' + = 0.
co
—2 — cos26x — i sin2a; dává

00
e6' / e~x‘ cos26a;da; = [/ti a tím hledanou formuli (viz 936).

—00
1153. Integrovati funkci e~-zn—1 (n reálné kladné) podél osy a; od O

do R, pak po oblouku kružnice AB poloměru R velikosti

o středu a zpět po poloměru BO. Nechati R -> co a odvoditi
při < i-Ttintegrály

00
I I = f un~1e~a" cosbu du. I 2 = fun- 'e av. únbu du

o ’ (i

pro a, b reálné kladné.

Integrál / f(z) dz — O,protože funkce e-^z”- 1 je pro n celistvé

kladné funkcí celistvou. Avšak při R -* co jest

00 O
f f(z) dz = O= /e Xxl> 1da' + J _?2 dz - - /e ’z" 1dz. (I)

A
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Integrál po oblouku AB je pro limíž -> oo roven 0 (viz podobná
vyšetřování na př. v Goursatově Cours ďanalyse, t. II); integrál
první po ose x jest Eulerův integrál (), takže zbývá podél OB

integrál třetí, který možno psáti při tga = ~ po substituci

z ==u(a + i6), dz = (a + ib) áu, při reálném ve tvaru

co
(a ib)n fe—u(a+ib) un~ l du = (n) (podle I),

00 00
J —«(«»6) ~\ dw,= /e - -““(cos?/ — i sinbu) ”—1du =

() () () cos"«
—il li 2 ==( + i)" a"(l + i tg«)” a"(cos« + isin«)"

() cos"« . . . .= (cosna — i sinna).

Odtud srovnáním částí reálných a imaginárních
oo

/

, , _
()

un e cosM du = cos"« cosw«.

, • 1 ,
()

I 1e~smM dM= cos”« sm-ra«.J a"

Přímý výpočet mnohem složitější viz na př. Serret-Harnack,
Integralrechnung, 1899, str. 150—152.

Zavedeme-li a = b dostanou integrály tvary

( )
.

()
. . ,— srn“« cosw«, — sm"« sinn«. Pak pro « = 0, « = Itcfon 7 fon A 7 *

dostáváme integrály (n < 1):

oc/
00f’

, .
()

x”- ' cosbx dx = -r— cos iwTc,"

{)
”
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Z integrálů /,, I., pro a = = rx — plynou dále

00

/n\xne~ x cosx d.x — -, :cosíw, -I- 1) !,|/2»+i

f
xne—x smxáx

— sin(» + 1) \ (viz Cesáro, 1.c. str. 717).
n\

]/2"+1

Fourierovy řady II

1154. Máme-li rozvésti ve Fourierovy řady funkce sinma:, cosmx, zave
deme eimx= cosmx -j- i sinmx — f(x) a dostaneme v intervalu
(— , tt)

oo
j(x) = |a 0 + 2( a* coskx 4- bk smkx), kde koeficienty

—7
a srovnáme pak části reální a ryze imaginárni. Protože

/Q(a+bi)3ed —

e(ci+6í).t _ — _ — eax(cosbx 4- i sinx),
a + oi a 2 + o2

dostaneme srovnáním částí reálních a imaginárních

/ 0«
earccos da; — - —-—tü cos ; 4- sina?),

ci —j—
f

Nyní plyne dál

®sinx der = ——f- (a sinbx — b cosbx).
a 2 4- b2

e1
. .I e1”**sinfea;da; = r (im sin/ca; — lecoskx)

J 2 — m2

' ' /0 0—' 1 — m2

. . .
2(—

= I (cosmx + i sinm.r) sinia; d.r = i —— — sinmu.
J k1 — m2
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Odtud /„ ,
2snmit{— l)*'ttfc

shl
7 fc2 —

2
.

sinx 2 sin2a; 3 sinSa:
smmx = — sin»«- — r —- ^ir L1 — m 22 —m2 32—m2

Podobně

/
TC

'tt
, , .

Hmlcx+ im coskx
e mxcoskx d.r = e mx

2—m2 — 7

imi— 1)* . im(— l)4 (— l)k+1m .= e™" T - e ’ JY 4 - ,2• 2 2sinmTt,
—m2 fc2—m2 2—m2

2
.

(- 1'
at = — siiiwi- - takže

n * —
2

.
1 cosa: m cos2a;

cosma:= — smrrnz | — , —; -n l_2m I2—m2 22 —m2

1 —r cosz1155. Rozvésti ve Fourierovu řadu
—2r cosz J »2

Uvažuime -——— =14- reiz 4- r'2e2iz4- ... = A —J 1 — re'z

= 1 -|- r cosz + r2cos2z ir(sinz -f- r sin2z ...).

Avšak též -—-—r-= e -'v = A, kde v modulu - iest
1 —re*2 a a

a — (1 —r cosz)2 -)- r2sin2z = l -f- r2 — 2r cosz = j (obr. 16).
1 / 1 —r cosz ir sinz\ r sinz

~W\ W W /
gV' 1 - r cosz '

Srovnáním částí reálních a ryze imaginárních plyne:
1 — r cosz

t"; i r cosz 4- r2coš2z 4- ••• ,1 — 2r cosz

1
.

/
^ r sinz \

„ . ,r sin Iarctg ,— — I = r sinz 4- r2sm2z
'j \ ° 1 —/ cosz /

Aby řady konvergovaly, musí

|ret2| < 1, re~ u <1, ey > r, > Igr.
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Avšak
sinz"!ítJ
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