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PREDMLUVA

Tento druhy dil obsahuje v podstaté zbyvajici tlohy p
vydéan{ knihy ,,Refené tilohy z vy3sf matematiky*‘ (Praha 1939}
ktera jest jiz dlouho rozebrana. Prakticka potteba si vyzadala, ze byly
pridany funkce hyperbolické a hyperbolometrické s uZzitim, rozvoj
funkei v fadu Taylorovu a Fourierovu, v dodatku pak Fourierovy
Tady s proménnou komplexni. Poc¢et 746 prikladt ve vydani z r. 1939
vzrostl tak i s ilohami dilu I (Poc¢atki) na 1156, tedy o 410.

Prvy dil (Poc¢atky, 1945) obsahuje nyni vétsinu latky prvé mate-
matiky na technice, dil druhy zbytek a tlohy z matematiky druhé (bez
analytické a diferencidlni geometrie ¢ar a ploch).

Ulohy byly voleny takové, které se vyskytuji ve vétsing utebnic
vyssi analysy, pti éemz byl bran zietel hlavné na jejich vhodnost a uzZi-
te¢nost. Kromé piiklad pivodnich jsem éerpal hlavné z téchto knih:
K. Petr, Pocet diferencialni, Praha 1923.

K. Petr, Pocet integralni, Praha 1915.

K. Petr, O rovnicich diferencialnich, litogr., Praha 1911.

E. Weyr, Potet diferencidlni, Praha 1902.

J. Vojtéch, Zaklady matematiky, Praha, I. 1928, II. 1923.

E. Cesaro, El. Lehrbuch d. alg. Analysis und d. Inﬁnitesimalrchg‘,

Lipsko 1904.

Ed. Goursat, Cours d’analyse, t. 1, 2, Paris 1902, 1905.
Serret-Harnack, Lehrbuch d. Dif. u. Integralrechnung, B. 2, 3, Lipsko

1899, 1904.

W. F. Osgood, Lehrb. der Funktionentheorie, Lipsko 1920.
Schlomilch, Ubungsbuch zum Studium d. hoh. Analysis, Lipsko 1900.
Forsyth, Treatise on differential equations, Cambridge 1889.
Whittaker-Watson, A course of modern analysis, 1920.

Predpoklada se ovsem znalost dilu I a soucasné studium na pr.
II. dilu Vojtéchovych Zikladi.

Panu prof. dru Vy¢ichlovi dékuji za velmi peclivé preéteni
a Gpravu rukopisu i za odstranéni zbyvajicich nedopatteni.

V Praze r. 1947. Audtor.






POCET DIFERENCIALNI

Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Funkce hyperbolické znazornujme hyperbolou &* — 5% = 1 ana-
logicky jako funkee goniometrické v kruznici §* 4 #* = 1. Na obr. 1
jest OA = 1 a déle x obsah vysece OMAM,. Pak

MC = sinhz, OC = coshx, AT = tghx, BD = cotghz.

Hodnoty funkei hyperbolickych
jsou definovany analyticky vzta-
hy:

. e et
sinhx = S tgo,
x T
coshz — 2 ey o= : 3
2 cosp
z __ p—2& 1 y
tghz = e e sinhx Ly

e? 4+ e—* coshz

z —Z
cotghx = - pbfnk

Lze je tedy pocitati jako gonio-
metrické funkce ahlu

= ampx = 2 arctge® — I=w
nebo piimo vy¢isti ze zvlastnich
tabulek (Techn. privodce, tab. 7).

Zakladni vzorce:
sinhz -+ coshx = e?,

coshx — sinhx = e—2,

cosh?x — sinh?x = 1,
sinh(z + y) = sinha coshy + Obr. 1.
-+ cosh sinhy,
cosh(xz + y) = coshz coshy -+ sinhz sinhy,
sinh2x = 2 sinhx coshz, cosh2x == cosh?x - sinh?z,



tgha + tghy - _ 2tghx
1 + tghz tghy’ ot 1 + tgh2x’

coshnz + sinhnx = e** = (coshz 4 sinhz)?,

tgh(z + y) =

2n—lginh®*z — coshnz — (";‘) cosh(n — 2)x 4

= (72") cosh(n — 4)x — ... 4+ 1 (ﬁl) (n sudé)

= sinhnax — (q’) sinh(n — 2)x +

i (g) sinh(n — 4)z — ... + (% (n"_ 1)) sinhz (n liché)
2n—1cosh™x = coshnx 4 (7{) cosh(in — 2)x 4+ ... + (ﬁz) (n sudé)
e n
e e T S S S e S T -+ (%(n 4 1)) coshz
(n liché)
Tedy na pt.:

sinh?x = 1(cosh2z — 1), cosh?z = (cosh2z + 1),
4 sinh3x = sinh3xz — 3 sinhx, 4 cosh3x = cosh3x 4 3 coshx.

sinhnx = (7;’) cosh"—1z sinhz + (g’) cosh"3z sinh3z + ...

coshna = cosh™x + (g‘)sinhzx cosh—2x 4 ...
Tedy na pt.
sinh3x = 3 cosh2z sinhx -+ sinh3z = 4 sinh3z + 3 sinhz,
sinh4z = 4 cosh3x sinhz -4 coshz sinh®z=4 sinhx cosha(2 sinh?z--1),
cosh3z = cosh3z 4 3 sinh2x coshx = 4 cosh3x — 3 coshz,
sinh4x = cosh?z-}6 sinh2x cosh2z-}sinh%zr=1 - 8 sinh2z-8 sinh‘z.
Funkce hyperbolometrické jsou inversni k hyperbolickym.
y = argsinhz. = lg(x + |/2* + 1), 2 = sinhy;
y = argcoshx = + lg(z + sz — 1), z = coshy;

y = argtghzr = 1g Vi __F z, z = tghy;
y = argeotghz = Ig ]/g—i;—i, x = cotghy.
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Jejich hodnoty lze uréiti z tabulek nebo z uvedenych vzorci. Na pt.
mame urditi # ze sinhz = 6,050. Tabulky dévaji « = 2,50. Vypodet
& — argsinh6,05 = Ig(6,05 + ]/37,602) = 1g12,18 = 2,500. Podobné

1 A e
s G /44,4 = 16,66 = 1,896.

x = argtgh 0,9562 = Ig S

Derivace:

16. Dsinhaz = coshxz, Dcosha = sinhz.

1 1
17. = = ——
7. Dtghax sovs v Dcotgha Y
18. Dargsinhz = ,—_:l_::, Dargcosha = %:
1//932 + 1 l/xz e
1 —1
19. Dargtgha = T Dargcotghz = = e

Priklady viz v dalsich odstavcich.

Véta Taylorova

Podle této véty lze vyjadriti spojitou funkei f(z), ktera ma v bodé
%, = a vSechny derivace do (n + 1)-ni uré¢ité a kone¢né, vyrazem

fa+ o) =fio) + LR o 1 L@ goy L @0y 7h @

z +

T. zv. zbytek fady Z,, udal Lagrange ve tvaru

a1 n+1
CET fm+D(a 4 dz), Cauchy ve tvaru

pro 9 hovici podmince 0 < ¢ < 1. Je-li pak lim Z,,; = 0 a mé-li f(x)
n—»w

Vv (a, @ + z) viechny derivace, je mozno vyjadiiti f(@ 4+ «) nekonec¢nou
konvergentni 7adow Taylorovou. Pro a = 0 slove rada Mac Lauri-
novou. ProtoZe jsou mocninové fady stejnomérné konvergentni pro
|z < o (polomér konvergence), lze je téz integrovati (derivovati) ¢len
za Clenem, takze dostaneme fady Taylorovy pro integral (derivaci)
puvodni funkce. Téchto fad se uziva k pribliznému vypoctu hodnot
funkce f(a + z) hlavné pro mald z, takZze postaéi nékolik prvych ¢lent.
— PiSeme-li v horni fadé x — a misto x, nabyva tvaru

(1 =9 fr+D(a + D),

11



foy = f@) + L o —a) 1 T o apy .

Je to rozvoj funkece f(z) v okoli bodu a.

Podaii-li se f(z) nebo f(a 4+ ) rozvinouti v mocninovou radu
podle  — a resp. podle  tfeba jinym zptsobem, na pi. derivovanim
nebo integrovanim jiné znamé rady, ndsobenim Fad nebo jejich déle-
nim, umocnénim, odmocnénim fad mocninovych a pod., dostdvame
rozvoj totozny s Taylorovou fadou. Pro tutéz funkeci nemohou totiz
v okoli téhoz bodu a existovati dvé rtizné mocninové rady.

Tyto poznamky ¢asto velmi usnadiuji rozvoj sloZitéjsich funkei!

Priklady
Jest rozvinouti v Taylorovu fadu funkce:
681. f(z) = e® v okoli bodu @ = 0. VSechny derivace f®(z) = e® maji

pro x = a = 0 hodnotu 1, takze plati rozvoj (I)

z___l z x2 x3 k (¥ P ] kvdr
O +iT+7!+3—!+"" onvergujici pro kazde x.

682. f(x) = xe® rozvineme v okoli @ = 0 pohodlnéji tak, Ze dosadime
za e® fadu pravé odvozenou:

el xz , x3
o Mol vl gl

683. f(x) = sinz mé fM(x) =sin(x + ».in), tedy fZ)(0)= 0,
f@E+1D(0) = (— 1)* a Fada zni

a8 e
+T3T+ ... pro kazdé x.

: z a8 b, x? o S
smx:l—!—?! —|—~5-!——?+ ... téz pro kazdé .
x2 x4 6

684. f(z) = coge—'1 reera ——%—}— ... pro kazdé =.

4!
Funkei lgz nelze rozvinouti v Taylorovu fadu v okoli bodu 0,
nebot funkce i jeji vSechny derivace tu nejsou spojité. Lze ji
viak rozvinouti v okoli bodu ¢ = 1:

x3
3

x

2
g1l + 2) =T — o+

x4
1 —-T-}—...pro—1<x§1.

12



685. f(z) = tgz. f(2) = — 1, ['(0) = ope = 2ff, " =2ff" +
1+ 2f2, atd., takze f/(0) = 1, {/(0) = 0, f&(0) = 2, f®)(0) = 16,
tgr = x + Ya® + Ha® 4 r” + 352 + ..., (Pro |z| < 1))
Také je mozné déliti fadu pro sinz radou pro cosz metodou
neur¢itych ¢initeli. Uzijeme-li jen prvych t¥i ¢lent, vznika

7
chyba 6 < 27(1 + a2 4+ a* + ...) = liﬁ'

686. f(x) = arctgx v okoli bodu a = 0.

vz

1. Prvy nejjednodussi postup jest integrovati fadu pro
derivaci f'(x)

e i ol o
dx % il SR
flah mif 5ty 2 R

Protoze arctg(0) = 0, jest integra¢ni konstanta ¢ = 0.

2. Druhy postup spodéiva v tom, Ze si pro hodnoty f*(0)
odvodime rekurentni vzorec, protoze piimé pocitani derivaci
f¥(x) ¢ini potiZe. Derivujeme (1 + 22?) f’(x) = 1 podle formule
Leibnizovy (P. pf. 216)*) (n + 1)-krat a polozime x = 0:
DB 4 a2) f/(2)] = () (1 + o¥) +

£{2 8 f‘""-'”(x),- 22 + (" T 1)@y 2 + 0.

Dosazenim z = 0 mame hned

0 = f+3(0) +

= — n(n 4+ 1) f(0). Odtud f'(0) = 1, f"(0) = 0 a dale vSechny
sudé derivace vymizi; f”(0) = — 2!, f)(0) = — 4!, atd. Pro liché
kje fO(0) = — (k — 1)! a

L";—l.)»- f(0). 2 neboli fn+2(0) —

3 5
arctgy = il — x_ + x_ — ... jako nahore.

*) P. znadi Potatky vy$$i matematiky, JCMF, 1945. Druhé vydéni
vyjde 1950 pod nazvem ReSené tilohy z vy$§i matematiky, dil 1.
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687.

688.

14

3. Treti postup spoéiva v piimém poéitani derivaci

arctge = y jako funkei y (2 = tgy)
D(arctgz) = y' = 1——_&—12— = 1——{—_11',@ — cos?y.

y" = — 2 cosy.siny .y = — cos?y . sin2y = cos?y sin2(y + in),
y" = 2 costy cos2(y + In) — 2 cos’y siny sin2(y + Iw) =

— 2 cos®y[sin(y + ¥m) cos2(y + ¥r) +

+ cos(y + 4=) sin2(y + 4n) = 2 cos®y sin3(y + Irw).
Takze dostavame zjevné y™ = (n — 1)! cos"y sinn(y + =), coz
Ize dokazati tplnou indukei, derivujeme-li tuto rovnici jesté
jednou. Pro xz =0 jest y,= arctgd = 0, sin2k(0 + ir) =
= sinkn = 0, takZe vSechny sudé derivace f*)(0) = 0 a liché
derivace jsou stridavé +1 a —1.
Radu pro y = arctg(z?) dostaneme, kdyz polozime 2? = z do
rady

P z° 2 27
arctgz_T—--3-+.g.__7_+ ser

takze hned

22 fd 210 14
a,rctg(xz) = T—?+—5—-——T+ ces e

f(x) = arcsinz rozvineme analogicky podle piikladu s arctgz
z 1 nebo 2.
L@ =0—a2) T=1432"+ it +$ 3820 + ...,
a integraci
arcsinz = x + ta® + S2° + ;4527 4 ...
2. Derivujeme podle Leibnizova pravidla (1 — a?) f%(z) = 1
(n 4 1)-krat a dosadime tam x = 0. Vyjde nejprve 2f'f"(1 — x?).
. 2zf'? = 0 neboli f'(1 — 2?) = «f' a nyni
fm+2(1 — g2) — nfn+D2g (n)/m)z — D) | g 4 pf;
pro £ =.0
fr2(0) = (n* — ) f®(0) + nfM(0) = n*(0).
FO)=1,1(0)=1, & =09, D =25.0, ...
a dostaneme tutéz fadu jako shora.



689. Taylorovou Fadu pro y = lgcosz lze obdrzeti pfimo integrova-
nim Fady pro tgz, nebof Igcosz = — [tgz dz. Dostaneme

Igcose = — (3% 4+ ot + 52° + ...).

@ s a® 1 x4
690. y=m=x.(x——?+—m—..)— + +3f)0+
x3 i
:tx:}:—ﬁ—;t——lzoi}:...
28 @b
T
x° 25
i_ﬁ_:F%i
75
360
691. Podobné
1
Yrmeos s 1:(1 — 32?4 4t — 32t 4 ...) =

0Sx
=14 32 + P2t + A2® + F52® + ...
692: Proy'= o(z)i= @ dostaneme mocninovou fadu bud podle
Taylora, nebo vypodéteme-li ¢®(0) = f*+1)(0), podle pf. 686,2
pro f(x) = tgz. Dostaneme:

1
cos2x

P(#) = —5= =1+ 28 + fo* + Ha* + ...

Tutéz Ffadu dostaneme vsak derivaci fady pro tge nebo umoc-
nénim fady pro secz na druhou.

693. y = coshz = 1(e? + e—*). Radu dostaneme jako Taylorovu,
v niz

)= fi(e) = smhae S (2=t conh {22 () =—H0;

f'(0) =0, !"(0) = [ER0) =1

b

coshz — 1 + 5] + + —|—

Tutéz fadu dostaneme jako polov1cn1 soucet fad pro e* a e,

15



694.

696.

16

Derivaci fady coshz dostavame hned

3 o

el &
sin x_z—i—?’!——i—ﬁ—i—....

y = e“sinbx = f(z). Pomoci Leibnizovy véty mame
fm(z) = ane®® sinbx + (71%) a"—1be** cosbx — (g) ar—2be® sinbx —
— (7;) a"—3h%e* cosbx + ...,
f(0) = 0, f'(0) = b, {*(0) = 2ab, {"(0) = 3a® — b, [ =
= 4(a®b — ab?) atd.
y = bx + abx? + }(3a®* — b?) ba® 4 jab(a® — b%) 2t + ....
Téz nasobenim Fad pro e, sinba.
Rozvedte podle mocnin (z—2) mnohoc¢len f(z) = a® + 222 — 3.

Uzijeme Taylorova rozvoje ve tvaru

fe) = fo) + L (o g 4 L0 iy LD

f(2) = 13, f'(2) = 20, {"(2) = 16, {"(2) = 6,

(x — a)d.

takze
f(®) = 13 + 20 (z — 2) + 8 (x — 2)2 + (z — 2)5.

1 ; 2
= rozvésti podle mocnin z — a.
: O 2.3
f zedS T f" = oy "= e atd.
1 1 r—a (x — a)?
il e e ke
Totéz bychom dostali Gpravou
o 1 34 1 it
x a+x—a_al+_£:ﬂ_
a

Rada konverguje, kdyz kvocient <1, tedy < 2a.



697. Nalézti Mac Laurinovu fadu pro f(z) = e™**. Pisme
: 2 22 28
z = xsinz, e = 1 +1_!+§—+§+

a do této fady dosadme za

: xt i ik
= xsmx:xz—T—l—-l—% —m+
Dostaneme postupné ;
e — ot — Ja® 4 x® 4 ...
328 = Jat — yad + ...
g2t = x4 ...

ezsinz —t 1 + x2+ %x‘l"l—'j'%bxe_?,]ﬁl(’)xs_‘_ S

698. Podobné najdeme fadu pro f(z) = (1 + z)* = e®le(1+2),
2 3

zlgl + 2) = 2; e — 1+1i!+’;_1+%+""

sem dosadime

xz x.’i + x4 w5+ xG I I<1
2= — — —_——— e T 0 05
LR el e P
a mame
122 = ot — Jod 4 fa® 4 fad 4 ...
P 6

(1+ 2 =1+ 22 — §a* + §a* — 3o + Ha* +

Numerické FeSeni rovnic methodami pfibliznymi

Priblizné hodnoty kofent se najdou z tabulek nebo graficky pri-
sekem kiivek nebo nomogramem. Na p¥. rovnici 2z = tgz Fesime pri-
sekem ¢éar y = 2z, y = tgz. Grafy (tabulky) ddvaji kofen x; = 1,16....
Tato hodnota se pak zlepSuje metodou itera¢ni, regula falsi, metodou
Newtonovou a pod.

1. Metoda iteraéni: Danou rovnici F(z) = 0 pfevedeme na takovy
tvar f(x) = ¢(x), aby v okoli kofene bylo |¢'| < |f|. Je-li pak 2, prvni
piiblizné hodnota kofene, vypotte se @, (druha pribliznad hodnota) ze
zjednodusené rovnice f(2,) = ¢(2,), dal¥i pfibliZeni x, z rovnice f(;) =
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= @(x,) atd. Leckdy lze uziti tvaru f(z) = x a feSiti * = ¢(x). Pak
ovsem |¢’| << 1 v okoli kofene.
II. Regula falsi. Lezi-li kofen rovnice f(x) = 0 mezi éisly a, b, jest

5 i i
f(b) — fla)
znaménka. x; je bod, v némz sece osu x seéna vedena body [a; f(a)],
(b5 /(b)].

 III. Metoda Newtonova. Maji-li f(,) a f"(z,) stejné znaménko, je
dalsi priblizeni

dalsi priblizeni 2z, = a — f(a) f(a), f(b) musi miti razna

Lol f(z,)
arhT ey
Metody lze uziti, i kdyz znaménka f(z;) a f"(z;) jsou ruzna, ale je-li-

f(i)
f'(w:)
Metody se nejcastéji kombinuji.

malé vzhledem k z; a |f"(z;)| malé vzhledem k f'(x;).

Priklady
699. Resiti 2% + 102 — 1 = 0. Pidme x = 0,1 — 0,12%. Hodnota
jednoho kotene je tedy ptiblizné 0,1 = z;,. #, = 0,1 — 0,1¢ =
= 0,0999; 25 = @(x,) = 0,099903 atd.
700. Regiti xe? = 0,1. Vyjadiime-li e* znamou tadou, bude
3

x4
xex= x+x2+?‘+?+
Nyni lze psati bud

ay z =01 — 2 — 428 — Jot — .. a polofiti e, = 0,12, =
= g(z,) = 0,1 — 0,01 — 0,0005 — ... = 0,09; 2z, = @(a;) =
= 0,1 — 0,0081 = 0,0919; atd., nebo rychleji

b) 2 4+  — (0,1 — }a® — lat — ...) = 0 a Fesili jako kvadra-
tickou z = — 0,5 4+ /0,25 + 0,1 — }a® — }a® — ....
&, = 0,1; 2, = — 0,5 + |/0,3495 = 0,091; z, = 0,09128;
z, = 0,091277.

701. Resiti rovnici 10* = 21 Logaritmovinim dostaneme
f(x) =  —10 logz = 0.

18



702.

- 703.

704.

Odtud z tabulek zkusmo

2, = 1,371, f(z,) =  0,0008,
zy = 1,372; if(x5) = — 0,0025.
Regula falsi dava
e 1371 4 SOLOI08 7y,
Pravidlo Newtonovo:
) 10 loge 4,3429 £ 4,34
fla)=1——282=1 222 pa)-22>0

Nutno tedy pravidla uziti pro bod x;, = 1,371, kde f(x,) a f"(,)
maji totéz znameni.

0,0006
2, 170%

Skuteéné 'podle pétimistnych logaritma
f(zy') = 1,3713 — 1,3718 = 0.

zy = 1,371 + =2 = 1,3713 shodné s z,.

Resiti 22® + 1,522 —  — 0,5 = 0. Kofen men3i nez 1 jest mezi
& —0.6 a o, — 0,7, nebol f(n;) — =:0,128: " f{w,) — 0,221

Regula falsi dava

0,1
:1'3_06-}—01280349_064.

Metoda Newtonova:
f=6x+4+3x—1, ['=12x+ 3.
Musime ji uziti pro z; = 0,64.

f(xzg) = 0,624 + 0,613 — 0,64 — 0,56 = — 0,003,
f(z;) = 2,454 + 0,92 = 3,374,
0,003
s 41 !
2, = 0,64 + —= ke = 0,641 atd

i i xe®
Regiti rovnici — -
e —

= 5. Vypoéteme x = 5 — 56— s pii-

bliznou hodnoteu x, = 5. Pak iteraci z, = 5 — 5e—5 =
=5—5.0,000674 = 4,9663, x; =— 5 — 5e— %9 = 4 9649 atd.

Resiti rovnici sinhz = 3z. Mozno psiti e? — e—% = 6x, e =
= 6x + e—*. Z tabulek pro e* najdeme x; = 3. Pak dosazenim
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e? = 18 | 0,0498 = 18,0498 a odtud z tabulky nebo logarit-
micky x, = 2,89. Podobné dale

e® = 17,34 + 0,0556 = 17,3956; x, — 2,85,

e? — 17,10 4 0,0578 — 17,1578; z, — 2,84

atd. az ¢ — 2.:838T.. .

705. Rediti f(x) = @ — cosz = 0. Prvou ptibliznou hodnotu z;, < 1
odhadneme bud z diagramu, nebo uzitim dvou ¢lent Taylorovy
fady pro cosa:

r—1+4+3a2— .. =0; 224+ 22—2=0
dava 6 =—1+]3=0,732....

Abychom mohli uziti metody Newtonovy, vezmeme z, = 0,74,
nebot
f(z,) = 0,74 — 0,73847 = 0,00153 > 0,
fla,) = 1 + 0,67429 = 1,67429,
1i(2)) = cosm, —0,73847 > 0.
0,00153

& = 014 — 1 67499

— 0,74 — 0,0009 = 0,7391.

Dalsi krok metodou Newtonovou pro z, = 0,7392 (aby f > 0)
dava jiz 0,73908.
706. Resiti f(x) = 22 — cosz = 0. Jako difve najdeme 2, z rovnice
22 — 14 a2 — 42t =0, 2* — 3622 + 24 =0
dava x? = 18 4 ]/300 = 18 — 17,3205 = 0,6795,
x, = 0,8243, f(x,) = 0,6795 — 0,6791 = 0,0004,
fi(x) = 22, + sinz; — 1,993, f'(2;) =2} cosx > 0,

0,0004
= 088 e
x, = 0,8243 T 008 0,8241,
(@) = — 0,00008.
Regula falsi dava nyni
0,0002

707. Retiti logtgr — cosz = f(x) = 0. Z ptislunych tabulek najde-
me pro
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708.

z, = 1,18682 (68°), f(z,) = 0,39359 — 0,37461 —  0,01898,

x, = 1,16937 (67°), f(z,) = 0,37215 — 0,39073 — — 0,01858,
2y = 1,17810 (671°), f(x;) = 0,38278 — 0,38268 —  0,00010.
Regula falsi mezi #, a x; dava
0,00873
=l 1 —_=1,1
x, = 1,16937 + 0,01858 0.01868 — 117805,

() = 0,00000.
Metoda Newtonova se tu prili§ nehodi pro nepohodlny tvar f'(z)
a fYa):

a) Resiti rovnici f(z) = tgx — x = 0. Diagram funkei y = z a
y = tgx ukazuje, Ze koteny lezi mezi nrw a (n + %) =. Hledejme
na pr. kofen mensf nez $w = 4,7124 (270°). Za z, polozme tedy
(260°) 4,53786.

f(%,) = 5,67128 — 4,53786 = 1,13342 > 0,

tgx

’ B 2 ” 2k 0
Fley =S, [(0) =23 =y
UZzijeme metody Newtonovy.
e tgz, — z; 1,133 |
Ty = Xy “—%E*xl— == 4,53786 = 32,14 = 4,50.
0,137
23 = 4,50 — 20,61 — 4,50 — 0,0066 = 4,4934

atd.. Vicemistnymi tabulkami dostaneme x = 4,49340946.

o g 1 s
b) Resiti rovnici = = }lg %i——l—_—:argcotghx. Lze psati

o

f(z) = 2 — cotghe = 0, f/(z) = »a?-x—dT a ziejmé > 1. Pro
#; = 1,1 m4 f(z) hodnotu —0,15; pro 2, = 1,2, f(z,) = 0,001.
Pravidlo Newtonovo davé pro @ = 1,2
0,001
xs - 1,2 . —3—’27— = 1,19969-

Presnéjsi hodnota korene je x = 1,199678.
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709.

710.

22

Dluh D mé se umotiti anuitou o« = 2 a to n — 1 splatkami za-

k
¢atkem roku. Jaké musi byt trokovaci procento dekursivni?
JF—— y—nikl ;
Die=n 0T TR neboli k(r — 1) = 1 — r—n+1,

Odtud r =1 —|-—]t- i %r—nu'

Pro k = 20, n = 100 jest Fesiti rovnici
r = 1,06 — 0,050,

Budeme pocitat metodou iterac¢ni:

r, = 1,05, 0,05r—9 — 0,000399,
r, = 1,049601, 0,000414,
ry = 1,049586, 0,000415,

r = 1,049585, p = 4,9585.
Stradanim ¢astky o« koncem roku po n roki se ma nastiadati ka-
pital kx. Jaké musi byti dekursivni trokovaci procento?
> d
ko = zx% A neboli »* — kr + &k — 1 = 0.

Protoze r > 1, nutno pocitati

P I T
Aby iterace postupovala dosti rychle, musi derivace pravé strany
byt mala.
: 1 k ]l kr kr

2 :Zﬁr’ P e k1 nk(r—1) 4

nebof r je blizké 1. Musi tedy byt n(r — 1) mnohem vétsi nezli 1.
Budiz na pi. n = 100, & = 200.
Nyni povede iterace k cili.
logr = 0,01 log[1 + 200 (r — 1)].
Volme za prvé priblizeni r = 1,02:
Y W logr | 0,01 log]...]
} 1,02 | 0,00860 | 0,00690




Rozdil logaritm je dosti velky, proto hned piejdeme k &islim

1,013 0,00565 0,00556
1,0129 0,00557 0,00554
1,0128 0,00552 0,00551
1,0127 0,00548 0,00549

Dal budeme postupovati interpolaci:

f(z) = logaz — 0,01 log[1 4 200 (x — 1)]

R
1,0128 0,00001 |
1,0127 | —0,00001 |

Spravné r bude tedy aritmeticky stied
7 —1,012780 8" — 1,2750.

Jinak lze p poéitati oviem pomoci tabulek Achardovych a jinych
metod finanéni aritmetiky.

711. Redte f(x) =z + 2* +2°+ ... — 02=0. 02=0b< 1.
Metoda iteracni davd x, = b — b%. Druhé pfiblizeni najdeme
postupem Newtonovym:

f(z,) = — b* + (b* — 4b7 4 6b1° — ...) +-b° + ... =
= — 4b7 + b° 4 6b° + ...,
fe) =1+ 4x® + 928 ... =
=14 4 (h® — 3b® + 3b°) + 968 + ...,
flxy) . 467 — b — 6b1°
i Flg)
Xy =b — b* + 4b7 — b® — 22b'° 4 ... = 0,198451.
()= 12ade s =0 ()i (0]
avsak pres to lze Newtonovy metody pouziti podle poznidmky
pod III.

== 4b7 — b — 22b1° + ... .
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Funkce sloZené o vice prom3nnych. Vys3i derivace implicitn&
urcené funkce vice proménnych

SloZena funkce u = u(x,, %,, ;), kde x; = x;(y,, ¥,) jsou funkce
nezavisle proménnych ¥,, ¥, ma parcialni derivace prvého radu
ou ou 0x, ou 0, ou 0z,
_BTIJT 2 a—xl_@; 3 0xy Oy ox; oy’
ou  Ou 0z ou 0z, ou 0x,
0y,  0x; 0y, é_g 0ys . 0xy 0y,’

ou
A —dy, +8 dy, jest

a totdlni diferencidl du =

o

du:—azdxl—i— a 2+ a dxlb

jakoby #; byly nezavisle proménné a nikoli funkce ;.

axi d

Ovsem dz; = S 1 + = 6 ——*dy, jsou nyni diferencidly totalni.

Vyssi derivace se tvori uzitim hornich vzorcii na derivace prvé.

Tedy
$00 TSR o T FO R (_a_“
0% 0Ys 0y \ O 0ys*  0Ys \ 0y,
a podobné. Pro druhy totalni diferencial mame
0 ) (@)
dew —d(du)'— ( 52 do, + — 8 ~dx, + 6 —dxs) U + s d%l +

S
0%,

Jsou-li x; proménné nezavislé, posledni 3 ¢leny zmizi (viz P. str. 57).

e s LR _ax: day

Prilklady
V12. w = a? + y?; budtez vSak z = p cosw, y = psinw. Jest vy-
jadriti derivace
ou ou Pu. o™ o*u

PR a téz derivace druhé % S
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ox o0x

Jest predné T cosw, —=— = — ¢ sinw,
AT .
—é'g = Slnw, —a‘; == 0 COsm.
A tedy i L i 3 = 2z cosw + 2y sinw =

o R ay o
20 cos?w + 2p sin’w = 2p,
ow . ou ox ou ag/

Il

e — 2xp sinw + 2yp cosw =

w0z dw ' 0y ow
= — 2p? cosw sinw + 2p? sinw cosw = 0.
Musf tak byti, nebot u = p2.
%u 0%u 0%
00 % %0 0w i w?
coz by vyplynulo i z vypoctu:
du = 2z dx + 2y dy,
d?w = 2da? 4 2dy? + 2 (x d2x + y d2y),
kdybychom dosadili
dr = cosw dg — ¢ sinew dw,
dy = sinw dp + p cosw dw,
d?x = — 2 sinw dp dew — p cosw dw?,
d?y = 2 cosw dp dw — p sinw dw?.

Ziejmé -= 0 a tedy d*u = 2dp?,

713. Dokazati, ze pro z = @(x + iy) + y(xz — iy) plati rovnice

0%z

ECT
z2=gu) +yp@); v =2+ iy, v = =z — iy.
0z 0z ou 0z oOv op op

% oudx v oz ou T ov’
ou ov

¢l e
0z 0z ou 0z Ov 8<p cy

e l——

qy ouoy ' ovwoy Vou ov’
o ov

 amhan
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714.

715.

il i i e 0 o g L
ox® ox \ox| ou ox ov 0x  Ou? ov?’
_32 5_ 0z :_afli?i_*__%_a_v_‘ﬁ’;iz_k..aﬁp_iz'
oy? y \ oy ou 0y ov 0y ou? ov?
0% 0%
Vskutku — gt + 7 0

Funkce z = f(, y) budiz definoviana rovnici F(z, y,z) = 0.
Parcialni derivace z dostaneme, derivujeme-li F' jako funkei slo-
ienou nebot z = f(z, y). Derivujice tedy podle z, mame:

oF oz oF oz
ax + o 0, podle y: + %oy — =0. (a)
Odtud déle - = — Fp: F,,— a = —F,:F,
ox oy
Druhé derivace obdrzime dalsi derivaci rovnic (a); na pi.:
- 0*F G20 ORH oz 2 e ol 02
S o el =
o2t ¥ 200z 02 T 2 (ax) o
odkud lze vypocisti —372 atd. podobné ostatni derivace.
Je-li na pt. % 4+ y2 + 22 — a = 0, obdrzime derivacemi
0z 0z
Z D —_
2 + 22 py 0, 2y + 2z 27 0
; : 0z x 0 Y
prvé derivace 5 Sdatr el ok s
Dalsim derivovanim
0% 0% .
1+(___)+ g =0, tedy = = — (1 + 2% :2
0%
nebo - e (22 - 22) = 28,

Podobné dostaneme derivaci x + z 0 podle ¥

ox
0z 0z 0% 0%z Loy
vztah _BE/—% E z—_a;—a—y—,— 7 0x oy T
5 o e _ Yy 0z LEEE _"7./
Totéz plyne piimou derivaci 0 podle z:  + g e G



716. Urditi prvé a druhé parcialni derivace funkce z definované rov-
nici y — x tg %ﬂ- = 0 (plocha Sroubova).

Oznacujme podle -Eulera
0z 0z 0% 0% 0%
P=% 1= 5 " T T may (T o
Derivujeme podle a:

1
o B aleie
am g 2 am
cos? —
am
Protoze
MU T | S S PL L (R SN
tgamﬁw,mame(,os s ( +x2 Ay
Y. ekt —amy
t A 'y = e i
ody & 8 x2am it x? + y?
Podobné bude ¢ = & ;
w1
7 v 5 S
Druhé derivace obdrzime z p a g piimo operacemi . o —8?7:
St e cdoma. G 0nME S o TNy
R T e T S R T o

Zavadéni novych proménnych

Ve funkei z(z, y) zavésti nové nezavisle proménné u, v substituci
z = z(u, v), y= y(u, v). Jest vyjadriti
Qg G 02 071Gz 0%
1 »ag, FriR pomoci B B BeAr vt
Pak jest z sloZena funkce u, v a podle toho ji derivujeme jako slozenou
funkei vice proménnych (viz str. 24):

0z 0z ox 0z oy

ou ox ou ' oy ou’
% _moe, way
ov  0x ov oy ov’
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075502 0z 0z
2 _837 pomoci g re
Jest v8ak mozno jako druhy zplsob vyjadiiti v = u(w, y),
v = v(z, y) a psati pfimo:
0z 0z ou 0z v 0z 0z ou 0z ov

Pz oudw 0o oz’ 0y oudy | v 0y

Odtud lze pak zase vypoéisti

Vlozime-li pak do téchto rovnic za z, —gii—, —g%’ dostaneme derivace
A0 0z 022 g [0z 0%
iy 5;(‘95;)— 2 ‘az(@)“'aﬁy‘ "
Priklady

2 2
717. Vyjadriti (—g—;—) + (—a%z;) v soutadnicich polarnich: & = u cosv,
y = w sinvy, nebo naopak u? = x* 4 y?, v = arctg(y : ). Stano-
vime podle druhého zptsobu
ou

ou 4
—é; = 7 = COS8v, —a‘?'/' = sSInv,
oy —y = —giny v/ ; 2 cosv
Sy i e iy S B
a hned
0z 0z 0z sinv 0z 0z 0z cOsY
Pl . AR R e Rt S

0z \2 0z \2 0z \? 1 [02)\2
CRCRRR
2 2

AT 2 e e, S
718. Vyjadriti g7 o ki v soufadnicich polarnich. — Z rovnic pre-

deslého prikladu vyplyva, nahradime-li z derivac{ —S%
S e L (_?3.) . i) (2) 3
ox? ou \ ox u Ov \ox
ISV 0% sin®» 9%  2simv®cosy 0% A
ou? u?  ov? u ou ov
2sinv cosy 0z | sin*v Oz
S ov w 0w
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719.

Podobné

Whase LSl L B f
oyr  ou\oy)° ow\oy|] v

L 022 cos 0% 2 sinv cosvy 0%
LA 2, et .53
B adiad " g u? v i u ou ov
oy 2 sinv cosv _a_z_ cos® 0z
u? ov TN
022 022 022 1 022 1.0z
tak? e A e e e sl
it ox? & oy? ou? g U2 LovR u ou

Jest vyjadriti v prostorovych polarnich soutradnicich vyraz
0*u o0%u
ERT

& = r siny cosp, y = rsiny sing, z = r cosy da se nahraditi

0*u Pt
—- e pro funkei %(x, ¥, 2).

dvéma substitucemi jednodussimi, je-li p = r siny (obr. 2.):

1@ — pcosp,

7 — 0 i e 4

S 2 — e CORY,

o =rsiny, ¢ = 0. /
Podle vysledku predeslé -
lohy dostaneme r
o%u ou  Pu 0w J

o T T g T x
1 0% 1 ou . 0%

magpeddie s el Gl Tl Y
+ o7 T + S /y/ 9 /

a po substituci IT jest ob- Obr. 2.
dobné

0*u 0%*u o0*u 1 0% 1 ou
e e TR Ty e
u_ouer oy
GJ) or Oo oy oo’
oy

kde vyjadiime jesté gg— 8 - ‘podle talohy 717, kdyz tam
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misto z, @, y, u, v piSeme naSe u, z, g, 7, y, takZe jest misto
075 Yo ou . ou cosy
@ psati —% o siny 4 -8—;7 g

; 1 ou 1 0u ou cotgy
A gty deu e

Celkem je tedy

o*u 0*u i

ox ' oy ' 022
oM 1 0% 2 Ou 1 o%u cotgy ou
e e © Wit i v e

Extrémy funkci vice proménnych

Funkee f(z, y) dvou nezavisle proménnych, kterda méa vsude deri-
vace, ma extrémy v téch bodech (z, y), pro které f, = 0, f, = 0 a sou-
casné fifyy — foy® > 0. Maximum pak nastava pii fz, < 0 (nebo
fuy < 0), minimum p¥i fzr > 0 (resp. fyy > 0).

Funkee f(z, ¥, 2, ...) vice nezavisle proménnych ma extrém jen pro
ty hodnoty =, y,z, ..., pro které prvy totalni diferencial df = O
a druhy totalni diferencial d2f mé stalé znaménko pro libovolné hod-
noty diferenciala dz, dy, dz, ... .

Eaxtrémy vazané. Ve funkei u = f(x, y, 2, t) jsou proménné vazany
vedlejsimi podminkami, na pf. ¢(z, y, 2, ) = 0, y(z, y, 2, t) = 0. Polo-
zime rovny 0 derivace funkce » = u + Ap + uy podle vSech promén-
nych, povazujice A, u za konstanty. Z téchto rovnic vypocteme z, y,
2, t jako funkce 4, u, které dosazeny do ¢ = 0, p = 0 daji hodnoty pro
A, ;v a tim i pro hledand z, ¥, z, t.

Piiklady
720. Dané ¢islo a rozdéliti na 3 s¢itance tak, aby jejich soucin v = xyz
byl co nejvétsi.
z+yt+z=a, u=2zayla—zx—y)=ary — %y —xy>
Ug=aY — 22y — y2 =0, uy=oax — 2* — 2xy =0

maji kofeny x = y = 1a = 2. Druhé derivace u,, = — 2y,
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721.

22.

723.

Ugy = @ — 22 — 2y, uyy = — 2z davaji vyraz wuz iy, — uz? =
= 4xy — (@ — 22 — 2y)® = $a® > 0,u;; = — 3a < 0. Nastava
maximum pro u.

VysSettiti extrém funkce 2® + y* — 3axy = w. u, = 322 — 3ay,
uy = 3y* — 3ax poloZeny = 0 maji kofeny » =y =a, u =
= — a®. Uz, = 6%, Uy = — 3a, Uy = By davaji u,uyy — Uy? =
= 362y — 9a2 = 27a® > 0, U, = 6a > 0 a funkce ms mi-
nimum.

Totéz pro funkei v = a®y? (1 —  — y). Logaritmicky diferen-
cial dava jednoduse

du 3 2 dz + dy
Sy R S ol e
S 1 2 1
tudiz
3 1 2 1
uzz_‘;_T__—a,___y:O’ uy_g‘—‘T—_x_Ty‘:O.
v % x_l_l_—x——_y_ i
Koteny jsou ¥ W o 1 5
tedy Bi— Ly —

Druhy diferencial
L (_dﬁ)z i 3(51_2)2 e (iy_)2 > ( a4y ij__)z ey

u U x Y Al—x—y

a dale d?u = uAd < 0 a u jest maximum.

Uréete rozméry kvadru nejvétsiho objemu, ktery je vepsan
kouli poloméru 7.
V = ayz, 2z = |4 — 2® — y®. Kdyz V je extrémni, ma
V2 = a?y? (4r2 — a® — y?) také extrém.
V2 = 4r2?y? — z'y® — 2?y* ma derivace
0

= (V2) = 2z92 (42 — 222 — y2) = O

2r
)
"a% (V2) = 2ya2(4r® — a® — 2y%) = 0 } E
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Hledany kvadr je krychle, zifejmé maximalni.

724. Do trojosého elipsoidu @2 :a® + %2 :52 4 22 :¢2 = 1 vepsati

725.

32

kvadr nejvétsiho objemu V.
Vi—i2 2y 2% — By oi— a2 gl -liya sh2 L oxielie S ()]

Utvotime v = 8zyz — Ap a derivujeme

2z
Vg = 8yz— 2,-5'2'-2 O,‘

2
vy = 8wz — —% 0,
22z
V; = Sxy o —6-2—— =V,
7, Y22 222 e 2z
ol R e L S < 8
dava dosazeno do rovnice elipsoidu hned
3x2_1. e Tk b Sy
a2 ’ l//é ) l/é 3 Vé .

Z povahy véci plyne, Ze objem je pro tyto hodnoty maximélni.

Nalézti nejmensi vzdalenost bodu B(—2; 3) od paraboly 32 =
= 8.

a) Nejblizsi bod paraboly k B je prusecik normély z bodu B

na parabolu. Smérnice teny je tu y’ = %, tedy rovnice nor-
maly y — 3 = — 1y (¢ + 2). Odtud plyne pro bod (z; y) na pa-
rabole podminka

2 12 — 6y
4y — 12 = — zy — 2y neboli 2y = 12 — 6y, z = T
Dosazenim do y? = 8x dostaneme

96 — 48y
yr= =", nebo fly) = y* + 48y — 96 =0,
f'(y) = 3y* + 48.

Pro y, = 2 je f(3) = 18, pro y, = 1,8 je f(31) = — 3,77 a pro
¥y = 1,9 je f(y;) = 2,06. Regula falsi dava .
gi= 1,8+ 3,71 -59’813 = 1,86, f(y,) = — 0,285. f(y,) = 58,38,



726.

takze pravidlo Newtonovo dava

0,285
58,38
s dostateénou presnosti na 4 cifry. Potom x = 0,432.

ys = 1,86 + = 1,864

b) Ulohu je mozno fesiti téz tak, ze hledime minimum
funkce d* = (x + 2)% 4 (y — 3)* s vedlejsi podminkou ¢(z) =
= y? — 8z = 0. Podle ndvodu poloZime rovnymi nule parcialni
derivace funkce

2= (x4 2)* + (y — 3)* + A(y? — 8a).

0z 32
£ y e

jako shora i s disledky.

¢) Koneéné lze do z = (x + 2)? + (y — 3)? dosaditi z =

= 3y% 2 = ($y% + 2)® + (y — 3)? a pro extrém jest

dz

o =2+ i+ Ay —3) =0,
odkud opét plyne rovnice y* + 48y — 96 = 0 s hornim feSenim.
Najdéte na kiivee y = e® bod nejblizsi k poéatku.

a) Normdala z poéatku mé rovnici y = — ze—=. Jeji pru-
setik s kfivkou se najde z rovnice e = — xe—? neboli  + e** =
= 0. Podle grafu kofen je asi — 0,4 = z,. f'(z) = 1 4 2%,
f"(x) = 4e**. D4l postupujeme metodou Newtonovou.

f(z,) = — 0,4 + 0,44933 = 0,04933,
g 00,4 — 9%)3: W, Y
f(x,) = — 0,42 + 0,43171 = 0,0117,
zy = — 0,42 — 0,102337 = — 0,426 (na t¥i cifry spravné).
b) Uvazujme minimum funkce z = x* -+ y? + A(y — e%).
ﬁ=29&—Ze”=0, iz—:"y—{»);:0, A= — 2y,

ox oy
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21,

728.

729.

34

2z + 2ye®* = 0 = 2x + 2%, tedy opét = 4 €22 =0
s prisluSnym koienem shora uvedenym.

¢) Do ¢tverce vzdalenosti z = a2 4 »* dosadme za y = €°.
dz
— 72 v R ) 9020 —
2 x2 |- e%%, e x -+ 2e
dava opét tutéz rovnici jako shora.

Usetkou « minimalni délky jest odtiti z daného trojahelniku
jeho n-tinu. Strany a, b sviraji thel y a tGsecka u na nich vytina

. t 3z : 1 ;
tasti x, resp. y. Zada se, aby xy siny — ;ab siny, tedy

Q= 2y — %: 0. Potom
u? = 2% 4 y? — 2xy cosy,

v = 2?4 y? — 22y cosy — /I(xy —%b),

vy = 20 — 2y cosy — Ay = 0 = 22 — y(2 cosy + A),
vy = 2y — 2x cosy — Ax = 0 = 2y — 2(2 cosy + A).
Z obou rovnic plyne feSenim & = ¥, coz dosazeno do ¢ = 0 dava
PR 7o vl
Uréete délky poloos elipsy 522 4 6zy + 5y* — 8 = 0 se stie-
dem v pocatku. Hleddme vlastné extrémy pro vzdalenost u? =
= 2® 4 »? bodu na elipse od pocatku.
v =22 + y* — A(bx® + 6xy | 5y — 8),
v = 2x — AM(102z - 6y) =0\ = 5z 4 3y
vy = 2y — A(6x + 10y) = 0 } y 3z + 5y’
Odtud vyplyva 3x* = 3y2 nebo @,,, = + y. Dosadime-li tyto
koteny do rovnice elipsy ¢ = 0, jest

I. 1622 = 8 II. 422 —
xzzyz‘:%— x2:y2=2
Ui e e el u? =4 = g’

Uréiti nejkratsi vzdalenost daného bodu (2y; #,; 2,) od primky
z =az+p, y="bz+q.
u = (2— %)+ (¥ — %)+ (2 — %)



730.

v =u -+ Ap + uy, p=x—az—p=0,
v, = 2(x — xy) + y =0, py=y—bz— q=0,
’Uy=2(y‘—y0)+/l:(),
v, = 2(z — 7)) — da — ub = 0.
Odtud: = — 32+ 2y, y = — 3u + Yo, 2 = 342 + Jub + 2z,
a dosazeno do ¢, p dava:

A1 + a?) + pab = 2(x, — az + p),

lab + u(1 + b2) = 2(y, — bzy + q).

Regenim
PR 2(1 4 b2) (g — azg — p) — 2ab(yy — vz — q)
1+ a® + b2 !
2(1 — a®)(yo — b2y — q) — 2ab(x, — azy — q)
o 14 a? 4 b2 )

Odtud dosazenim do v, vy, v, dostaneme x — x, atd. a tim
pak u. PiSeme-li pro strucnost 4 = xy — az, — p,
B = y, — bzy — ¢, jest celkem
(A(I 4 Ay L Bab)2 (B(l J«at) — Aab)z C
o 1+ a® + b2 1+ a?+ b° R
kde C = [A(1 + b%) — Bab]® + [(1 + a?) B — Aab]? + [a(l +
+ b62) A — Ba*b + b(1 4+ a®) B — ab*4A12a D = (1 + a® + b?)2.
Vyrazy v ¢itatelich davaji 4%(1 + %)% — 24Bab(l + b2) +
+ B2a%b? |+ A2a%2 — 2ABab(1l + a2) + B%(1 4+ a?)? 4+ A%2 }
+ 24Bab + B2, t. j. A%(1 + b%)(1 + a® + b%) — 24 Bab(1 +
+ a® + b2) + BX1 + a?)(1 + a® + b?%). Kratime zlomek u vy-
razem (1 -+ a® + b2%) dostaneme po malé Gpravé
A? + B2 4 [Ab — Ba]?
< 1+ a+ b2 2

nebo konecéné
(% — azg — P)? 4 (Yo — b2y — q)% + (bxy — ay, + ag — bp)?
1+ a® 4 b2 :

W ==

Dalsi uZiti derivaci v geometrii

Priklady
Bvoluta je geometrické misto stfedt kruznic kiivosti. Pro stied
kiivosti (X, Y) bodu (2, y) kiivky y = f(z) plati
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’ 2 3
o QI i &0 s iy Ve
y Yy
Pro parabolu
T YR P’
1 2= 2px je =-—, A o
(1) P oo it SR 7
@  X=3z+p
3
(3) -
Eliminaci «, y z rovnic (1), (2), (3) plyne rovnice evoluty

2 X—p 8
— p? 3 == —_— 2 — —_ 3.
(P e dp g, X 57p (X —p)

731. Pro elipsu

63 2 ] Sas et b*
ﬁ—*—F_I]ey_—azy’ T ey
a tedy
e2x3 ezys ;
__a4’ ___bd’ez:az_bz
Odtud
z _(oXW v _[o7}}
0l TR
Dosazenim do rovnice elipsy plyne rovnice evoluty
aX ¥ (bY)}
() + (=2
732. Pro cykloidu
z = ad — a sind,
Yy = a — a cosd,
dostaneme
e AR Lo MR A 1
¥ =8 T T8’ Y~ 8T T ol —oosd)P
i 1 9
X:x——y—(l—?—;y )=az9+asim9,
/2
Y =y+—l—i_—,,y—= — (@ — a cos?).

Y
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734.

735.

Evoluta cykloidy je opét cykloida.

. T. zv. totalni k¥ivost plochy z = f(z, y) je dana vyrazem

M= fxxfm/ S fa'i/z 5
A+ 5+
Urcete ji pro plochu z = f(x? + y?). PiSeme-li 22 + y® = u, je

f= = 2zf., f, = 2yf.’ (déle index » vynechime),
foo = 42°f" + 2, fay = 1" . 42y, fuy = 497" + 2f".
T 1622y%"® |- 8f'f"(x? + ®) 4 4f'* — 162%y%f"*

L 44 (22 + %) 3

g+ o)
(1 4 duf®)

Totéz pro plochu, ktera vznikne rotaci kiivky z = ¢(x) kolem
osy z. Rovnice této plochy je z = ¢p(Vx2 + y?).

A x _ 9z a3 ?'y
=@ Vx—_z?:lﬁ o v ’ 2y » E)
v x od
. R P v _ 9"zt 4 o'yt
G Rt x2+y2+¢ .’1:2—}—3/2: »3 ’
"y + ¢'a? P xyy — ¢'zy
Zyy = BBy AT 2ey = G

V8(2pa2yy — 2%y) = @"222y%? 4 <p’<p”y4v + ‘P' "ah + @ 2aty? et
(pﬂzxz 22 | 2<P' "vxzy b (p'zxzyz,

V(22 — 2%) = @'@"V(2* + ¥?)* = @' 0%
(1 + 22 + 2,%) = 0 + @%(a* + y¥) = vX(1 + ¢'3).

¢I¢ll e zlzll
vl + ¢ Va1 4 2’72
Na rovnobézce opisované bodem tseéky = (y = 0) je kiivost
ziejmé vSude stejnd a misto ]/:z:z -+ »?* bude pouze .

Urciti asymptotické ¢ary Sroubové plochy z = arctg % Cary

asymptotické jsou ty, které maji kiivost nulovou; jejich pravo-
uhlé priméty do roviny (z, ¥) maji rovnici
rda® 4 2sda dy + t dy? = 0 (viz pt. 716).
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GECNECE L Ml
a dal§im derivovanim 7 :s:¢t = — 2zy : (2 — 3?) : 2xy.
Rovnice priaméta asymptotickych car tedy je — xy da? 4
+ (@* — y?)dady + vy dy* = (v de 4 y dy)(xdy — y da) = 0.
Odtud « dx + y dy = 0 vznikne derivaci z 22 + 32 = ¢. Tyto
¢ary s prumétem kruhovym do zy jsou Sroubovice. Nebo
xdy — ydae = 0 dava % - d—; , ktera vznikne derivaci
z lgy = lga + 1gk nebo y = k. Jsou to pfimky kolmé k ose z
(vytvorujici primky).

POCET INTEGRALNT

Integraly funkci racionalnich lomenych

Piklady

Metodu vypoétu viz v Poéateich, str. 76—82.

da
736. J = f;’x—?ﬁ =

737.

38

Wik R B 22 + 1
—f[;?+7+x—_ﬁ‘+ fi ]

kde j = 22 + z 4+ 1. Vynasobenim zlomku x*(2® — 1) plyne
1=A,(2®— 1)+ Ay(2® — 1) x + B + k(22 + 1)(2® — a?) +
+ ky(2® — x2). Dosazenim z = O plyne 4, = — 1; z = 1 d4va
3B =1, B=1. Srovniani koeficienti u x* dava 4, + B +
+ 2k, = 0, u élenu «® dostaneme A, + B + k; + k, = 0, u ¢le-
nu 22 bude B —k — k;, = 0, u ¢lenu z je 4, = 0. Z toho
k, = — &, ky = . Dany integral jest

J:%Jrélg(x—l) (x2+x+1)+fv-a tg2x+l-

222 — 3 B (6
fxz(x2—4)dx:f[ b Btais ]d””

—3 = A,(x2—4) + A,z(2*—4) + Ba2(z + 2) + Ca2(x—2).



738.

Ko

Pro 2 =0 plyne 4, = %; x = 2 dava B= %, = — 2 pak

C = — %, koeficient u ¢lenu x dava 4, = 0. Celkem
3 z— 2
P M [ I AL O T
v/ i 4x+‘“lgx+2'

i dax
fx‘Ur 1 "f(x2+xy§+ 1)(22 — 2|2 + 1)
Provedeme rozklad
bo o e e NG Myx + N,
_90"_4——1_.1:2—1—901/5—}—1 xz—xl/g—kl.

Zménime-li v (—z), levé strana se neméni, zlomky napravo se

jen vyméni, proto musi Myx + N, = — M,x + N, a déle

1= (M + Ny)(a® — a|/2+ 1) — (Mye — Ny)(2* + 2|24 1) =

= 2(N, — M1V§) x®+ 2N;; Ny =4 = Mll/g'
1 (x + |/2)dx 1 (x — |/2) d=
I: T e e — — .
21/2fx2+x1/2+1 2V2fx2—:v]/2—|-1

s {4 pl ey
i 22+ pr+1

il (22 + p) dx dz

=} k= 3p; p=£|2.
= lgl/x2 + pxr+ 1+ —p_—arctg (xl/§ - —p_—),
J2 J2
Vw[ arctg x]/2 + 1) 4 arctg( x]/2 —1) +
2 R
Ig l/x_ﬂvT_] A
% x? — z]/2 41
Lt [lgl/x2 + a7 +1 — are —xV‘H—]
21/2 ze x]/2 JEgy] 1
=3 o rtge - itgp
Jest totiz tg(ax + B) = ARy

tgx = x]/2_+ Teaton— xv:‘f— i
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739.

741.

x+2 e B C
erne=[leimtarm e
2+ 2=A4A+ Bx+2)+ C(z+ 2)2, A=6,

2z — B + 20(x + 2), Bt
2 = 2C. C=1.
3 i f4x—|—£
I—e+2+t oy prp = e+ 0t g
dx A B o)
'f(a——x)z(b—x)zj.[(a—x)-’+a—x+b_—7]dx'

=Ab — z) + Bla — z)(b — z) + C(a — x)?,
x—adavaA—l (D==a) 2—"0 . O="1 " (—=D)e
derivace 0 = A — B(a — ) — B (b — x) — 2C(@a — ) ...
B=—1:(0b—a)

—1 1 1 1
I= s _a)go( w)+( a)

b—aa—2z (b

t 4[_(_1___6_*_ b____f]

:(b—a) a a—x
28+ 3z 4 2
f‘m—l)d ok
243242 . A4 A, A, B, B,
22z — 1)3 ——:1:_——1+(x—1)2+ (x——l)’+ 7 gk
@+ 3z + 2 = a*[d; + Ay(k — 1) + A,(x — 1)*] +
+ (Byix + B,)(x — 1)

II

; 18(b — 2)

P =16 = A i ([ ) G = SR A
r"(1) =6 =24, + 44, 24,. 4,=—6, A;=09.
#(0) =2 = — B;, #(0)=3=3B; — B, B=—09,
T ode dex f 6 dx dex f2dx
z—1 r — 1)? — 1)¢
=91g(x—1)+x_1—(x_1)—91gx—{——;.

< x-{—l_ o 2¢ dx
'f(:c“r—x+1)z fa,z x+1_f‘(x2+x+1)2’



nebof ditatel 22 — 2 4+ 1 = 22 4+ = + 1 — 2.

2z da 1(2:::—]— da
f(w“-i—x—i—l) f(m‘+x+ f(»v~—|—x+)

—1
T e

dz dz
I: = S e p—
; fx=+x+q fx+(x+%)2+q—~i~ i

=z|g — ¢ = 2|4,
1 dz 1 2¢ + 1
il —arctg ————. — 1l =],
1 lq—-fz2+l Vda‘r g 2l/d [q 4 ]
ol, 1 2 1 1 d 2 1
Iy = — = fi r gt

3—61— T ek 2)/d
@=1),

Vi@ +=+4q 4dfd

i E_—[—l 1 241
I 3—V§arctg V?_» +3x2+x—|-1
cigh 2z 1 F1 4
I—%—arctg B +x2+x+1+13_
st Hed) 10 g g
B CETE R

22+ 1 dz dx
TS vl Y IR AR SRS i -
‘ fx“rl . ‘fx2+x12+1+ fxz—xl/2+1

1 x)/2 g
= — V?ar tg e (viz ptF. 738).

zt + 1 % i v 2 xz+1
e fx‘*-{—ld ek 953_—(-_1_%(x+1+x2—x+1)'
Dosadime-li #* za z, dostaneme po tpraveé
at—a? 4 1 = (a2 + 1)°—(2]/3)2 = (22 + 2|3 + 1)(=z*—2|3+ 1)
zt 41 2 i 1 1
L ey o
41 etk 1) 2+ zf3+1 22—af34+1

dz dx
fxz + px+ 1 =f(x+ Ip? + 1_‘_ ipzz 2 arctg(2z + p).
[p = + V3l

41



I = % arctgx + % arctg(2x + ]/5) -+ % arctg(2z — V§) =
% 3x(x? — 1)
= — 3 arctg —TW.

Jednoduché integraly funkci iracionalnich

Viz Pocatky, str. 83, 84.

dx La—
T45. f 3 po substituci nTe * prechazi v
V@ — PG —2) “"

e
g AN R e

=lgit—1| —}lger+¢+1)— |3 arctgLV_g_.l e
3 3 LSTIERT A SRR
Lt il e
/316 — =
746. Dokazati, ze
I_f (1 — xz)(1 — Bz) dz _1_2—<xﬂ
1 — 20z + o2)( 1——2ﬁx+l32)]/1____x~5 27 1—0‘13
2(ocniss L) | [ % =
m_l_m, l1—at=c¢c, 1 —p2=c,.
e 611+ : I‘J{Té; 5
x
20 (x————za—) 2p (x———éﬁ—-)
i S ! Co 5 C1Cp

40B(x — a)(x — b)

BE €ils _1____1__
_"'+4aﬂ(a—b)(x——a x—b)’
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da arctg ?__iﬁ._x_
f(x—a]/b——x2 Va2—2 st b b=

i

dz o _2,_,% e R
‘/.(.z'—a)l/l-ac2 i ]/a3—1 4 V(iz_;_lq

€10y

i CiCai - 200 2p 20 fai
S %n{1+1+1+4aﬁ(ﬁ—a)(l —zxﬁ)(f Ep ] _“2)}—

z(ﬂ—a)(1+zxﬁ):( 26 2 )

ce, . 4xf (B~ w){1 ocﬁ)]
= in|3 1 il
"‘[ I () R—
% L af) a2l 8= af
— s 4150w R e =
747. Dokazati
1 S
da o AN
: . | wi Y o )
fl/l—rox+a2]/1—Qﬁx+ﬁ2 Vap gl—l/ocﬂ G
—1
Podle pi. P. 518 jest neurdity integral
Uil S in . el s
f zV&BVm S G e

Igla + b — 22 — 2V (@ — z)(b — @)|. Polozme

Va
:a+b—2x—2l/(-a———x)(T—7).
V) =a 13061 +t9a~-Db—31)—
—]/a—b—]/b—12
= (Ja + 1 — |/b + 1)>. Hledany integral je
Va—1~]/b—l
ffx)dx— ch/)’ Ja+1—-Tb+1]|

14 o (1 — )2
St <Y
20 20

)
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(+0¢)

a+1= ; podobne b + 1. Zlomek za lg ma tedy
i
citatele (]menovatele) = :F — =
T TV

Zjednodusenim slozeného zlomku se dostane:

VB —olB—Va+Blx _ (B — V)0 + Jap) _

VB+olB—Vo—BVx  (JB— Va1 — Vap)
TR MR

e Va1 — Vop

Integraly binomické
[am(@ + ban)? dx 1ze vyjadiiti algebraicky a jednoduchymi funk-
cemi transcendentnimi ve tfech piipadech:

a) je-li p celistvé kladné, provedenim mocniny, je-li p celistvé za-
porné, substituci z = t*, kde k je nejmensi spol. nasobek jmenovateli

v man;
= O : . e m 41 i
b) neni-li p celistvé, substituci @ + ba™ = t, je-li e celistvé;

¢) nebo se provede nejprve uprava x™+"?(b + ax—")? a pak lze

m+

integrovati jako v b), je-li ——— + p celistvé.
Piiklady
748. f(l s V’” — [ 31 + 22t + &) de =
/=

= f(x_g -+ 2x_%—|— x_%) da = 3:::‘}—{— 4x’}+ %x%

749. f# = fx—’l’(l + xg‘)_2 dz; " =1 dz =4%d!;
V(1 + Jp2
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G tdt . A
I=f4t(1+t) dt—‘*f [f1+t f(1+t)2]_

=4[1g<1+i/;)+ 1;}
1—|—V:v
750. fz’(l-}—xz)_%dx; 1+ 22 =1t x=(t—l)¥,xdx=%dt;
I=3fite—na=3il=of)=EG— 1=
= )T F 222 — 2).

v dz ke RSN e b e
7b1. fle/ +x2—_fx2 + 22) *dx = fx 2 4 1) *dux;
T = bt (] J“, do — —dt
25 — 1)}
——ft—l 3‘—- :—f%t—l cRa
= file tZ)dt *
— (p—2 i‘_ —2 IW%Z_—.&E_Z—}—I-&—I:
(z=2+ D — (22 4 1) e
L 14 222
T

-3
o
}Q
i
+
-
8
o9
%

P U A8 < fotly £ b Al 1y gt
/=
el A=A 1R A
I=4f¢—1)—=2d¢—1pa= 4f(z —1fdt =

= i3 — e — w) = l/;_ﬁ(m i i/i g

2
753. fx—“L—Vl—”L Tde= [z + 2 T de + [(1 + o) do
)T+ =
Pro prvni integral na pravé strané I, polozime 1 + x = ¢,
zx=1%— 1, dr = d¢ a dostaneme

L=Jfe—1pita=38— g + 36,
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754.

755.

756.

46

V druhém integralu I, se polozi 1 + x = ¢, dx = dt,
I, = [t as = 8.
I=Nb+ﬁhﬂ+mhﬂﬂ+@+%+ﬂa+@ﬂ

= {14+ 2P [l + & — 41 + ) + 4]
f(x" dxxzﬁ__ f(x3 z?) S de —fx—2(1 ) $
Iyl x:%, dai— (L )= dE:

z—1

./“l/—._x—~ dx = fx% (a3 B xs)‘% dz = fx._l(asx_s o 1)—5 dx,

4

:(1 - ")%, PG ___“'“;‘)“g dt,

o Uit — =2 dh =2y,
S ; du <
I=3u(l +u2)1u3du= ¢ i +—=§arctgu=
== arctg—pz = % arcsin Ha arcsin @
; ; VTt $ @
S S m
Je-li totiz tge = m, je sinh = ———— a z toho
l/] -+ m?

o« = arctgm = arcsin

i o]



Integrély funkci hyperbolickych
Obracenim pravidel deriva¢nich na str. 11 dostdvame primo ne-
uréité integraly zakladni:

[sinhz dz = cosha, f coshx dx = sinhz,

da dax
f&?s"ﬁfi = tghz, fm_n@ = — cotghz,

dx

CI%
=

3 dz
1<
= argcotghx (pro = > 1).

— argsinhz = Ig(z + |/2* + 1),

. = argecoshx = Ig(z + sz — 1),

= argtghx (proga 1)

Dale pak analogicky s integraly goniometrickych funkei:

dx sinhz
e i S
f sinha Hignle —los- 1 + coshz

da e*dx R de 1
fcoshx:2fe2x+1 2jl_+_—z~2arctge.

sz'kla,dy
b7, —— = argginh s
1/.902 +a? l/ a
z -+ l/a,2 r?) + c.
758. —_d,—x—— = argcosh— = lg(z + ]/962 — N,
sz S a

o9l — foT—i—_i dw. " o = simhy, " dz = coshydy;
cosh?y = 1(1 4 cosh2y), ¥y = argsinhz,

I = [cosh®y dy = Ly -+ }sinh 2y = 1(y + sinhy coshy) =
= Yoo T 1+ gz + J2* F 1)]. Viz P. 476 a 534.
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760.

761.

762.

763.

764.

48

I = ”/;‘—;—1 dz, @« = coshy, dz = sinhy dy,
sinh?y = }(cosh2y — 1), y = lg(x + VEZ_—I—)—
I = [sinh?ydy = — iy + %smh"y = }(sinhy coshy — y) =
= J‘;[xl/oﬁ_;—l — lg(z + l/x" “=nl
I = [Ja* 4 a*dx. x = asinhz, dz = a coshz dz.
I = a2[cosh?z dz = la*(z + sinhz coshz) =

= Ha]/a* + @@ + a2 lg(x + J2* + a?)] + c.

_”/bxz + adx = V&fl/%oﬁ—!— 1. dz.

VExzy, dx:l/gdy,

I == ny +1dy == V v}y + 1+ gy + Vr + D))=

*éﬁ[VﬂV”““ Vb”vvfx“”]

= Jzx|/b2* + a + l/_ lg(bz + |b)ow + a) + c. (Viz P. 529.)
2
S — [. o — ginhy, dz='coshy.dy.
sz + 1
I = f;—E— coshy dy = [sinh2y dy = }[(cosh2y — 1)dy =

= } sinh2y — 1y = %[x]/mz + 1 — lg(x 4+ Vx*
(VlZ P. 524.)

fxﬂ/?—ﬁ dz = 1. x = sinhy, dz = coshy dy.
I = [sinh2y . cosh?y . dy = }[sinh?2y dy =

= 4/ (cosh4y — 1) dy = i(} sinhdy — o).
Avsak
sinh4y = 4 sinhy coshy (2 sinh?y + 1) = 4xl/9cT—}—_l(2x2 + 1),
takie I = 4[z]/a® + 1(222 + 1) — Ig(x + [2* + 1))

_xﬂ e

VEZ_—F_T [z Vx + 1d=z
prejdou hned v jednoduché po substituci 22 + 1 = z!

Integraly



AT
765. fit= x =1 x=sinhy, dz= coshydy.

Sl A LU BAERTE  T  T coshy
o, 57 f At Sk M i
= lg(z + |2 + ——Vx2—|—1

l/l—:la2 ey

Naproti tomu

pocitdme substituci @ = siny, dx = cosy dy.

cos
_fsmzy e (sm2 a ) gF = Wy Sl

e 2
S A

s o _f _ffl_’}h_x s
f e p dx tghx da e do = lgcoshz

= lg(e® + ) +c.

767. feargtgh’dj—fl/l+x =5 V!lﬂa P
g

— arcsiny — ]/1 — 2.

f do _%f]/l—{—xz——]/l—xzdx_

Mrotiiza 2 G

=y,
2

2 -+ arcsinz + lg(z 4 sz +_1)]
Viz téz 765. Jinak téz:

:%fl/l—{—xz l/l—as2 f dx £
% a8 x2VI + T2

= %fw s

V prvém a druhém 1ntegralu zavedeme substitucf = 1 : £. Tim
prejdou
—t dt
Jr++

768.

[0

= —|#+1 adruhy v _tﬂ-— = w5
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-

g

0.

1.

takze celkem jest
%
MT+=+ 1=

Po usmérnéni zlomku dostaneme tyz vysledek jako shora.

g

—i—{;lgw—i—l/l—{—x)-i—zarcsmx

P¥imé methody pro zdkladni integraly obsahujici Vax2 + bx + c.

dz 1 dx b c
. f“i._ -tf—-—— kde p - TR q _—
l/ax2 +ox+c Ja) Va2 + px + ¢ a’ L

PoloZ: 2+ pzx+q=(x+ip)+q—ip*=22+r,
pak I = —l:fér it L_lg(z + ]/z-z——i—"r—) podle pt. P. 521.

Vad V+7+ — Ja
Ji— Vi;lg[&zx + b+ 2]/0,(01,2 + bx + ¢)] + k.
a
(Viz pt. P. 208.)

dax e | da
fl/—ax2+bx+c _V+af]/—x2+px+q'
Polozi se opét
—x2+px+q=*(x—%p)2+(q+&p)2=r—z2,

takZie I = . & _a,rcsm ax;_li_ + k.

l/; W: 22 Va Vb2 + 4ac
fl/j: ax? + bx + cdx = Va”/j: 2% + px + qde.
Ozna¢me W = 4+ 22 4 px + q. Druhy integral dava po inte-
graci per partes (z & 3p) /W F [(x + “1p)? VW dz.
Nyni jest & (¢ £ 3p)* = £+ 2* + px + ¢ — (¢ F 1p%),
takze se dostane

(@ £ 3p) YW — [YW do + [l(a F 1p*) : | W] dz
atedy I=3i[(x£p) VW + (¢ F tp2) [(1: W) da].
Z toho [|a® + pxr + qdo = K= + 4p) Va* + pz + ¢ +

+ 3@ — 1) lglz + dp + |2* + pz £ 4l.




772,

74,

775.

776.

JV=a+pr+ qdo =Yz —3p) |/ — 2 + pz + ¢ +
1 2 e oy
+ 3(g + 1p?) arcsin Ve + 3

fVax2+bx+cdx 2a,x—|-b

Vax + bx + ¢ +
dac — e R
T V— 1g|2ax + b + 2|/aaz® + bz + ¢

. JV—axr + bz + cdx = 2ax_b]/—ax2—}—bw—i—c+
4ac -+ b2 2ax — b
—————aresin —

8al/a Vb‘+4ac

Pii feSeni piikladi se ovSem varujme pouhého dosazovani do
vyslednych vzorctl, nybrz provadéjme cely postup; teprve jako
zkousku mizZzeme nakonec dosaditi do hornich vzorel a srovnati
se svym vysledkem.

dx !
f]/xz—‘ix—}—l’

x2—4x—{—1_—(x—2) —3=22—3, de=dz

g V—-— =gz +|z*—3) =
=lgle — 2+ Jo? — 42z + 1] + &
da
IVW-’*”HH”— (z—3r+i=5—2,

2¢ — 1

z=ul3, I “fl/- —:—‘_arcs1nu_arcs1n-75——‘-
fVl + 3z — 4t dx = 2]]/25 — (x — $)2de = Qfl/r—z"dz.

I ]/r——z‘dz—z]/r—~zz+fvzzflz

r— 22

r — 2%
== [ y;:—zs e

2I, = z|/r — 22 + r arcsin

V_r_'
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——— . —3
I=1%xz—3% Vl—{—3:v—4x2+ ﬁi-arcsm—_,\—};:
g
= &[(8z — 3) 1 + 3z — 42 + 2p arcsin}(8x — 3)].
Zkousku derivovanim viz pt. P. 206.

1 dz
——— kde z=x— 3%, r=%.

]/3952—235—{—1 :]/_‘3 _l/é—z—{—r

V.

1 B
= —lg(z + |22 4 r) = _lg x — 1+ V3 3x2 — 22 4 1).
= :

i) dz X dz &
9% fV3z2+4x—~7 =V3fl/(3x+2)2—25 i
i~ dz 11/ VYT
o %Vg’fw——z? = 3|31g(z + |=* — 25) =
= 3|/31g(3z + 2 + |/92® + 12z — 21).

dz

779.f :
==+ 11z + 8
—xz—}—llx—{—S:l,}‘o‘_(x_121)2_7_22

x— 11

el
= —— = aresin == arcsm —_—
f]/r — 22 Vr V 153
x Y dx
fVax2 e VafVa2x2 + 2abx

a?x?® + 2abx = (ax +b)2 — b2 =22 — %, adx = dz,
VZL_ dz

[z —2

= V—glg[ax + b + Jax® + 2bz)a]

dx ¢ dz
7 1. e e e e e e -
3 — ax® + 2bx ]/af — a?x? + 2abx
+

— a?x? -+ 2abx = — (ax — b)2 + b2 = b% — 22,

= %! ;&z arcsm aresin e —2
i kO e

L gtz (z + )22 — 8?)
"~ Ja
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782.“f]/x2—}—2bxdx=(x+b) sz—l—be—f x2—|—2bx
x+b)Vx2+2bx—fo2—i—2bxdx——b2fv —

x
20 —(x=-"b) Vx2+2bx—b21g(x+b—{— Vx2+ 2bx).

V—f

783. [|/— ax® ¥ 2bx da = V— a*x® + 2abx dz;

— a?x? 4 2abx = — (ax — b)2 + b2 = b2 — 22, dx:%dz,
L e 1 ey i
I=_— [l =22dz = —— zl/bz—zz—i—bzarcsm—— =
ala ZaV b

ax—b (ax — D)

= V— ax® + 2bx —|— V_ arcsin S
Zkousku derivovanim viz pt. P. 205.

£ ES
®

Dalsi zakladni integraly jsou

f " dw At dax
Vax2+bx+c ¢ f(x—a)"VV_V’

kde W = aa? + bx + ¢. Druhy z nich lze substituci x =1:¢ + «
prevést na prvy, pro ktery existuje redukéni vzorec.

Jest totiz
ot n4—1 n n—1
D(x”VW): (n + 1) azr+l + (n + 1) ba™ + ncx

Iw

Odtud integraci (n + 1) alnts + (n + %) I, + nel,y = |/ W.
Podobné [a»|/W do = [= n‘iﬁf/w RO S M b
Jest viak pohodInéjsi neodvozovati pro kazdy druh zakladnich integrala
zvlastni metody, které se snadno zapominaji, nybrz je snazsi a prak-
tiétéjsi postupovati podle metod pro integraly obecné, obsahujici
]/ax2 + bx + c. Ty jsou uvedeny v dalsich odstavcich.
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Obecné methody pro fR (%, l/ax2 ~+ bx + ¢) dx.

A) R znad raciondlni funkei z a |/[W = Vom:2 + bz + c. Vyskyt-
ne-li se |/ W v Citateli, ndsobime Gitatele i ]menovatele VW, takze || W
se prevede do jmenovatele, R prejde v R,( ]/W Rozlozenim R, na
¢ast racionalni celistvou a na ¢asteéné zlomky dostaneme integraly

I—fﬂI’L a Izzf—(-i—x'—_,
(x — ) W

kde Mu(z) zna¢i mnohoclen n-tého stupné; substituci * — x =

< |~

prevedeme I, na piredchozi typ I,. Polozime pak za I,
Li=M, (z).|W+k V

Koeficienty v M, - se pak uréi po derivaci metodou neuréitych éinitelt.

B) Druhéd metoda: Je-li a > 0, polozime Vax2 +bx + ¢ =

2

———— aintegrovana funkce
b — 2t)a

piejde v racionalni funkei ¢. Proa < 0 poloz1me ]/W = (x — «) t, kde

« jest jeden koten rovnice W = ax? + bz + ¢ = 0. Integrovana funkce

opét prejde v racionalni funkei ¢.

= Ja . & + t,2 toho po umocnéni & =

Priklady
93 — 3% 4 2 RO 4 s AR
784, dz = (ay2® + o, + a,) |32 — 22 + 1
e =5 T (@2 + @@ + ay) |/ +
Gk dz
l/.s.z:‘—Zx—f—l

derivujice a nasobice |/32* — 22 ++ 1 mame rovnici
923 — 3% + 2 = (2a0% + a,)(32% — 22 + 1) +
+ (@2® + a2 + ap)(3z — 1) + b,
odkud plyne metodou neuréitych ¢éinitelit
gy =1 %a, —ia, — — 4 thi— 4.
Integral = (2% + 3z — }) |/32% — 22 + 1 +
+ 4)/31g(3x — 1 4 [32® — 22 — 1]1/3).
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785.

786.

787. 1

—— prejde ox_— dz = —d na
fx]/x2+x— prejae p y:y

_fJV +y—y __fl/l+y—y~

= — arcsin ——_—'/ = arcsin ——
V5 wV
dz .
f — prevedeme substituci
(x — 1)2 sz — 6z 4 6
r—1=— na — S SRR dy =
Y Vyp —dy+1

=—Vyr—sw+1i-2ky—2+)y¥—a+0),
ktery zase nazpét po y = 1 : (x — 1) prechézi ve

Y e W
B MR St VL s
x—1 x—1
Vx2——6x+6 z—1
R Lo LR (T Y e R s
r—1 j_ g3—2x+]/x2——6x+6
VA —ex L8 21”(x—1)(3—2x—~‘/x2—6x+ 8}
G z =1 o 3(x? — 22 4+1) &%
o VYo —ez+6 2 lg —2x — |/a* —6x + 6
—_—x——1+ & palod

f(8x — x + 3 l/x2+x—ldx:
_f (822 — x + )(x2+x—l)dx=
V= + 2 —1

(x Vx‘—i—x—l—i—kf

da
re—1
Derivujeme a nasobime 2Vx2 + x — 1:
2(8z* + Ta® — 622 4 4 — 3) = 2(3a,2? + 2a,2 + a,) .
(@4 2 — 1) + (a2 + 0,2 + @ + a5) (22 + 1) + 2

a metodou neurcitych ¢initeltt dostaneme

16 = 6ay + 2a,, o2
14 = 6a, + 4a, + ay + 2a,, a, =0,
—12 = 2a, + 2a, — 6a,, a; =0,
8 = 2a,, ag = 4,

— 6 = ag+ 2a,. a, = — .



fl/x2+m—1 fl/x+ 1

=lg(xz + % —|—Vx2 +1)= lg(2x—i—1—|—2Vx2+x—l)+c
I=(22%+ 4) |22 + x—1—51g(2x+1+2]/x2 z— 1).

z dx — dax
788. = — = 2 2 3 e e
f]/x2+2x+3 61Vx+ P +02fo2+2x—|—

Derivace poskytuje

T ¢ -2+ 1) Co

—_ = S §
VW 2)z>+22+3 Va2 + 22+ 3
Néasobime-li rovnici sz -+ 2% + 3>

dostaneme xzx=cr+c¢ +¢, ¢,=1= —c,.
I=|2*+2x+3—Ilgx+ 1+ [a® + 2¢ + 3). (Viz 795.)
789. I =f3x3 oL i e s 5 il
Vl — a?
= (ayx® + ayx + a,) I/l — Lfl/_____
323 — 22% + 5x + 2 = (2a9z + a,)(1 — 2?) —
— (ap2® + o,z + @) z + k.

Gy — e — L g

I=(—a2+2x—17) v/lt_@ -+ arcsinz.

NI o Sl A P
]/zx'+6x+7
x~—1V2x2—[—6x—,—7+]/21g[2x—|—3—{—v2 22% + 6 + 7)]-
U7 R i

]/1—296 - 422
= (a@px + a,) Vl—2x—4x2+kfvl

— 2x — 422
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1 4+ 2x 4 222 (1 4 4x)
e Sl £ W (2% a e e e
V1—2x—42 OV T +1V1-——2x—4x2
-+ ¥ . Nésobeni Vl — 2% — 42, dava

T =2z — 422
1 4 22 + 22% = qy(1 — 22 — 422) — (ayx + a,)(4x + 1) + &,
l=gay,—a +k k=13,

2= —2a,—a,—4a, a,=— %,

2 = — 8a,, ay = — %.

z+ 1

s

e . 4
— (32 + %) Vl — 2x — 42% 4 15 arcsin

zide - SR
s fch2 + 26z + a (20 202) chz A A L

3b2—ac dz x 3b
-+ 7 S [ et B
fl/cxz ‘)bx—{—a 2¢ c

Xch2—|—2bx—|—a—{— Vﬁ l[ + b + Je(ca® + bz + al-

793. [)7 + 8z — ba?da =
= — o5z — 4) |/7T + 8z — 52% + —iltarcsinéx—
10)/5

Vo1
794, f LA e
(22 — 4) Ja? — 4z + 1
R 1 %4 1 dz )
4j.x—2 s+ 2| Vet — 4z + 1

Mgy dx e dx P
4fu—2Wﬁ—4wFI ﬂ[m+2Wﬁ—4w+1_

Zill—il
LT T g T Sl S S
5 Lol )dp o gem s
f = ———I:amsiny /3= — —1; arcsin I3 :
Vl—éw B V3 x—2
il
i plone il e e
x—{—2_z de=(—"1:yd)dze, 2 e
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j‘ dz s
J13z2—8z+1

= V_Ig (132 — 4+ [13)/1322 =82+ 1) =

o ¥ 5—dr+ B —4w+1

]/13 z+ 2
xdx ¢ ACRES TS, (5ot
795. f——— Polozme l/x‘—{—il:c—i—?,:x-{—t,
V> + 22+ 3
e — . -4 2%—3
0dkud£x_2(1...7)’ V:l‘ +2x+3—————2(2_t) ;
1 -4 263
dx_— (l—-t) dt.
plog —21——t) v
i f 1—t)2 f 2(1 — ¢ dt_
1
SR ARl M N
_—t2+t—2 _____1____
_ml—_”—lg o B
S ¢ 1

T ]) 7 e R Y g
=JEF 2w +3+4—lgl+a+ o 22 +3)=
=Vx2+2x+3—1g(1+x+1/x2+2x+3)+k.

796. f dx =4 f df— 7 dos TES
zl/x® + 2z + 3 V3 i+ V3

Sl ]/x—i—2x+3~x——l/3
]/ l/a,+zx+s—x+l/3

797. f ge =
(x——5)1/— 22+ 22 + 3

=+ 2mrs=(+1t
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798.

umocnénim — (z — 3)(x + 1) = (x + 1) a po kraceni

i e b it
—(—3)=(x+ 1), x——T—{T’
—_— 4t — 8t
S Z S = ooy = — ”
V 224+ 2x + 3 LT da (t4+1)2dt’

g | 3(3 — )
f?)t‘—}—l V_arctgt]/?, —]j rctgl/———x+l -

dx e
—mm ct bstit — 1R
a,) f 2 1 o Se vypocte substr uci 1 + x2 Y

. 1= g B i
2_—___ 2_
Z ni plyne dale =« i e 1+ o It

MK 14 ot ok Y 14y (—4y)dy
¥ l/l—f—y i 2]/1_7(1+y)2'

_f +x%l/l—x2

1—{—x§
T+ 1 (14T
AL dy
nyI—J-(+y) 2)/2y
= — == ——y—-— ——l—arcsinl/l—xz-
o 3 e e 1+ a2

b
)fx2+an2+a

Polozime Vx‘ + @ = — x + ¢, po umocnéni

e g(t—%), ]/iz_fdzi(t+%), do = } —ﬁi—-“—dt

— 2
1 _f tz4t o )2 = ——— + k. (Viz pt. P. 488.)

tz—i-a sz+a

799. f — I. Polozime |/b* — 2* = (x — b) ¢,
(r — a) ]/b‘ —

3 b(l—t2) TEHR g R
Ramiegy— JR- AL A
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800.

60

P 2dt o dt
% ft2<b—a>—<b+a>— f(a+b)+(a—b>t2'

L AN L S a2
Mo e b Sl b iy 1 a—b
+

2
a bt
a—b Had-b
l/a+5 =z, dt—V —-bd
. ik a—bb+ x
Pak jest I_T/a—z:?amtg Eu
: — 2 dt
f) Pro a > b je I:b—a/ftz_b—{—a'
—a
Zavedeme t——] b+a , dt = ]/Z_i_z dz
& i —2 dg < 1 A
a Ode‘ZIme I == .l/b._z_—_:_f fzz = = l/_bzt:a_é lg z-—_l,
_l/b—ab+=
o GLah o
fl/x2+2z—l R
B
2 i =tk L == L
Vx + 2z 1 z +t, 5G 1)
_P42a—1 . f42u—1

V@ 2 —T=1— de.

CEEET) O R

Aea 1

i S R R S 1)dt
I=)o+2c—1+1g@+ 1+ a2+ 20— 1) —
— 2 arctg(x + Vme
Lze oviem prevést |/ + 2z — 1 do jmenovatele a rozloziti
integré,l na

Vx2—|—2x—1 Vx2+2z—1 xVx2+2x—1



a pocitati

i ¢+1) 24+2—1_. L
Is ft2+1 [ T 2(t+1)2‘dt_2ft2+1_

= 2 arctgt;

dostaneme prirozené tyz vysledek, nebot v prvém integralu lze
poloziti a2 + 22 — 1 = u, 2(x + 1) de = du; druhy integral
patii mezi zakladni.

Abelovy integraly

Je-li funkce y definovana algebraickou rovnici F(z, y) = 0, slove
[R(z, y) d integralem Abelovym. Pro kiivky unikursélni (racionalni
nebo rodu 0) je mozno z a y vyjadiiti jako raciondlni funkce para-
metru ¢ a tim piejde integral v integral funkce racionalni.

801. Vypodtisti [y da pro y definované rovnici 2® + y* = 3axy.
(Descartestuv list.) Polozice y = xf, dostaneme vyjadieni ra-

AT _ 3at __ 3at? L EO8(1 ~— 28
cionalné: =z = 'ﬂ—'—t—a, Yy = T—_}_—;g, do— —(I—W dt.
2(1 — 2¢%)
fy dz = 9a2 f-(—+ E dt. Zavedeme 1 + #* = u,
fydoc=3a2 3—2u
9a? 6a? — 9a? 6a®
St oo k) pa
(il i _x3+y_3_3axy 3ay
t_x’t+1_ P )
i 2ax?
a tedy fydx_——-—2+7.
1
G0 g gy oL A G A e
802. Pro y® = 2%« — 1) mame x i BT
3tz di
s — f ey P Do f— je Abeltuv integral a

I:fgdt:3t=3vﬁ%_l.
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803.

804.

805.

62

Lze jej ovSem téz vydcisliti jako integral binomicky podle pf. 755.

Je-li 2t = (22 — y?) y, vypoltéte [y dz. Polozime-li y = at,
vyplyne x =t — 3, y = t® — ¢!, de = (1 — 3¢?) d¢ a hledany
integral [y dax = [(t2 — t*)(1 — 3t2) dt obsahuje integrant ra-
cionalni v ¢.
35yPxt — 84ySa? | 45J

10527

=35 — 465+ 387 =
Viz téz pr. 972, 975, 976.
* £

%

Celkovy prehled raznych péti metod na vypocet integralu iracio-
nalniho podava priklad 891.

Nékteré jednoduddi integraly goniometrickych funkci.

b

4 cosz? — 3 cosx

sin2x 2 sinz cosx
dz =
CcosS3x

cosz = y, — sinz do = dy,

i e AR - el S
il 0 g 2[‘1(3/2—%)—
[ dy 1 y—133
— == — —r=lg —.
(v — 33w+ 33 213 Ty i3
cosw — c0s30 2 sinj(x 4 30)sin}(30 — x)
cosx + cos30 2 cosi(x + 30) cosi(80 — z)

= tg(iz + i%vr) tg(fem — &m).

DO

I=— V——lg[tg tx + fy7) tg( 5T — 32)]

z2dz : e Y >
— se zjednodussi, kdyz polozime
(x cosx — sinx)

; . 1
Z cosx — sinxy = x sinx (cotgx — I) = cosz(r — tgx)



1| —1 1 I
a D (cotgx — ?) gl i + — port D(x — tgz) =1 — . ol
Funkece za integra¢nim znamenim se rozlozi na
1 1 1l 1
sinfx ~ a? cos*x Sy
t -4 o takze jest
cotgr — —
z
e
e 1 4 1 __xsinz 4 cosx gv __
4o 1 'z —tgx xcosx — sinz tgs
cotgr — — 1 — =
2 @
1
= tg(x -+ arctg —;) Zkougku viz v pt. P. 204.
cosz d sinz du
. fa+ bsinxdx~_, a + bsinx:fa+ bu
1
- -B—lg(a, + b sinx).
2 20
807. f _fsm . —{—3cos (o bl ﬁ — ~fcosxd(sm—2x)
sin‘@ sin®x sinz ;
1 da
S L I G L i 5
sinz 2% Gintz T %) Sinw
— Cos¥
b T + 4 lgtgia.
cos?z « da
e = 1. zp.
e f sintx sm‘ f sin“x sin*x Rl
= — cotgx —j cotg?x d(cotgx) = — cotgax — 1 cotgl’x.
: tg?x 1 (1 4 tgix)? 1
8 e G E Ll Qe it
et + tg2x’ sin‘z g i it + tg2a’
. (2. zp.)y
2
tg.’l: = Z, dz = ﬁ—_;é,

e f - S iy ek
= 1—{—22 ETRGER g

=—1% cotg x — cotga.
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809.

810.

811.

812.

813.

[

814.

™

815.

816.

817.

64

sin2x dx __f 22 dz 25
1 — k? cos®x 1 — k24 22)(1 4 22)

1 — k2
f(l+z2 l—k2+z2)dZ:

1
— k2 £ e
ik (arctgz + Vl 2 arctgv == zz)

= —k—z [z + Vl — k? arctg(tgw : ]/l — tg2x)].

dx sin2x 4 cos2x sin’z
cos*x cos’x cosx cos®x

sinz
sinz d(cos—2x e
fcosx T f I fcosx+ 3 cos?x

ol o sinx
- cosx_ 3 tede-hte) o8 cos?x’
da dx
% s =tgx -} tgx.
f o podobné, nebo f (1 + tg?x) ——— i 2 g

dz :
ftg—x == fcotgx dz = Igsinz.
dz 1
et lcotgizdr — ok e B AL
ftgzx f g f(sinzx 1) da cotgr — .
- 1) cotgz dz = -~ cotg?s — lgsi
tg ey g — 1) cotgr dz = —5— cotg®z — Igsina.

1
AL 2 AN b q
ftg4x f( sin2x 1) COtg xdx 3 COtg r -+ cotgx + z,
nebo lze poloziti za x doplnék ix — x do [tg"z da.

ftgx»——[tg (3r — 2)d(inr — z) =

= — 1 cotgtx + % cotg®x + lgsinz.

mn3
fsm;: do = [tgir dtge = 1 tgia.

COs X

Integraly z funkei cos?z, sin?z nebo z takovych, Ze



R(sinz, cosz) = R(—sinz, —cosz), lze vyjadriti jednoduse
2 dz

proménnou z = tgz, x = arctgz, do = c i J

Sem patii integraly [/(tgz) dz. Viz na pi. 809, 812—816.

818. f ; st — = 1. sing — %, COSx = %__.
sinx cosx 1+ 22 1/1 P

2
ot f l_+_z____ I ]gtgx. (Viz p¥. P. 539.)

819. fsmxcosx dx—fl -Q-zz 1_{_21 ‘f T

el i

Ovsem také

I=1%]sin2x.dz = — } cos2x = — }(cos?x — sin2z) =
= — J cos?x + k.
1+22—1
2 E S —_ 2 ==
820.’/.'cgocdx_j-l_*_z2 f T dz = z — arctgz
= tgx — x.

ok —{—zz dz. i 1 ot
S fsmzxcos:z,' f l—{—zz—_?—*—z—

= tgx — cotgz. (P. 539.)

do b 1 dz
WP fa2 cos’x + b2sin’x e o 4 fl + 2 e

it a cosx -+ b sinx
2ab ° a cosx — bsinx’

1 b
bud =¥ arctg (—a— tgx) nebo

Methody obecné a sloZit&j3i integraly goniometrickych funkei.
Je-li R(sinz, cosz) racionalni funkce dvou argumenti, pteméni se
[ R(sinz, cosz) dz v integral racionalni funkce ¢ = tgle, nebot

. 2t The_ 12 2d¢
NZ = s oot S RN ol W
sinz cosx — oz arctgt, do T
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823.

824.

825.

826.

827.

66

Pfiklady

dx G : ; %
fc + d cos(x — a) prejde substituci tg(x — a) = ¢

: : 2d¢ S8 .
v integral fc—{—d—i—(c—d)t-" Je-li —C—_i_———lc =10,

vede bt R —_1_,—_arctg [k tgi(x — a)].
l/cz e

c+d
G
Pro —c“t{:-'d = k2 75> 0
: 1 k tgi(x H—l
mame Vd 2 gktg% -—l
—dx——Im'td ro e < 1 hodnotu
fl-{—ecosx— sty A @

2 e
———arct tg Tx i A ¢
Vl 7 I (Vl ;78 3 ) a integril omezeny

k1

dz s
1+ecosz T — et

0
fcosxdx _lf(a—{—bcosx—a)_ﬁ a dz
a-+bcosx b a+bcosz b b a + beosz”

dx Gty dt g A
f(l T cosz)E ?‘f(1+t2>21—;;t7— I+ 8=
= Itg = + } tg*le.

g revedeme pomoci @ = d sin
a cosx + b sinx + ¢ p p > o

dz
¢ + d cos(x — a),

b =dcosx, d = |/a* + b* na f
takze podle pr. 823
2 1 Hc—a)tg‘,x—i—b—-]/_

I=-=Ig
Jm "l —a)tgle+ b+ |m

‘prom—a2+b2—c2>0



828.

829.

830.

(¢ — a) tghx + b
—i—r—— arctg
V— J—m
2
(c — a)tgle + b B

pro m < 0;

I:

m = 0.
Je-li R(— sinz, — cosz) = R(sinx, cosz) staci substituce tgz =z,

z = arolgelide — jak bylo jiz uvedeno.

o
1422’

frtigfrrdern= ek
1+ tgz B TRy B 7 YRTEIRI T Lr d

4 ~1__'*__32) = #{1g(1 + 2) + arctgz — 31g(1 + 22)] =

= 3lg(1 + tgo) + 3= — }1g(1 + tg2}a).

f da i £t dz O
a cos?x -+ 2b cosx sinx + csin?x = J a + 2bz + cz2
= Mg!ctgm—}—b—]/ci pro d = b% — ac > 0;

2|/d lctgr + b+ |/d

ctgr +b
:a ctg —=——— pro d < 0;
7= /-4

1
ctgx+b proid —"0s

dx A sinx o dz
f(a-{—bcosx)z_“a—}—bcosx a + b cosx’

Ucinime-li tento predpoklad, dostaneme derivaci

1 «b sinz sinz x COSX I5}
(@ + bcosz)® (@ + b cosx)? T a + b cosx g a + b cosx
a nasobenim (@ + b cosz)? po tprave
1 = ab(sin’*x 4 cos?x) + (ax + bp) cosx + fa.
Odtud pro «, f mame dvé linedrni rovnice
ab + pa=1, «a-+ pb =0,

z nichz plyne proa b « = bbz, B = _ib_z_
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Tim je integral pfeveden na typ v p¥. 827 pro b = 0.
Sem patii omezeny integral vyskytujici se pii vypoétu vysece
kuzelosecky dané v polarnich souradnicich rovnici

2 p
T e cosp
Obsah vysece od ¢, do ¢,
P2 P g
de
Ay 13 2 Bt .
P—zfg e "pf(l—ecosgv)“‘
P Py
Dale bylo jiz diive uvedeno zjednoduseni integralii:
[f(sinz) cosz dz = [f(u) du, u = sinz, du = cosz dz.
[f(cosz) sinz do = — [f(u) du, u = cosz, du = — sinz d=.)
* * *

Integraly soucint cos(az+«) cos(bax+p), sin(ax—+«)sin(bx+p
a sin(ax + «) cos(bx + ) zjednodussi se tim, Ze soudiny proméni se
v polovi¢éni soucty (rozdily) funkei podle zndmych vzorci
cosy cosd = E[cos(y + d) + cos(y — 9)],
siny sind = #[cos(y — d) — cos(y + d)],
siny cosd = [sin(y + 6) + sin(y — 9)].
[sin3x cosdx de = L[ (sin7x — sinz) de = — (i cos7z + 1 cosz.

* *
*

Integraly z funkei sin"z a cos™z pro n celé, kladné nebo zaporné.
«) n liché: Polozi se cosz = z, respektive sinz = 2. Na pr.

-

sin®z dz = (1 — cos?z)? sinz de = — (1 — 22)% d=z.
cos’z dz = (1 — sin?z)? cosz do = (1 — 22)% dz.
z : 22 1 dz
f) n sudé: tgx = 2, sin’*z = WE COSE® — T do = P

y) n celé: Lze uZiti integrace per partes vedouci k redukénim
- vzorcum (viz P. 541—544).
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: 1 3 n—1 :
f sin®x doe = — Pl sin"—1z -+ o sin"—2z dz,
=0,
) M 1 n—1 o
costz dr — = sinz cos"lx + gk GORP =2 d T}

dz = dz 1 ‘cosz
sin"fx n—1J sin"2x n—1 sin"la

dx = dx 3 1} sinx
cosx mn—1J cos"2x ' n — 1 cos"lx

d) n celé a kladné: Pouzitim Eulerovych vzorci vyjadii se sin"z
i cos™x pomoci sinkz, coskz. Pro mensi n mozno vyjadrovati postupné.

n =1,

cos’x = cos®x cosx = %(1 4 cos2x) cosx =
= } cosz + } (cos3z | cosx),
(1 — cos2z) sinz =

sindz = sin®z ginz — %
1 sinz — } (sin3x — sinx).

ll

Pro sin‘z viz pf. P. 552.
: % 1 ) :
Obecné podle Eulera cosz = i(e® + e—%), sinx = 5 (e® — e—#).

Takze na pt.
cos®x = }[e3® 4 e—3% | 3(e® 4 e—*)] = }(cos3x + 3 cosx);
sin®x = li[e’® — e—%® — 3(e* — e—*)] = }(— sin3z + 3 sinx);
a tak i pro libovolnou celistvou kladnou mocninu.

Integraly souéint sin™x cos™x pro m, n celistva provadéji se po-
dobné. Je-li jeden mocnitel lichy, zvoli se druhd funkce za novou pro-
ménnou. Jsou-li oba exponenty sudé, zvolime z = tgaz. Nebo se pfre-
vedou obé mocniny na funkce £z bud postupné nebo pomoci vzorch
Eulerovych. Nebo lze tyto integraly prevésti na binomické dosazenim
§inz = z nebo cosz = z.

Koneéné je mozno odvoditi pro m, n celistva redukéni vzorce.

831. [sin?z cos®x dz = [(1 — sin%z) sin®z cosz do = (@ Zpi)
= [(2? — 2%) dz = }2® — 125 = } sin®z — }sin®a.
sin’z c@8%r = — §'5(e® — e—%)%(e®® + e—*)? = (2. zp.)

i S5, *gl.) [esix + e—-siz + eSiz _|_ e—3ix Sk Q(eiz + e—iz)] 284
= — {s(cosbx 4 cos3x — 2 cosx),

takze I = — {%(L sinbx + % sin3z — 2 sinx).

bl
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832.

[sin®z costz = I. Snadno odvodime jako prve
64 sin®z cos'x = 3 sinz } 3 sin3x — sinbx — sinTx

a odtud I = t(— 3 cosz — cos3z + 1 cosbx +  cosTx).

833. [cosx cos2x cos3z dx = }[(1 + cos2x + cosdz + cosbx) dz =

834.

83b.

836.

70

= }(x + §sin2z + } sindx 4 § sinbz).

oy — [sinma cosmx da = (m £+ — 1)
sin™+1x cos"—lx n— il :
= + sin™+2g cos™ 2z da.
m + 1 m 4+ 1

Do posledniho integralu dosadime sin?z = 1 — cos?xz a mame
pro m + 41

sin™+1g cos"—lx 7 —.1 n— 1

Im,n= m+ 1 | Im,n—z——-TIm.n;
«. M4+n sin”+1x cos" 1z el
takze R en — Inp—2,
m + 1 m + 1 m + 1
a kone¢né
sin™+1g cos™ 1z n—1

e — Lngn— (pro m + n = 0).

m -+ n m -+ n

Jiny redukéni vzorec dostaneme Castetnou integraci cosinu:
gin*lazicogt i m— 1

n+ 1 n+ 1
Do posledniho integralu zavedeme cos?xz = 1 — sin®zx a dosta-
neme

Im,n Sy

f cos"+2x sin™—2x du.

y Zo sin™—1z cos*+1x m-—-1 I ] 7
mmn — n + 1 n + 1 m—2,n n + 1 m,ns
a z toho
: sin”—1g cos"t+lz m=LEl
== = 0).
m,n m+n +m+nlm2,m(m+n* )
L
Pron=—m ¥ 1béio

Jtgme dz = %L—-T tgm—1lg — [tgm—2x dx



a opétovnym uzitim této redukce plyne

bgmta Dilg TS
m — 1 m —

[tgme do = + ..+ tgx F « pro m sudé;

pro m liché budou posledni dva ¢leny na pravé strané

+ 1 tg%r F [tgz da.
(Viz priklady P. 546—548.)

837. [sinmz cos”x doz = — [sin™12 cosx dcosz;

cosz = ¢ dava hned integral binomicky
m—l
Imn=— (1 —1t) 2 trdt.
Substitucemi lze integrovati nékdy také iraciondlni funkce
funkef goniometrickych, na pr.

838. f l/ji vypocte se, polozime-li tgx = 22, d? =92 d2s
g

cos*w
costy — 1 =2 B, Sl (viz pF. 738).
T T12
V_ lg|s1nx -+ cosz + Vsm2x| -+ V— arcsin(sinz — cosz).
d k k Iu eliptické AL
V———- vede vsa integralu eliptickému V2 Vz(l i .
Nékteré omezené integraly funkci goniometrickych
in
¢ 1 1
839. n 2 e e 5
jtgwdx s n_g—{—...:th:ircpronsude, pro n
0
liché budou posledni dva ¢leny na pravé strané -4 § T § 1g2.
Viz pi. 836.
in in
dz 1 b T :
L — I. 822).
o f a?sin’z + b% cos’z  ab arctg( tgx) 2ab (V=g )
0 0
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1
3TC

841. fsin4x cos®z doz = I, ¢ plyne hned z redukéniho vzorce. Nebot
0

Iy = Polsa =% - $ls2 = 75 - § - §La0s

z ptikladu 471 plyne I, = ﬁ%’
e T 0 U oA o
tedy I iy— T A RO RN e % R Podobné:
in
842. fsin“x cos’zdr =Iys =4$lus=4%.4lu1=4.% .8l =
0
=$.%.3 o1 =5is5
in

843. fsinzl”rlx cos2etly do =

0

in
= ﬁﬁj‘smzﬂlx cosade —
29 .2 ; 1 e | %n
T 20+ qi 1()q2(—p lq').--.é(p + 2) f e il
0
Iopi1n = (;;l:ii x)in: mﬁ—_l)’ takZe pavodni
21g! p! i q! p!

I= LB .
2p+aq+l)...p+2)20p+1)p! 200+ ¢+ 1)

1
844. [a+—1(1 — 2~ da, (a, b celd, kladnd #isla).
0

Polozme z = sin%, dz = 2 sinz cosz dz.

in

L= 2 fsinz(“—l)“z cos?®-D+1z dz, a podle predeslého prikladu
0

(@ S0 — 1)
(@+b— 1)!

dostaneme I =
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in
dz LT 2
845. f ¥ I,. Neurdity integril stanovime
0

dz

substituci tgzx = 2, sinx = ——— Bt Hin SC S
. Trerne 1 diads peip

a dostaneme

dz 1 AT

§ e arcte (/1 — k2 tgx).
f1+z2(1—k2) V1= U

Odtud R

¥ el

27
dz
846. Stati il

f PR 1 T nelze poéitati F'(2x) — F(0) podle

2 atokd (c — a) tgtx + b’
J=m J=m
ponévadz F(z) v bodé x = = neni spojita. Proto je nutno psati
n 2n

I= [+ [ akazdy integral vysisliti zvissts.
0 7

ptikladu 827, kde F(x) =

Prvni integral je roven R

l/cz e AR
2 ]
adruhy —— (7 — In) = ————.
4 ]/62—(12—1)2( ) et —a* — b2
D)
Tedy celkové I = OB INPRETR pr. 824 a 1139.
ch R

Integrily nékterych zvladstnich funkci transcendentnich

Vétsinou ptjde o souciny, nebo je dnoduché zlomky obsahujici
mocniny z, e°®, sinkz, coslz a pod. Nékdy lze je redukovati inte-
graci per partes. Na pt.

¢ 1 n
f 2" singx de = — — a” cosax - = a* cosax dx.
a
1 . n .
" cosaxr dx = g ¥ sinaz — - 2" sinax dz.
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A tak se postupné snizuje mocnitel n (celistvy, kladny). Pro n celé za-

porné lze prislusné integraly opét redukovati (n = — m):
sinaz sinaz cosax
de = —— ——d
f am O (m—l)xm—1+m— 1.[.70”‘—1 o .
; (m == 1)
cosax . _ cosax i sinaz ,
2™ T (m—1)a™1 g — 1] aml T

vv7

Tim se dospéje k vyssim transcendentnim funkeim Liouvillovym:

sinax cosax
f dz, f de,
z x

zvanym integralsinus a integralcosinus. Podobné lze redukovati in-

tegraly [ame®® dx integraci per partes:

1
f ateftidai— = xnet® — % f 21 dx (n kladné);

ea:c eaz a eaz
LA e e
[ dx 1+m—1fx ;dz, 0 <m & L.

T (L= ) 2%

Ve druhém pripadé se dojde k nové transcendenté

f% da. Jeli e = 2, ar =lge, ady = _i_dz,

dostaneme ji ve tvaru f —di,
lgz

t. zv. integrallogaritmus.
Priklady
847. a) [a® sinz de = — 23 cosw + 3[a2 cosz da =

= — 23 cosx + 322 sinz — 6fx sinz doz =

= — a® cosw + 322 sinz + 6x cosz — 6[cosx do =

= — 23 cosx + 322 sinx + 6x cosx — 6 sinz.

b) [2? cosa da = 23 sinx — 3[a?sinz do =
= a3 sinx + 322 cosz — 6z cosx dx =

= x3sinx + 322 cosx — 6x sinx — 6 cosz.
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: " cosar @ n
848. [’c" singx de = — — —fx"—l cosax do =

g a a
z" cosax na*lsinaxr n(n —1 ;
= — P e : BT ) "2 gingzr do =
- a

i n\ oL VO A s
= — | —cosaxr — (1) 5 Sinax — (2) 2! 5— cosax +
a a a

n xn -3 pn—4
—}—(3) 3'—a-—smaz—i— ( )4' cosax — ...|.
Uvézime-li, Ze
— sinax = cos(ax + iw), — cosax = cos(ax + T),
sinax = cos(ax + ), cosaxr = cos(ax + 2x),

muzeme psati

1 n—Ik
fx" singz doe = — (Z) k! :k+1 cos(ax + %km).

F=0
Podobné lze odvoditi

fx” cosax do = . (k) k! — sm(ax + ikm).

849. [2ne—=dx = — e—%am + nfx”“le'—” do=
= —e—%(z" 4+ na*1) + n(n — 1) [a"2e—=dz =
= —e“a"+na '+ nn—1)2"2 4 ... +nl].

[ are—= da = n!
0

S50. fxdx i cotgx +fsmx — Tcosw COST |

sindxz  sinz sin2x sinx
— X COSZ x cos2x
sin2z  sinz sin3x

x cosx -+ sinz x dz 9 x dx
o sin2z sindz sinz’

sinz + « cosx z dz

2 sin’x sinz”

lI

Pra:

4 e n :
861. I, = f eginfrdx = —sin®z — — | e gin®lx cosx dz.
a a
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Integral napravo je roven
azx

(chbdths er : ;
g sin" 1z cosxz — e [(m — 1) sin"—2x cos?x — sin"z] dx =

rhlg n—1 g
= Tsm"—lx cosx — —— | e*®gin"2x dx +
a

n—1 1
2% gintz d —1I,.
-+ 2 fe S x-l—a n
S . n—l
i :%sm"x-—%e" sin"—1x cosz - i )In,—‘7 =
nn — 1 n
E il LT
2 a2
L J

a? + nZI __ e sin"~'z(a sinx — n cosz) S n(n — l)I

ik a? a? a5t
= a? —Af— n? 53 a(zz—i—_nlz)ln—z'

oo e e i =

ik v ,(1 —Sixosx i 1 -+ cosx) =

=) - = R e — et
853. fxmlg"x do — im_}_—l grx Z_—lfxmlg”—lx dri=y—

m J}'TF]'
854. ofl gitilonodai— (%T_i—_l%’;‘—“
855. fx Ig(z* — 1) doe = Ja?lg(zt — 1) — 2f 2;5 gai,
7 1



posledni integral

By
Lo f’" =i +f”d’” %x2+%ft7§_t—7=

=

= a2 + g S

I =32 lg(a® — 1)(a* + 1) — o* — Ilg(a* — 1) — Ig(a® + 1)] =

= (22 — 1) lng2 — 14 (22 + lng2 + 1 — 22
856. [f(lgz)amde =1. z=Igz, = e?, do = e*dz.
I = [f(z) em+1)2 dz.

741 n+1
857. f 2" arcsine do = . arcsinz — L
n+ 1 n + -1 ]/1 i

858. ff ) arctge de = f(x) arctga _fl iy - dz.

859. f f'(z) arcsinz dz = f(x) arcsinz — f V ————— da.

Integrovani fadami. Zaklady

Nekonec¢nou fadu 2u;(x) lze integrovati ¢len za ¢lenem, jen je-li
stejnomérné konvergentni v uvazovaném intervalu. To plati predné
o fadach potenénich a, + a;x + a,2? + .... Nedovedeme-li tedy
predlozenou f(z) jinak integrovati, rozvedeme ji v fadu a tuto pak

integrujeme.

Priklady

£

r 2
860. —e—dsz. %zi—]—l—kﬁ'—}——xT—{—.... Integraci rady

I—lgx—{—x—}—z 2'—{—3 3'—{— . Polozime-li e® = 2,

4 B0 g%z lg3z
I—fl—g;—lglgz+lgz+2.2!+ ) A

a tim jest odvozeno vyjadreni t. zv. integrallogaritmu.

jest
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861.

862.

863.

864.

865.

78

[e—=* dx se provede pomoci fady

zt 8

2
—a?

23 Fnd !

Il=2———F—F4+—s——5+....

3. 1! 5. 2! o)

smx i dz
l' 3' 5' Rhd L S
x?
el A vt el
arctgx 1
f—x——dx =f;(x-—§x3—|—~_1,x5— sz
z° x°
v gR e iy

1 1
fx” dx :fe“gx dz'=—
0

5y z lgx e Tod pe i sl OB oS
f ( T

Il
o\ 8

7 (4 1y

0

1 1 1 SR
l_ﬁ_*_?——‘ﬂ_*_' (VIZPI'.

= [ (1 — 2y tde =
fvl—x4f g

(1 + %x4+mx3+ )dx

Il

+ )dx =

e R
%fx"lg"xdx:Z—( 1).:—:

854.)

'_x—{—‘ +ﬁ9+ ..,(x2<1).

Integrace fad lze nékdy pouziti k séitani rad:



866. f % V_arctgl V_gx_
=f( +ax—a—at4 284 .. )de =
=x+ 322 — jat — 12t + ...
Dosadime-li meze 1 a 0, jest
1

dx _27t__
fm?z—g'v—g— TUECAE T
0
1 1
867.fl—fx—dfmzf(x—x2+x4_xs+...)dx:
0 0
= (§2* — §2® + 42° — ..)f =
ARG A 14 22\!
= (lg)1 + « + 2* — ——arctg —— ),
. L

aodtad §i Faapi s e 1g]/§_6LV§. (Viz P. 490.)
Je-li obtizné rozvésti funkei v fadu, 1ze nékdy snadno rozvésti
jeji derivaci a pak integrovati:

R R SR R R Y
868. D(arcsmx)_v—l___xz_ 1 —{—?ﬂ-z +2 iF + .
i SRR 23 1 g i x5
Integraci: arcsmx—x—{—zlg—l— A 5 sl e
860, Dlg(s + VTS et
Vl—{—xz
0 e e N B 10
T M B v o it
Integraci:
e 23 106 Ve 1
- P S ERER T T
gz + J1+ 23 == 2.3+2.4.5 el
1
G SET  A e Gl i 4 __ 6
870. D(arctgx)_l+x2_ 1 — 224+ 2 2
Integraci: arctgr = x — 42% + 125 — ..., pro |z| < 1.
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Nékteré integraly eliptické

Integraly eliptické jsou tvaru [R(z, y) dz, kde
y = |agx* + a,2® + aya? + azx + a, a nékdy a, = 0.
Daji se redukovati na tii zakladni typy Legendrovy:

x

/ V=
ya—= xz) — k*a?)’ g gk
0

z

dz
=
f(l + nxz)]/(l — 2% (1 — k2a?) (el =1,
0

t. zv. eliptické integraly druhu prvého, druhého a tietiho.

Substituci # = sing, kde ¢ slove amplituda, prejdou v

P P
de S SORB G S
Fk, = e o 'Ek, = 1 — k2 sin2p d
(k, ) fl/l—kzsinzq) (k, ) fl/ ¢ dg
0 0
@

do
a i ley o) — =<
( ?) f(l -+ 7 sin?%p Vl k* sin®p » 1ol = dm.
0

Vypocet téchto integralti se déje integraci fad:

(1 — k2 sin?p)~3—

1.3 | RO TS
= 1 4= 312 sing 4 §in4 2 I8 5in®
+ ik sm<p—}—2'4lc s1nqz+2.4'6k sinfp +
(1 g sin%p)if =
s 2 a2 : 6 «in S,
=1 — }k?sin 2.4.6k sinp + ...

Vysledky jsou pak sestaveny v tabulkach pro F(k, ¢) a E(k, ¢).
Nejsnaze se pocitaji t. zv. integraly “plné v mezich 0 a Ix. Nebot

pro suda n je

2 koSl = 1), :
[sm”(p d¢—2.4.6 S (viz P. 602).
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Prillady
871. Pro #piné integraly eliptické plati

F®) = 4|1+ @ + (3 3k)+(;—%

]

872. B(k) = Jﬂ[l = R 4 g(%:—f’;kz) 3 1(; :i:glﬁ) b ]

ol o

F(3) = 1617..., F(}) = 1,685..., F(ﬁ)= 1,854...,
) |
F(—z' = 2,156.
E@}) = 1,526..., E(}) = 1,467..., E(ﬁ): Fan

E(]E): 1,211.

2

Ostatni eliptické integraly prevadéji se vhodnymi substitucemi
na zakladni druhy, aby bylo moZno pouziti tabulek.

o dx S It
873. ,/'VI_—‘* prejde po # = cosp, dz = — |/I — cos?p dp

S

lV2F(— arccosx)

1 J—
Vl—x4 2 Y2

875. et S S R
V—_‘ se pievadi pomoci v = tgig, x_mi;)

na

e g
= 4775}
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8717.

878.

879.

880.

82

fl/ ——. Zavedeme sinz = cos?p, cosz de = — 2 sing cosp do,
sinz’

cosz = |1 — cos4<p — sing |/1 + cos’p.

f VT + cos’p cos2 VZ = VZF(VIZ_) X

— 4 622... .
v*de SR i
fl/l = . Polozime x = cosp, dz = — /1 — cos?p dg;
I— —cosztpd(p—_ 1 & d f,——d—'_(p—:
; f]/l—}—cosqp fl/ Al V1+0032<p
T TR = de
= — J2f VT =% sin’p dp + 4)/2 e

et - [ vt - o

Délka kvadrantu elipsy « = @ cosp, y = bsing, kde b =
—afT—& vyjédﬁ se eliptickym integralem

ir In
f]/dx- + dy? —”/zﬂ sin%p + b? cos?p dp = af]/l — &% cos?p do.
¢ = in —yp, dp = — dy prevadi integral na

0
— a”/l — e2sinp dy = a E(e).
in

Pro obvod elipsy mame tedy

4a E(e) = 2na [1 —(%8)2—— %(;—:282)2— ]



881,

882.

883.

P¥iblizng také 2x[3(a + b) — 1|/ab] shoduje se do 4. &lenu.
Délka sinoidy y = sinz od 0 do 27 jest

in in 3
4f]/l + y?dx = 4fV1 + cos?z dx = 4V2fVl — isin?z de =
0 0 0

— 4]/2E (V%) = 7,640....

Délka oblouku lemniskaty r* = 2a® cos2¢p.
— : datsin?2g
= ]/rz + r'2de, rr' = — 2a®sin2¢, r'? = ad S::_(p \
4 4 i1 897, 29
ds Ml/r +4a ' sin (pd e a]/2 dp
VCOS2(p
: % de ;
Ctvrtina obvodu s=al2 | ——— . Zde vadi
]/1 — 2 sin’p

modul 2, kterf ma byti £* << 1. Proto klademe 2 sin?p = sin%p.
J/2 sing = siny, J/2 cosp dp = cosyp dy. Mezim ¢(0, 1) odpovi-
daji meze y(0, ir), takze vzhledem k

cosp dy cosy dy

d —
e /2 cosg V2]/1 — % sin?y

NP
1

jest s =af 7,,(@:::(117’ —]| a cela

J1—siny  —\\J2

0 4

délka lemniskaty 4aF(]—/1%
Vypocisti délku ctyilistu r = a sin2¢ (obr. 3).

r’ = 2a cos 2¢ a ds = Vrz + 72 de.
Jest vypodisti ‘

[Va? sin®2q + 4a* cos?2g dg = [a® + 3a* cos'2p dp =
o a”/m dg. Polozice y = 2¢, dp = idy,

): 7,416a.

mame I=2.taf]/l = #sin’ dy.
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885.

84

Pro osminu ¢ary se méni ¢ od 0
do j=, tedy y od 0do }x. Cely
obvod je
AR T !
8af)/1 — 3 sin® dy = 8aB(}]/3).
0
884. Urciti délku cykloidy
x = ap — b sing,
Yy = a — b cosp.
dz = (@ — brecosp) de,

dy = b sing dg,

Obr. 3. ds? = + da?® + dy2

ds = |la? + b® — 2ab cosp dp —
—Va+b —2ab( +cos<p)d<p=

b)I/ coszéqp dop. ¢ = 2y, dp = 2dyp.
ds = 2(a b)]/l—k%oszy;dw p=ir—t dy = — dt,
ds = — 2(a + b)J/1 — &* sin? dt.

Méni-li se ¢ od 0 do 7, méni sey od 0 do w a ¢ od = do 0.

= 2(a + b)fVTfIc_ZsinZt dt = 2(a + b) E(Ql/ab).
0

a-+b

Pro Pascalovu zévitnici r = a cosp -+ b mame:
ds = |/r* + r'2 dg, © = — a sing,
tedy ds = |/a® + b* + 2ab cosp dp =

4ab .
= (@ + b)Vl gl o4 31 sin®}pdg,

@ = 2y, dp = 2dy, ds = 2(a + b)Vl — k2 sin?y dy.
Poloviné zavitu odpovidaji meze ¢(0, =), tedy %(0, 3=) a obvod je

4(a + b) E (;]_/:b) Je-li b = a, mame kardioidu (obr. P. 20).




886. Prostorova kiivka Vivianiho je priseénice koule

224 y? 22 =172 s vilcem 22  y2 — rz = 0. Pro vypodet
oblouku uZijeme zdmény x = p cosp, y = p sing, 22 = r2 — g2,

2?4 y> — re = o — ro cosp = 0, cosp = 9, 0 = T COSQ.

A LI o 090
do = — rsinp dp, 2dz = — p dp, dz P
ds = |/da? 4 dy? + de2 = |/de® + o®dp® + dz® =
= |/r® sin%p dg?® + 72 cos®p dg? + 7 cos’p de? =
= 7 dg|/1 + cos?p = r]/2|/T — ] sinp dg,
in
(X AR et YAl e 1
5 — 4V2er1 — $sinpde = 4r]/2E (]‘/'2—‘)
0
Funkce eliptické
dz
Inversni funkce k u = jest & = snu.
1/ 1 — 22)(1 — k%2?)

Klademe-li # = sing, je u —f #ﬁ(p:
/1 — k2 sin%p

@ = amu, ¥ = snu.

Déle cn?y =1 —sn2u, dn2u = 1 — k2sn?u,
. . & o o VA S0 = B —
dz /O =21 = k% z?) du®
= cnu . dnu, D,cnu = — snu . dnu,
Dydnu = — k2 snu . cnu.
Priklady

887. Dokéazati pro « = cnu, y = dnu vztahy
(D)2 = (I — a?) (k2 + 1 — k2),
Dy = (@ — g — 1 + B).
(Dyenu)? = sn?u dn?u = (1 — cn?u) [1'— £k*(1 — cn?u)] =

= (1 — a®)(k?2® 4 1 — &?).

— ¢ dg.
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888.

889.

890.

86.

1 — dn2u %2 — 1,4+ dn2u
k2 k2 e
= (1 —g?)(y2 — 1+ k).

(Dudnu)® = it sn*y cn®*u — £*

Vyjadriti pravodi¢ lemniskaty jako funkei oblouku
0% = 2¢? cos2g.
P2 P2 d
e 4
> c]/2 f]/cos"q)d A8 CVZ f]/l — 2sinZp
P P
Polozime 2 sin?p = sin?p, V?cosq; de = cosy dy,
cosy
b ]/2(1 — sin%p)
P
takze S f —A_d%
Vl — % sin%y
0

siny = sn (%) = V?simp. cos2¢p = 1 — 2sin%p = 1 — sin?y.

0 = c]/gl/cos&p = cV2—V1 — sn2 T c]/2 cn(i)
Modul £ = 2]/5

Vyjadriti vychylku matematického kyvadla jako funkeci ¢asu.
Pro matematické kyvadlo plati

£ i dy
~——— k = sin}x, sin}p = k sin
l/ Vl — k2 sm2 e £

siny = sn (t]/%—), sin}p = sinlx . sn (tV%)

Dokazati, Ze prostorova ¢ira x = snu, y = cnu, z = dnu je
¢tvrtého stupné.
Pro eliptické funkce plati sn?z 4 cn?u = 1,

k2 sn?u + dn?u = 1,
neboli pro ¢aru a2 =1,k + 22 = 1. Je tedy prisecnici
dvou valei kvadratickych a tim éarou ¢tvrtého stupné.



UZiti integrdld omezenych
Priklady

Uréiti obsahy ploch omezenych:

891. a) Smyckou ¢ary x =2, y =t — 1t3. Prusetiky s osou 2 odpovi-
dajity. =1t — 12 =03t —i0, 5= V&— Celé smycce odpovida
interval ¢ od — }/3 do |/3.

I3~
P= {g— 1t%) 2t dt = 8/3.
—I3
891. b) Kisoidou %2%(a@ — z) = 2® az k asymptoté x = a.
at* at?

e b W

Kirges S0 o tz
P =fxl/a j xdx vede po substituci 5 j —= e la_—*_t._z
0

k parametrickému vyjadieni.

«) Parametrické rovnice cary jsou x =

e}

2a2t4 1 2 1
e f fw (1 TA OagiaT t2)3)dt’

—Q0

podle pi. P. 508 skladaji se integraly zlomki z éasti racionalnich,
M)
T+

kde citatel je o stupeti nizsi jmenovatele, a z

které slou¢eny davaji R(t) =

(arctgt — 2.} arctgt 4 § arctgt) = & arctgt.
V mezich — oo do oo racionalni ¢ast dava 0 a zbyva P = $na?

: 3a2t 5a2t?
Ostatné 202 R(t) = — i[(l j A i ti)z]'

Vratime-li se k pvodnim proménnym, uzivajice vztahu y = tz,
dostaneme

L x x
— — 32
2y fxl/a Sde=ia arctgl/a oo
B

— (32 + 22) |(a—2) =.
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Odtud zase, polozime-li @ = 2r,
B — o Sk P — 2P, —Smat —3nrd

podle metody pt. 518 (dil I) a 745 (dil II):

x g 2rz? 4rz

o Dt Gy

2]

24 ol | dz
3% S”fu T = S’Z[f@Tﬁidz*fmz—zw]:
0 0
dz dz dz
0

]

2

z
0

y) Polozme podle B (str. 58)
V2rx — 22 = of, 2rx — a® = %2,

2r 2rt
0
dt
ey - SN ==
i Srf(1+t2>3
==l 2 + ¢ : + $ arctgt | = §nre.
4(1 4 2)2 81 S £ k)
0
. d) Obecnou metodou A (str. 54) médme neuréity integrél
= dz = (ax + b) |2rz — 2? kf
fl/?rx — 2 5 V 1 ]/27'96 —a?
dI L—al/‘)rx—xz—}—(ax—l—b o
l/2m — x? ]/2
—k——, nésobeno |/2rz — 2? davé
J2rz =
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2% = a(2rx — 2?) 4 (ax + b)(r — z) + k,
a=—% b= 3y =13r
7 : — dx
= — 3« + 3r)Ver — 2+ 32 | —

l/2rx —

o
N

PR
4

2

= §7re.

I — [— 3(x + 3r) |/2ra — a® + §r® arccos

© Ll

¢) I mozno psati jako binomicky
[2}(2r — 2)~ ¥ da nebo [z(2ra—! — 1)~} da.
Polozime-li 2ra—! — 1 = u?, prejde ve tvar

du
1= = f =

— 81'2[4(1 _;u:uz)z A %1 _’:uz—}— 3 arctgu]

: 0
a po dosazeni mez{ I, = §mr2.

£) Substituce
z = r(l — cosp), de = r sing dg, ]/m = r sing
dava
I=1r[(1 — cosp)?dp = r[jp — 2sing + } sin2¢p]* = $nr2.
892. Stanoviti povrch a objem télesa vzniklého rotaci cykloidy
x = r(t — sint), y = r(1 — cost) kolem osy .
dz = r(1 — cost) dt, dy = -+ r sint dt,

2n 2n
V=nfy?de = nr® [(1 — cost)?dt =
0 0

2n
= 7r® [(1 — 3 cost + 3 cos? — cos¥) dt.
0

Jcos?t dt = sint — 1 sin®. [cos% dt = §t + 1 sin2t, je tedy

V = nrd [t — 3sint 4 3t + 2 sin2¢ — sint + } sin¥]2" = 5x2r3.
27

Povrch P = 2x[yds, ds® = da? + dy? = 2r%(1 — cost) d¢2,
0

ds = 2r sint dt,
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893.

894.

90

y ds = 2r sin}t . 2r sin}t df = 472 sin3}t ds,

27 27
P = 8nr2[sin3dt dt = 16772 [ sin3dt . d(it) =
0 0
9 2n
= 167r2[} cos®it — cosit] = Einr2.
0
Objem télesa omezeného dvéma valcovymi plochami y = f(x),
2 —g(x); ToNINaMis Ty Xz A X —0, T3 — O

b.
V = [f(z) g(x) dz (obr. 4).

Povrchy téchto valcovych ploch jsou

b b
Py = [g(2) )T+ *de; P, = [f(x) |1+ g7 da.
a 'l
Vypodisti povreh a objem télesa omezeného rotaénimi plo-
chami valcovymi g2 = r2 — 22, 22 = 72 — 22,
P, =P,= [rdz = y’z_—x.
0 Y
Povrch celého télesa P = 1672

2 __}_ y2 57 r2
yi’. e x‘l’

1+ y2=

Vi — 0f(r2 — 2% dz = §r3, V = 1973,

Urciti objem a povrch télesa omezeného valcovymi plochami

xé_i_z%:a%, y§+x§:a§"
%V:Of(a;‘ — 233 de = [a%zr — 3033 2% + 303 3 2% — } 23]} =

P, = P, = (a3 — 23)} ada—3 do (viz pi. P. 621).

0

P = 16P1 = ]_Gfa%y% dy S 458(12.
0

. Vypodéisti povrch télesa omezeného plochami valcovymi

Ye— et 28— A,
P=p+p, P=4p.



Podle schematu na obr. 4 je

Dy ds ey — et YA D= r]/?—j?-— d
- i 2]/”’,* o er —g
0 i 0

1/1—.—_??//' o _“>A_HA7:._;’ pl — r Vr
g

Obr. 4.

o +=|f5 )R

pzzf]/rx— xzvx:rdx :fl/r"—_x_zdx:
0 0

= [x Jre =% + 42 arcsm—f—] = im.r%
: 0
P = (84 m)r?
896. Vypodisti obsah vilcové plochy a3 + »3 = a? omezené kouli

P2 kR 22— gl
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P=8p, p=[)a®—2* —gladzrddr, ¢*=(a? — 23)%
0

= l/éaifl/ag — at dz, 2% =wu, dz=$)udu,
0

20
p = |/343 é}oﬂ/%u —uldu. 2b=dd
2

— 3b? arcsin {L;—E] =

0

Integral I = [u

4
= + 462 13n — 1b%n = 1b2n = lasw.

p= Bl/Fmat, P 8p = 1)Fea
Integraly nevlastni

Nevlastni integral [f(x) dz ma vyznam, stiva-li se f(z) nekoned-
a

nou v nékterych bodech x = ¢ intervalu (po ptf. i v mezich a, b) Fadu
menstho nez 1, t. j. lim(c — @)* f(x) = k (koneéné ¢&islo) pro n < 1.
T—>C

Integral nema smyslu, existuje-li tato limita pro » > 1.
0

Na pr. f 1_dx_ ma vyznam, neboﬁ
— 2?

1
lim (1 + )} — a ¢slo n = § < 1. Skuteéné

:r—>—1 Vl — 2 l/§
I = — arcsin(— 1) = i=.

l‘
Neexistuje f — da, nebot lim a» — = = 1ipro.n— 1.

2—0

f f(z) de ma vyznam, neméni-li f(#) znaménko od urc¢ité hodnoty z,
a

stava-li se f(z) pro x — oo nekoneéné malou fadu vétsiho nez 1, t. j.
lima” . f(x) = k pro » > 1. Integral je nekoneény, existuje-li & pro

T—>®

n < 1. Méni-li f(x) znaménko jako na pf. s1_;1a_: pro hodnoty « = km,
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muze integral existovati i pro n» = 1 jako zde. Interval se rozdéli a po-
(k+1)n ©

lozime u; = [ . Pro existenci [ staéi, kdy#| uz,| < |uz| a stiidaji-li uz
kn a

sinax
z

znaménka. Neexistuje vSak f

0

1dx.

|

0

[f(x) da také existuje, kdyz |f(z)| < @(), kde g(x) je kladni pro

2 > a, a ma-li vyznam integral [¢(z) dz, nebot [f(x) de < [¢(x) da.

5 20 P oy e_xz (!)_ l
Na pi. fe dx<fxe dx_[ 5 ]]_-2;.
1 1

Piklady

;4
897. f 3 g% existuje, nebot
V@ —1p@ + 1)

0

: 1
lim(z — 1)* f(x) = ;— pro n = ¢ < L.
a—1 V§
1
898. [27—1(1 — z)7—1 da. Integrovana funkce stavé se nekonetnou

0pro p <1 vmezi 0, pro ¢ <1 v mezi 1. Pro prvy piipad je
podminka existence integralu, aby a»*+?—1(1 — x)2-! méla ko-
ne¢nou limitu pro n < 1. Ziejmé musi n + p — 1 > 0,
p>1—mn,p> 0. Podobné najdeme i ¢ > 0.

b
899. f % dz. Kdyz P i @ jsou celistvé racionalni funkce, stava

se zlomek nekone¢ny pro néktery kofen jmenovatele nejméné ve
stupni prvém. Nesmi miti tudiz () kofeny v intervalu (a, b).

900. fg—gg dz, zll_Iilo an Sg; = k je koneéna pro » > 1, tedy aspon
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901.

902.

94

pro n = 2, je-li stupeni jmenovatele asponi o 2 vétsi nezli stupent

Citatele.

e}

[am—le—= dx. Pro @ — oo stava se am—le— nulou ¥adu vyssiho
0
nez jakékoliv Cislo. Zbyva tedy vySetiiti mez 0. Aby

limzr gm—le—* =k, musi n + m —1>0, tedy m > 1 —n,

x—0
a pro n < 1 musi m > 0.

UZiti véty o stiedni hodnoté pro integraly nevlastni
Frullaniovy integraly. Ma-li f () 4o vyznam pro ¢ > 0, lze
@

pocitati pro @ > 0, b > 0, integral
f jie) = lim f i{g=) dx a rozkladem
e—0

L=<} o0

ff(ax — fb=) 4 ffax _ffL:)dx:

€

be

ff(w [f - [t

Dosadili jsme za ax = @', resp. bz = 2’ a ¢arku pak vynechali.
Podle véty o stfedni hodnoté plati

be

be
f’f(?x) dii— f(cs)ffix—x = f(ce) 1g %,

ae

kde ¢ je vhodné ¢éislo v intervalu (a, b). A tak pro lim ¢ = 0 mame

f Ml dz = f(0)lg % [f() musi byti spojitd.]



S e—%% e-ﬁx S /f)’
Na pr-. fT do— ]g?.

903. Jiny Frullanittv integral je f "’(L)x__ A PR R

0

rozloZziti na —/ (p(xazx) dx — f w(si)zx) dx. Polozime-li axz = 2’

0 0

oo}

a ¢arku potom vynechdme, dostaneme (@ — b) f ()

22

dx.

0
Derivace uréitych integrilG podle parametru

f f(x,x) de = F(«) jest funkei parametru «. Nezavisi-li meze

na «, ma tato F(«) derivaci podle x v bodé &« = «,,.

b b
)
S Py = f A 2 g f fulz, @) dz

jestlize f',(x, x) je spojitou funkei proménnych @, x v uvazovanych
intervalech pro € (@, b) i x € (&, o).

Zavisi-li 1 meze a(«), b(x) na parametru, jest

db d
A =2 16,0) — L fa, 0+ [Lfw 0 da

Je-li jedna mez nekonecéna (na pi. b), pristupuje podminka, Ze

lim af dz konverguje k 0 stejnomérné pro « v uvazovaném inter-
B—©

valu («,, «,). (V piikladech déle uvedenych je v¥ude derivace za
integra¢nim znamenim dovolena.)
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904.

905.

906.

96

Priklady

7 - dx - da 1
Vypocisti f @ rap f s _a,rctg Va
0 0

Derivujeme-li podle parametru a (n — 1)-krat, mame

(— 1) (n — 1)!f4 L WA

arctg

i)

(Viz P. 508.)

(xZ + a)n an 1 (V'—

1 1
Derivujte n-krat podle m: [am da — m 1 Prom> — 1!
0

; ; m n (= 1)" n!
Vyijde G{x (lga)t dz= m - 1 (Je spojity prom > — 1.)

Totéz plyne z [ ane—* dx = n! (viz pt. 849), polozime-li z —
0

t
—e m+1, Pak jest
1 )
fro Al TR G L ki
J e e = g [ et at = e |
0 b
(Viz pt. 854.)

o0

f xzd_t @ V— im. Derivujte n-krat podle a!

d —1)
e 1)""!_[(?1%)"3: br(— 3)(— §) ...(—2n2 l)a 3

(— 1)"'1.3.5...(27),—1)'
anVE 2n ;




in
dz
907. f q : 2ab (Viz pr. 840.)

a? cos*x + b2 sin’z

0
in

at dx ¥ -
Odvoditi Ty = f (@t boat 1 Y winig)t derivacemi.

0

i

e 40 coszx dx T d_] Pt dal W
B e 2 4ab®
0

™
Seétenim dostaneme I, — =50 (az 5 B )

0 o0

908. Vypodisti f x"e—** da z integrilu f Gt da — %

0 0

Po n-nasobné derivaci druhého integralu jest

wa” —kz O‘O n pNa—kT aEsl nY
fakn (e )dx_j (— 1 areteda = (— 1) 2y,
0 0

2 n!
takze b= et (Pron > 0.)
a"e—** se pro limx — oo stavd 0 fadu vyssiho nez libovolné ¢islo.
0

909. Vypotisti j

4

da
(x® + px + g

derivovanim, je-li ¢ — 1p% > 0.

g2 i arctg e
@t prtq V4g — p? ]/4q—p-

(viz p¥. P. str. 77). Z toho

e}

s S a po (n — 1) derivacich dle ¢
Drprtq Jig—p

—=Q0



w dx o1 17
ST R f(x2 toztar o (Vq o m*)

1.3... (2n — y
el 3); (viz pi. 906), tudiz
Py — A

= wu(— I)»1

o

da _1.3...(2n —3) ik
»[(:462 + px+qr 2ln —1)! (¢ — ip? Ve — 1p?

— 0

910. Totéz lze odvoditi z redukéniho vzorce v ptikladu 507P.

: © + ip
2(n — 1)(¢ — 1p?) (2* 4 pz 4 ¢)"!
pro integral neomezeny. Dosadime-li meze — oo a oo, zbyva na
pravé strané v zavorce jen prvy clen. Oznacime-li omezené
integraly L,, bude tedy

2n — 3 g0 (2n — 3)(2n — 5)
n—Nlg— i) " Z—Din—2&
L (9 — 8)(2n — 8) .18 ) gk
e — S—1(n — 1)1 dn Ly, kde L, _W.
A tak méme tyz vysledek.

o —

[(2n S Al

Ln == Ln—2 e

3 a
911. Derivujte podle parametru a Of e—?% cosbx do = 2 1 b

(viz pt. P. 465, 586) pro a > 0.

a® — b?

—_——= fxe—‘”‘ cosbx dx = (—2—_*—_—1)?2

02l 2a(a® — 3b?)
S 20—Aax — k.
i fx e—4% cosbx dx = @ T by

912. Derivaci odvoditi integral f e —dx =
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1

ol iy lgxdx_ gl 1_ 1

om ) gz T m+ 1)y m+ 1
0

1
Naopak tedy I :fm——ﬁ dm = lg(m + 1) + k.

Avsak prom = 0, jest I = 0 = lg(1) + k, tedy & = 0.

913. Podobné odvodte ze znamého integralu [ = f e—‘”ir;b—xd

e}

ol
Pro a > 0 zname fe**”‘ cosbx dax = v e + o = Lo b

0

tudiz hledany 7 = [ o — arctg + k.

2 + b2
Avsak pro b = 0 jest I = 0 = arctg0 + k, tedy &k = 0.
Zvlasté pro a = 0 dostavame integral

914. f S“;b”’“' dx = 3= signb. Na hodnotd b tento integril nezvisi,

tedy i f 5139—6 da = {=, (integral Dirichletav).

Urcité integrily nekonecnych rad

Radu stejnomérné konvergentni s(z) = u;() + uy(x) + ... lze
integrovati ¢len za &lenem, takie plati vztah
b

b
S(z) = [u, dz + fu2 dz + ... = [s(x) dz
a a a
Pii vySetfovani podminek integrace pro interval nekoneény

v s v 2 1
pouzivame na pi. substituce y = pr
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915. Vypodisti f llg" dz Fadou.

916.

917.

100

0

gr _ lgz + xlgx + x®1gx + ... Integral obecného ¢lenu

l—=2

1 1
tlgz]® 1 ' 1
1 skl i o Bl i e IS P el 1T
[x lgxdm_[ A ]1 kfx dp= R
0 0

Rada je stejnomérné konvergentni v mezich (0, 1) kromé prvého
¢lenu, jehoz integral zlgx — x v8ak vymizf.

lgz 1 1 1
Jesttedy flgxdx:_(F—}_?i_l—?‘.*—.”):_—
= 0

2

g
6"

A
si

Integraci fady vypocisti f e%’”% dx pro a > 0.
0
sinz 1 2 ot
el (1_! “RRR LB )
1 1 1 1
Integraci I:;—ﬁ—l—w—...:arctg;

pro a > 1, nebot pro @ << 1 jest rada I divergentni.

[=e}

nan 22 dx
Vypocdisti f e
0
22 zZe——z

=ae® 4 ¥+ e32 4 ...).

P L R
Integral jednotlivého obecného ¢lenu fa,dy jest

2 . s
f Tronridr — 7 nebot mtegrad po castech
0



f zla Mgy — —_Ic L e —z— f ze—** dx =

— 2a—kz —kx
z—xz:—“L%(—e_zr”%f"‘“

SRl —kz
= _.’;;_ (kx + 2) — %e—k‘ (viz pt. 908).

Hledany integral I = 2 [% + —21—3 + % 4 ...in inf.].

Rady Fourierovy |

Dirichlet dokazal, Ze funkei f() 1ze rozvinouti v goniometrickou
fadu Fourierovu v intervalu — ¢ < « < ¢, je-li jednoznaé¢na, kone¢na,
s koneénym poctem extrémit a bod, kde smi byt pretrzita. Tomu hovi
vétsinou obvyklé funkce v praxi. Obecné v intervalu — @ < z <=
plati rozvoj .

f(x) = 1a, + a, cosz + a, cos2x + a,cosd3x + ... +
+ b, sinz 4 b, sin2x + b, sin3x + ...,

kde dr %ff(x) coskrdas by — -;-ff(x) sinkx dx.

V intervalu & < # < « + 2z jsou koeficienty dédny tymiz integraly
s mezemi «, « + 27. V intervalu — ¢ < @ < ¢ plati rozvoj podobny

f(@) = da, —{—iak cosk
X

c

TL a2 Sl B gy 1

- —I—%bk sink —5» Vnemi gy = —c—ff(x) de,
it

1 >7rx 1 Lot e
ax =?ff(x) cosk—c—dx, br =?ff(x) smk—c— de.

Rady Fourierovy jsou stejnomérné konvergentni. Lze je derivovati’
a integrovati. Pro funkce sudé f(— x) = f(x) obsahuji pouze kosiny,
liché funkce jen siny.
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Priklady
918. Vyjadriti F. fadou funkei y = lx v intervalu (— &, + =) a
('— c, + C).

o' = Tlt—féx dx = 0; funkce je licha, kdy a; = 0.

: : coskx sinkz |'"  2=n Sy
by —f:c sinkx doe = [— B -} T]—n_ —~ Pro k licha,

pro suda k jest hodnota nbr = — —2k1. Jest tedy v intervalu

(— =, + m) 32 = sinz — } sin2z + } sin32z — } sindx + ...
Pro kraje intervalu (+ =) dava fada 0, t. j. skutecné
i(m + (— =)). V intervalu (— ¢, + ¢) podobné

c

G S . - 3nx
%x:—(sm-—— tsin—— + $sin——— ...|.
c c c

3

919. Rozvésti ve F. ¥. y = }a® v tychz intervalech. Vysledek dosta-
neme integraci fady v predchozim prikladé:

}2? = jay, — cosx + % cos2x — } cos3x 1 .

ASSE e 22dz —
fz 71:1

Tutéz fadu oviem dostaneme i obecnym postupem.

7'52 J 2
=2 BT takze }a, = e

920. Totéz pro funkei y = }z v intervalu (0, 27).
2n

1 ; : e
2= ¥f%x dz = &, a; = 0, protoze funkce jest licha.

2n

25
1 ; x coskx
b, =¥f{;msmkxdx= —[ T ] + — o fcoakwdx-—
0
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Céra vyjadiens fadou se skldds z usekl rovnobézek s pifmkou
¥ = 3@ a z bodu (2kr, i) (obr. 5)

y

-2 0 21 4 x
Obr. 5.
921. Totéz pro funkei y = — ¢ v intervalu (— =, 0), ¥y = ¢ v inter-
valu (0,7) pro cely interval (— =, 4 n). Funkce je lich4
f(= %) = — f(x), vSechna a; = 0.
0

nhr = [ — ¢ sinka dx —}—fc sinkx da =f2c sinkx dax =
—n 0 0

2 e ey 2¢
e = (— el e — s
A coskx (— 1) . -} o

- 0 n on X

-C

Obr. 6.
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= -;% pro k liché, 0 pro k sudé. Celkem
J)i—= it (sinz 4 % sin3z + lsinbxz 4 ...) (Obr. 6).
K

922. Odvoditi F. ¥. pro y = 3. Funkce je licha. Interval (0, =).
2 : : = 3
by = ?fx3 sinkz de. Podle pt. 848 jest
0

2 | 23 coskzx
br= — —T;[—T— g = smkx

12 e
i 4] N L
2 [k‘ k ]’

& G2 e O A
ABpu ; (— 1)k [F = ]smkx bylo dal

sinkx

k14

g x coskx + —— smkx]

3 0

I

— 1)\k+1
( Iia)— sinkzx.

Z toho na pf. {3(w3r — 23) = le

923. Funkciy = —;— x v intervalu (0, p); ¥ = v pro interval (p, 7—p);

Y= — L(x — w) v intervalu (m — p, &), rozvinouti v fadu

sinovou jako funkei lichou.
P n—p
2 v : :
b z—[ [—xsmkxdx —{—fv sinkx dxz —
Ci] kel oV
0 »

s [ (x — =) sinkx dx] :; L pro licha k.

k?

np

_41; 1 PR 1
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924, Vyjadriti f(z) = In(x — 2x) fadou kosinovou v intervalu (0, x).

i — 2f(§n2 — 1) coskzx do = 2 [% sinkx(—)] -1
0

0

T

—{—2110 sinkx da = ——gk—z[(— 1) — 1].
0

Pro k sudé ar =0, pro k liché a;= %

cos3x . cosdz

f(x)—_cosx—{—————{— =5 Lo

925. Rozvedte f(x) = {na(r — @) v fadu sinovou pro interval (0, 7).

inby = J;n (rx — ?) sinkx do = In 1.
1 '1
-+ —j (w — 2x) coskx do =

Wiy
0

n

I nx — x%) coskx

T

'—i—%fsinkxdx:
0

0

=04 %sinkx(n — 22)

2
= — (=1 — 1.
Pro'kliché: I = lci pro k sudé I = 0.
4 1 ®sin(2k + 1)
4 9 i, S5 4 SSISMA e ¥ e

926. Funkeci f(z) = 4gn(n — 22)(n® 4 2nx — 222)
rozvésti v fadu kosinovou v intervalu (0, ).

iray :ff(x) coskx dx =
0

o % Bi() sinkl 71{ f P (b st A%
0
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I

]- n 1 ”n .
= 5 [f'(x) coskax]y — Fff () cogleada =¢. .
0

o % [f"(x) coskz]s = (1 — coskr) =

4L4

—-—pro k liché, 0 pro ksudé. ay — %

™
A AR
cos3x cosbx

f(x) = cosx + 31 + = + ...

927. Rozvésti v kosinovou fadu f(z) = e** pro « v intervalu (0, ).

@ k4

f(®) = $ay + > a; coskx. Inay = [e coska dx (viz pi. P. 465)
1 0

e*(k sinkx + s coskxz|* e™s(— 1)¥ — s

1 W c
¥ s+ k2 2 SR
u %ikzi) pro k sudé, — S(e:i:—kzl) pro k liché.
2s = 1 cos2x
f(®) =""(e -1)[2—82+82—_}j+---]_
28 COST cos3x
—?(e + 1)[82+ 12+82+ 3Z+ :I'

928. Pro e—** jest analogicky

’ G I)L(_ 8) (L A (== l)ks s —sm
RN " SR S R L AR T

Pomoci téchto vysledkt lze vyjadriti na pi.

eme | g—me
F(.’L‘) em® e—m}

AR

21
rfadou F(z) = ;[Zm i + cosx —{— + zcos2x - ]
Dalsi rozvoje s pouzitim funkei komplexni proménné viz v do-

datku.
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Methoda integrace podle parametru a zamény poradu integracniho

Pro spojité funkce proménnych x a parametru ¢ plati

B b b B
[ f(x, t) da] dt =af [[ f(x, t) dt] dz,

& a
b
t. j. funkci danou integralem [f(z,t) dz miZeme integrovati podle
a

parametru tak, Ze integrujeme podle parametru funkei za integracnim
znamenim. Integraly pak nazyvame dvojnasobnymi. Za jistych pod-
minek plati uvedena véta i pro meze nekonecné.

Na pi. integrujme podle parametru ¢ integral

929. fx‘ da = i B mezich (x, ). Dostaneme

=
-

1

| B B
% T wabodt i g
J1 = aela= [ foraoe= [ =0l

.3 0 0 1

1 1
xt]’ xf — x* g+1
Tedy Bf[lgt]adx ~6/. lgx_ dv— g Srim

Tim jsme dostali novy integral prox 4 1a ff 4+ 1 > 0. Integraci
podle parametru za integraénim znamenim dospivame tedy
novych integrali. Casto se tam parametr imyslné zavadi, jako
na pr. pii vypoctu integralu Laplaceova

0

930. [e—*' da, kam misto 2 dosadim tz. v
0

I = [e~"=t du. Nasobime obé strany e, mame
0
o]

Ie—t" = [e—(+#""t dx. Nyni integrujeme podle ¢ v intervalu
0

(0, ), vpravo za integra¢nim znamenim.

Ife " dt = I* = [[[e—(+29 df] dz. Substituce {2 = z,
0

0 0
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© 0

2t dt = dz dava j e~ (1+29% df = %fe““”’)z ok

0 0
e—(1+2%)2 o 1
-[=wF el

TNedys 12 —f -+—x2) = [} arctgz]y = n. I =V—2Tc—.

Odtud plynou hned integraly

fe—x’dx_l/n, fe“ dy —% ]/ fe ”’dx—l/n.

Priklady
Integraci podle parametru odvoditi nové integraly ze zndmych:

@ 0

1 e5s
931. fe"“‘ dai— 5 f[_ ] de = lgp — lgx,
0 0

@0

—aZ ___ a—P2
neboli f‘i i lgé (viz pt. 902).

x
0

=)

932. fe—"” sinbzx dox =

0

5, e + s Integrovanim f podle b mame

B

« 5 B
fe_axwdx :f Y9 _ 119 4 gn] =
0

x a® +y
a2+ﬂ2

a* + o

__]g

933. fe_“ cosbx do =

0

Integrovanim podle b dostaneme

a
P

108



o]

: e
fe—” o et e — arctgﬁ — arctg g
7 a a

0
i a(f — «)
= arctg 22 —i—‘cxiﬂ”'
Jest totiz tgl = £AE s
- glarctgp — arctgq] = T

o]

934. f e ginbx dx =

0

b s ]
Py Integrovanim podle a jest

(el

ol o, a !
. sinbx do = arctg? a pro lima — oo,
0

o0

fsmxbx dx = In signb (viz pr. 914).
0

0

935. fe—‘” cosbx do =

0

oo} o]

fl —xe—_ coshz dz = } lg(a? + b2), fcoibx dz neexistuje.

a , .
BTy Integraci podle @ jest

eo)

936. Zintegralu f ewaaide — l/TC_ odvoditidalsi derivovanim podle .

20
0
—aly? TS .I/;C_ —oalz? falr VTT
—2<xfxze dx_—g&;atedy fxze xdx_gé.
0
1.3)x
Odtud dalsi derivaci podle « plyne f rlescaido — 2%]‘/;—
0
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0

atd. az obecné f x2re—*"" dy =

0

1.3...(2n —1)
Ll(x2n+1 VTC

Odtud pak lze odvoditi f ex&® coR2ba do—
0

—a?z? (2[)2’,‘)2 n =t
:fe dxl:l——2!——+...+(—1) 2n!—+...]——

0

4b2x2
fe—‘””dm—f e dy + ... +

2b)»
+ (— 1)~ f(Zn)! rre—a'2 dx 4 ...

e}

0
Dosadime-li sem pravé vypoctené integraly, dostaneme

g 16h 1 2h&
2.2 ™
fe—ax cos2bxdx:]£7¥[1_2—!&7+:_ﬂﬁ_ ]
0

feo

0

937. Vypodcisti pomoci f e %dt — %l/g- (viz 930)

t. zv. integral Fresneliv § [ smx =1

[ee}

1 A | ’ ¢
Za —— muzeme klasti pravé —_fe—”‘t d¢, takze
0 T

0 o) [co] e}

=1 f [ [ sinze—=* dt] do =1 f [ f singe—=" dx] dt

po zaméné poradu integra¢niho, kterd je tu dovolena. Bude
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@

o 1 :
fe—“”smx do — | (viz 587, 738),
0

1 dt 1
proto I:ﬁfﬁ‘*‘ 1 V"‘2VZ ;Vzn
0

938. Podobné lze odvoditi druhy integral Fresneliw

%fcosx }7’:. Zaménou x = 2 se integraly

zméni ve tvar fsm(y2) dy = [cos(y?) dy = %-V,’_m.
0 0

939. Podobnym postupem odvoditi

[ce}

I= E:T-dx z integralu — = f e~ dt.

: f[ e s ] feeineac]r-

:fm = [arctgt]y = In (viz pi. 914, 934).

™
940. Pomoci [cotgy dy = lgsiny odvoditi I — i}sina: Igsinz da.
irin B e
= — f[fsmx cotgy dy] de = — fcoth [fsmx da] dy =
In %71:
= f (tg 3y — siny) dy = [cosy — lgcos?}y JJ — 14 1g2.

PFimy vypocet omezenych integrald z definice

b n
Lze pocitati [f(x) dz = lim > f(&) Aa

Az—0 k=1
podle str. P. 91 rozdélime-li interval (a, b) na n casti Aa; a uvniti
kazdého Az vybereme libovolné &;. Pak u¢inime limn— oo, limAz; = 0.
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941. Na pt. fz2 dz. Uditime A4z = %, i lc—nx—,
0

2

f(e) = £t = ke % takze pro

8 nm + 1)+ 1)_ 0
3 6n?

lim > %2

3 &
= lim — ? k? = lima3
3
k=1 ne q

Totéz bychom dostali pfimou integraci.

942. Podobné pro f(x) = e* by plynulo z definice

fez dx = limAx(e4® + 247 - ... 4 en4?) —
0

Az—0
: e — 1 : Ax
=A111£:)Axedx G T (e® — 1) lim T e? — 1.

943. Pro Dirichletiv integral f s_lnxic dx l1ze pouziti znamé fady
0

sindx +  sin24x + ... =T _2 de
; L A A
Odtud JH— }:_]E)Ax T PRt 105 :
in
944. a) Pro f Igsinz dz pouZije se zndmé véty pro Az = %
0
in in in s in BB Vﬁ
ap ol Wl S RN T~ 5
i il
I =limdelg s = yn limlg = —imlg2
Az—0 n—w 21—7
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b) Ziejms

in £

S —1)7
f: ;flgsinx dz — 1im12-n—71;1g(sin% smu) z
0 0

n
1 &

=i lim%lgwi_1 = {x lim (;{lgn —ﬁ—ﬁ—lng) =

= — in 1g2.

Integraly Eulerovy B, I'

i [
Jsou to nevlastni integraly: B(p, q) = f 2L =)t da,
0

t. zv. bétafunkce, a integral druhého druhu neboli gammafunkce
I'(n) = [an—le—= dx. Vyznam maji pro p, ¢, n > 0. O téchto funkeich
0
plati mnoho vét. Zakladni jsou
I'(p) I'(q)

B(p, q) = B(g, p) = T(Y;—%—_{I)'

I'(n) = (n — 1) I'(n — 1), pro celistvé » plati I'(n) = (n — 1)!

Il)= ferde=1; I'(})=2fe# = |x = 1,7725,
0

0

Ir@3) =4I =1z, I() = ilx, atd.
17 : N! Nn
ek ol e sinzcn’ ) :lef.} nn 4+ 1)... (n + N)

Zaménou ax misto x dostdvame obecnéji

(=]

fx""le”‘”‘ da = I:a(;—) pro ‘@, n > 0:
0

: 1 e
Polozime-li e % = y, z = 1g W dostaneme jiny tvar

1

I'(n) Zf(lg —;—)n_ldy.

0
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Jina definice jest:

Tt = ze”zl_[ [(1 4+ i)e*;z,‘:l;

1 n
: 1 1 1 1

y:r}bml[T—{—?—i—?—i—...—l—W—lgm]. 5 (A)

Déle plati vztah Gaussuv

@) F(z ¥ %) F(z +2= 1) = (2r)0—0 nd—ns I(nz). (B

& o 5 O
Mnohé omezené integraly lze vyhodné vyjadriti pomoci funkei gamma
nebo béta substitucemi. Dosadime-li z = sin®% do integralu pro
B-funkei, dostaneme

A i
[ar—1(1 = z)r—1 do = 2[sin2P—1z . cos?t—12z . dz =
0 0
I'(p) I'(9)
— B y = A )
bl (» + 9)
Piseme-li 2p—1=m, 2 —1=mn,p=3%m-+1), ¢g= Ln+ 1),

in
: : T(d(m + 1)) . TTh(n + 1)
jest sin™z cos™x dx = % T'3m + n + 2)] X

0
Protoze musi p, ¢ > 0, tedy musi byti m, n > — 1.

Odtud plynou vseobecné vzorce
in in
f To L f Caoa Tl + D)
0

2I'(3n + 1)

0
=Lk £ 1)
Tn+ 1)’
které dosud jsme méli jen pro n > 0 celistvé (p¥. 471).
Polozime-li ve vyrazu pro B (p, q) &islo p = ¢, dostavame

[

in in
I (p) : & 1 B o
T@p) 2 | (sinz cosz)??—1 dz = =1 ST i —
0 0
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T " in

1 1 !
e f sin2?—1y du = SE—2 f sin??—1x dox =
3 ]

0
S L
2T T(p + §)
Dostali jsme t. zv. vzorec Legendretiv, ktery se pise
Lp)'(p + })=21-2° V; I'(2p) (viz vztah Gaussav).
ST
T %l gk TFS,

Vsinx i

Elipticky integral

A podle vzorce Legendreova I'(}) I'(3) = 2%1/7-5 '),

1
takze nas integral je ‘)VQ; I'*(}) (viz pt. 877).

Odtud ) =2 ]/]/;F (VL_) - 3.6%...
a z Legendreova vzorce I'(})= T:]/.‘Z (%) = 1522565
Priklady
in

945. Vypocisti pomoci gama funkce integral f tghz dv = [.

0

il =fsin"x cos "y do = %F(n —t 1) F(l ;n)’ pro [n| <1
0

2nje]"(,u)1’(1—‘u)= G Ankie T gl

1
8 e sinum 2 cos nm’

@

946. Vypodcisti f x"e—*" do pomoci substituce z? = z.

[c2]

— f W—l)e-zdz——ll“( L )pron+1>0
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Pro n = 0 mame znovu integral Laplacetv

@0

fe—z’ doi— 1) — Vn (viz pt. 930).

0

3 1
947. Vypodisti f AL e f i tds (e o)
0

0

:—fz” l—z ’dz——-— (—l—l).
T

1

dz
: g 1B, 3)-

948. Vypocisti podle toho

') 1'z)

I=1} A0 =13 LAPTG) , podle vzorce dostaneme
2

-

1
g L Y b R T )_
I——;fyn (1—y) dy—nB(n,q~
0

949. Vypocdisti [ 2?-1(1 — zn)e—1 dz substitucl 2" = y.

r(ﬁ)r
:_I__L__@, Odtud na pt.
a 2Jrq)
n
n-+ 1 n-+1
: g Y 4 e —P( 1_ )
Vlm—arc‘*:i—_ n -+ 3 =%V7‘: n—{—?
e A
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950.

951.

e
a podle Legendreovy véty o o 4

n+ 1
e
1
Podle toho f nd—x = 1,.
by Vl i
hzrlrtglf1_3)=-—lL—.

n \n n 7T
7 sin —
n

i grde 1% _I'(})_ wlom
Dal t S MRS et .
A fl/l — TR)  Jer I
0

(Viz také pr. 879.)

Integraci per partes odvoditi redukéni vzorec pro B(p, q).

14

i
fxl’—l(l — p)=ldai— q__; 1»/Qyﬂ’(l — x)1—2dx,
0 0

aviak a? = 2?7-1 — zP-1(1 — z) a tedy
1

F g o 2?—1(1 — z)1-2da — L~——I
P P

. p+qg—1 q—1
neboli T— B(p,q — 1),
5 g ea
B(p, — B,
» 9 = p Dy (», g—1).

Podobné B(p, q) = %lfxf’*z(l — z)¢ dz; avSiak
1—a)=(1—2)(1—2)!=(1— )1 — 21 — ),
tedy  B(p, q) = —?—Mp—1m~—?—ﬂnw

— 1
Odtud ) N A el | O T
u el o )

117



o0

952. Vypotisti [are—z dx = I,.
0

F(n - 1) = fw xre—* dx a dosazenim ax misto x dostaneme
Qb T t;dy I; = a—+D) I'(n 4+ 1).

9563. Vypodisti fax?—l(a — p)=Ldr=1.
Vlozime-li Oax misto x, dostaneme I = a?+1-1 B(p, q).

9564. Dokézati vztah B(p, p) = 227 B(p, }).

in in
B(p, p) = 2 f (sinz cosz)*—1 dz = 22—;_1_ f (sin2z)2r—1 d(2z) =
0 0
% I'(p) I'(3)
= 92— 1f(smu gr=lidy — 21-2v= T+ %27
B(p, p) = % = 21—%p I’i(g) ZFV;) a odtud véta Legendreova.
9556. Vypodisti I = f ]/ dx pomoci béta funkce.

el 2
I= A ‘”_dx_ T
Vl—x“ Vl——x“ /l—x*
0
4B D) — 1B, ) (viz pb. 948, 949).
956. Vypocisti délku lemniskaty % = 2a2 cos2¢.

in
d
Podle pt. 882 je s = 4aV2 ]/co(:hp' (20 = 2.)
im 8 I P
- z — 2
8 = 2(1 2 T 20/ 2 by e~ X —
/ f]/cosz / fl/sinz’ (3m % o)
0 0
o L)
/ 1
s—a AR
Oy ek
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957. Vypodcisti obsah plochy cmezené ¢arou g" = a” cosneg.

2u

JP_f 2d<p—azf]/cos%upcgv:—fcos"ydy—
1
o)
=Syl
Jreel

r(_:;+ 1) :%r(%) 1P =a2%V;F<i i %) : r(i).

Krivka se zove sinovd spirdla.

V2 T e protoZze

958. Vypodisti obsah plochy ohrani¢ené ¢arou (f)m+ (E/_)nz 1 pii

m n
parametrickém vyjadieni @ = al/cos?t, W= b]/sinzt.

la in
. 2 2
Y 4] ydz = 4fab sinZHt—zﬁcosW*lt dit =
0 0
g 1 L)
gab. [ . 2%¢ o Sab (1 + n)r(m
= 22 sin* ' cosm 't dt — 3 =
m m oL 1 1
: (*%*H)

_ dab %f(%) (%) _ dab B(L _1_)

m (1 1 1 1\ m+n \m*a/l
e

m

@0

9569. Vypodisti integrdly czm f i, P pomoci vztahu
0

o]

— f zm—le—2% dz d¥ive odvozeného.
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+ D ) 0

1
o= (i:;s?—f do— F(?T)f[fcosxzm— lg—22 dz] dx
0 0

0
a po zaméné poradu integrac¢niho

@0 o]

1 1
m—1a—zx Tt
In =7 )f[fcosxz e dx]d,,_r(
Y 0

Polozice z = tgp, dz = mT’ dostaneme
f T el SN SN
s I‘(ﬁ)o il 20(m) cosimm P

Podobné se odvodi pro kladné n < 2

@0

sinz e 1]
" ~ 2I'(n) sininr’

0
960. S pouzitim véty (B) dokézati:

R T R
[Tron=5(f)-

Z uvedené véty plyne proz;, = %, 2, =1, 2, =2

W=":3"
r¢)r@ = 2x.311rq),
Ir'(;) ') F(%) — o . 34-31(3),
') I'G) F§) = 2r . 37-8r(6),

0

zm
)f - dz.

ro m<-1.

postupné pro

1

i

961. Dokazati B(p,p) Blp+ 3, p+ %) = prr=y

? 1y 640 [ © \3
[[TGr)=8r.3 e.1.215!=_g€(v_§)_

— 8

I rerp+ o 4 [P(zo) I'p + %)]2:
I

I'(2p) 2pI'(2p) 2p
22(1—2p)1 T
— 2p— == éﬁ—%‘
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7 : ? B
962. Dokéazati B(p, q) = [G——W dy.
0
1

V zékladnim vztahu pro B(p, q) :f ar—1(1 — )1 dz

polozme y = = dy —.
x + )

S )( e

g e T
_f o
+y7’+‘1

963. Vypocisti 1 :f(l + z)p—1(1 — z)1—1 da.
=

1—2
dz = —

S s @ 1—y )
Polozime — =y, 2 =—2 14 2 = :
1+ y 1+ y ua 1+y

e T 4 ¥ 2dy

+ 1+ y?

—fo( )(1+y) (iyw:

g=1
—f21’+‘1-1 i y)P-r‘Idy —— 21’+q_lB(p» Q)

964. Vypocisti I = fx“—‘(l = )Pl (x—{fl% pro a,b, p > 0.
0

P+ Py p(p + 1) da
Z d‘ — — s Y B SO S .
avedme ¥ ’p—{-x’x TEp—y @+ 2
1) bpo—1(1 — b—1
g1 — yp—tdy = M )(117_*95 x)£+b x) o

121



1
1

1
j ESpth k- beaenty 3 Ty Qe B, SRSy T <
(p+l)"p”0fy ( y) Y= ¥pp (@ )
1

-+ %fx”(l — z)11dz,
0

1

0

i
965. fxp—l(l —z)tde = [%) (1— x)’l]
0

B(p,q+1) = %B(p + 1,¢9) a odtud pro n celé, kladné

B(p,n+1) =2 B(p+ 1) =— 2= Bp + 2,0 — 1) =
BBttt
966. Ze vztahu ﬁ: zewf[[(l +% e—%] odvoditi
S+ )= —y+ it et
Ei;]gp(z+l):@—+lifz+(?qul—2)2+""

967. Vypocisti oblouk ¢ary rm — 2m—lgmcosmid slozené z m smydek.

ﬂ' 1 1 & 1
s zjl/r? + r2dd, r = 2 ma(cosmd)m = c(cosm)m.

1
’ ek dess
m

r' = — c(cosmd)m " sinmd,

= o

I +F+2 = C‘/cosﬁ md + cosm md(1 — cos*md) =

2
= ¢}/ cos™ “md.
i
R
Pal smycky je tedy am—“f(% cosxz)™ dx a celd dara je
0
2m . m—1al = 2al = s, polozime-li md = z, dd = m—1dz, je
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k3
dd i
== — == (1) . 4
(3 — cosd)? (1) VTE
3 — cos? = 2(1 + tgle), sinddd = |
o cos*p
sind = 2]/tglo(l — tg 1o).
i
. dp i
— . 2z = t 1 ) dZ = __(”
g _/cos%go 2|/tgip(l — tg2le) o 2cos*}g’
F e i d2 ; dz
jz%l/fi?’ z z dz_2%
0
1
I=}[a31—a)Hde =BG D)
0
rq)rag)_ 123
anebo I =1-—° — =8
ST TR

integraly krivocaré
Je-li y = f(z) rovnice ¢ary mezi body 4, s tseckou x4 = a, a
B(zp = b), rozumime lLiivotarym integralem funkce P(z,y) podél
oblouku 4B (t. j. podél ¢) integral
b
[ P(z, y) dz = [ P[z, f(2)] de = [P(=, y) da.

AB
Podobné se definuje

A{‘Q(w, y) dy = cfQ(x, y) dy.
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Lze-li oblouk ¢ vyjadriti parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = (1),
takZe bodtim 4, resp. B odpovida ¢,, resp. t,, jest obecné

t,
[P(z, y) dz + Q(z, y) dy = ,f[P((P’ v) ¢ + Qlo, v)y] dt.

c(A,B)

Obsah plochy omezené uzavienou ¢arou k jest pri kladném obihdni
(plocha po levé ruce)

P= [zdy=— [yde=1}[(xdy — y dx).
k k

Na pt. obsah elipsy @ = a cost, ¥y = b sint jest
2n

E = 1/ (ab cos® -+ ab sin?t) dt = %abidt = nab.
0 0

Sklada-li se hranice plochy ze dvou nebo vice uzavienych Car (jako
mezikruzi), rozumi se £ vSechny ¢ary kladné obihané.

Pro vyse¢ omezenou dvéma pravodi¢i 04, OB a obloukem AB je
fxdy — y dx = 0 podél ptimek OA(OB), jak je patrno po dosazeni
y = kz, dy = k dz. Je tedy vyseé

OAB = %) (x dy — y dx),
aB
2

kde se integruje pouze po oblouku AB. Piseme-li ¢ = —é—, jest také

P= g,-fxz df, nebot d(—y) LW SR
2 x=
AB

Priklady
969. Stanovte hodnotu kiivotarého integralu [z dy — y dz podél
étvrtkruznice AB; A(1, 0); B(0, 1), r = 1.
Parametrické rovnice kruznice jsou

x = cost, y = sint; dx = — sint di, dy = cost d,

i
takze [xdy — ydx = [(cos? + sinZ) dt = .
AB 0

970. Vypoitéte [#2dx — 22dy mezi body A4(0, 1), B(1,0) a) po
piimce AB; b) po ¢tvrtkruznici AB.
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a) Z rovnice piimky y = 1 — z a integralu dostaneme

1

(1 —2z)2de+ a?de = [(1 — 2z + 22 do =

0

=

CR»—A

b) Dosadime & = cost, y = sint a mame

0 in
I = [(— sin® — cos®t) dt = [(sin®t + cos’) dt =
n s
in

= [[sint(1 — cos?) + cost(l — sin2)] dt =
0

in
= [— cost + % cos’t -} sint — 1 sin’t] = £.
0

971. Vyseé¢ hyperboly b%r? — a?y* = a?? od bodu A(x,, y;)
do bodu B(z,, ¥s)-

Pro hyperbolu je = % J2* — a2, dy = e

takze pro vyse¢ bude

X X9

2 Hio oo 8 GBI SR AN
PZ%fxdy““ydxzé-f2<ﬁf—_~—-—j—2—vxz"“z)dx:

zy

d —_——y
1ab f I T —jabllg(z + 7 = ] =

e e 7

= jab[lg(bz, + ay,) — lg(bz, + ay,)].

H

Jest totiz |/, — a® = — y, atd.

b
Vzdélenost v, bodu (x,, ¥,) od asymptoty bz +ay =0
bz, + ayYs,

: )
o Al as Bl akve o Pi— Yab lo ==
Vau + bz 2 2 g ?)1
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972. Obsah smycky Descartesova listu «® + y® — 3axy = 0.
Y 3at

Polozme ¢ = i iy Muzeme uziti vzorce
1 p A
9a%t?
t=0 0

973. Obsah vys23> astroidy x = a cd3’p, y = asin’p ol ¢, dd ¢,

P2
=}[zdy — ydz =
P1
T2

= 3a2[(cos?p sinZp cosp + sin’p cos?p sing) dp =
P
P2
= 3a2[sin2p cos?p dp = -—a2fbm22qa d(2¢) =
P
= 0¥} . 20 — }sindp]; =
= #10*[4(p. — @) — sindg, + sindg,].
Odtud obsah celé astroidy jest a’w.

[Jinak lze vyjadiiti plochu ohrani¢enou ¢arou 2* + y* = a” takto

a a l o l1 _l_
P=4fydx=4f(a”—x”)"dx:nft” (1—=¢t)rdt=
0 0 0
2a21"2(l)
Gt bl

2
nl’ (—)
n
Pro n = 2 (kruh) vychazi na®? a pro n = § (astroida) §na?.]

(Viz pt. 958.)

974. Urdciti obsah plochy vysefe pro kiivku danou v soutadnicich
polarnich @ = p cosp, y = p sing.

P = 1fxdy — yde = L[ o%cos?p + sin’p) dp = 1 [o2dp.
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975. Vypodisti plochu smyc¢ky kiivky at= (22 — 9%y (obr. 7).
Kftivka je raciondlni; = ¢ — 3, y = 2 — ¢* (pt. 803), takze je
vhodné uziti pro plochu integralu

1 1
=4[z dt =3[ — Pt =13 — + ) = b5
I
0 a
g
Obr. =l Obr. 8.

976. Podobné pro smycéku &Gary a?#+l 4 y?+l = (2n + 1) axryn.
Kftivka je raciondlni, nebot polozice y = xf, mame
(2n + 1) t"a
b= e 2n+1 °

Smycka pak lezi v 1. kvadrantu a k¥ivka méa asymptotu
z+ y = (— 1) a. Pro n = 2 viz obr. 8.

(n 4+ 1) [ a2 dt
padiogam
foa-Crl [

Substituei $22+1 4+ 1 =z, (2n + 1) > dt = dz, dostaneme

1
0
%I=(2n+ 1)a2fizz[Mf] = la®(n + 1).
0

9 2 2(1 + e+1) |,

Smycka i kiivka jsou soumérné podle piimky y = z, tedy obsah
smycky rovna se I = a®*(n + %).

Pro n = 1 mame Descartesiv list a jeho obsah smy¢ky $a? jako
diive.
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Pojem a vypocet dvojného integralu

Dvojny integrél je definovan vztahem

fff(x, y) do =n1_1>12 z":f(fi, i) Aw;.

Cely obor @ v roviné (z, y) ohrani¢eny uzavienou éarou si myslime roz-
délen na velké mnozstvi ¢asteénych obort Aw; a (&, %) zna¢i bod
uvniti oboru 4w;. Geometricky si lze tento dvojny integral predstaviti
jako objem vilce nad plochou o v roviné z, y, ktery je nahoie ohranic¢en
plochou z = f(z, y).

Vypocet dvojného integralu prevadi se obycejné na vypocet

integralu dvojnasobného

s Ys

fffx y) dw—![ffT y) dy] dz,

pii CemZz o je rozdéleno rovnobézkami s osou z a % na obdélnicky
obsahu dz dy = dw. Hodnota dvojného integralu zavisi ovSem pii téze
funkei f(, y) na tvaru oboru w, tedy na carach, které jej ohranicuji.

Je-li obor w obdélnik omezeny piimkami z;, = a, z, = b, y, = ¢,
Y, = d, jest vypocéet nejjednodussi, nebot

b d d b
[U [i(x, y) do = f dx([ df(z, y) dy) = cf dyq f(z, y) d).

Je-li obor  ohrani¢en ptimkami x, = a, x, = b a dvéma ¢arami, nahoie
Yy = go(x), dole y, = g,(x), (g:(x) jsou jednozna¢né funkce s deriva-

cemi), jest
b og.(x)

fffx y) do = [[[H=, y) dy] da.

a gi(z)
Pro obor y, = ¢, y, = d a Sary z, = hy(y), %, = hy(y) podobné

d hyy)

I = [[[f(z, y)dz] dy.

¢ h(y)
V oborech ohranidenych uzavienou kiivkou mozno postupovati obéma
cestami.
Dirichletova véta. Pro dvojny integral vzaty v trojuhelniku
y =0, x = a, y= « plati (viz obr. 9):
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a z a a
Jdzff(z, y) dy = [dyJf(z, y) da
Yy
Odvodi se ze zakladnfho vztahu na str. 128 pro

g1(x) = 0, go(xy = x; My(y) = ¥, ho(y) = a.
Podobné integraci v trojihelniku z = 1, y = «x, y = px lze odvoditi

Y
o BT
fdxffx y) dy = [dy[f(@, y) de + [dy[f(x, y) d=
Yy 3 Y
B B
Pro integraci v oktantu y = 0,
y = x plyne analogicky
a
[dz[f(, y) dy = [dy[f(z, y) dz. |/
Yy
V trojtahelniku z = 0, y = 0, e
z + y = 1 plati podobné
=1—z 1—y
fdwffx y) dy = fdy{f(w,y ! ¥
Provedeme-li zaménu "
E=a+(b—a)z, X 4 g
0 X
g=b= (b-—a)y
- Obr. 9.
dostavame
O e o LS on s
gt fs o g
b & a 7
a integraly Ofdfbf(l?(é, n)dy = I!dnfeb(é, 7) d&,

b b b 7
fd&éfdidn = [dy[® d&.

Nékdy je vhodné zavésti nové proménné, na pi. misto pravouhlych
soutadnic z, y polarni g, ¢. Pak
B 0s(9)

ffl‘wydw—ffFe, ) e do dg = f[ffe, ) e do] dg. (Obr. 10).

& QIV
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Obecné po zaméné proménnych z = @(u, v), y = p(u, v) je

[ y) do = [ [1(p,

kde funkcionilni determinant

D(p, )

du dv,
D(u, )

Ll 4 e A 1
D(u, v) ouov 0v ou

| C 4
) | ——
gy
o
©
4 a9
Obr. 10.
Priklady

977. Vypodisti f f % dz dy y oboru o uréeném obdélnikem z, = a,

zy=0b, y,=c, ygzd

- folfze]-fan-on-

— (d2 — ¢?)(b% — a?).

4m
[978. Vypotisti [ [z dxdy, kde o je Giset kruhu a2 - 42 = r? ohranidens, |

piimkou z = }r.
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Horni polovina kruznice mé rovnici y, = + ]/r2 — 22, dolnf
polovina ¥, = — Vr2 — 22. Tudiz ¢

7 Ya
I=[zdz[fdy] = fx 2 — Y1) dx:2fxl/r2—x2dx_
3r Y1

= 2[— 3} — 2 932)3]%r = )3,
Nebo uzitim opac¢ného poradu integracniho

'}"Vg hao(y)
I=[dy[[ade]...2 = §r; 2= My(y) = |r* — 92,
—%TVS hi(y)

s Vr=y ds
I=[[32*] =3[(3r*—y*) dy= p|3.

w8 Y —r)s

979. Vypodisti f f % dw uvnit¥ ¢tvrtkruhu ohrani¢eného kladnymi

osami a kruznicf z? 4 % = r2.

1/,;_12
y A e r‘—~x’“ ( — 2?) ¥, 74
_fdxf dy = f LJ]dx S e 2 dx——%.

980. Vypotisti [ [2%y dz dy v trojihelniku s vrcholy (0,0); (24, 0); (a, a).
Y=z 2a 24—z

= fdxfx2ydy+fdxfx2ydy—1fx‘=dx+1fx22a—x)2dz——

= 1150° + }[{4a22% — azt + o5 = |

" 1
981. Vypotisti f f iy 3 4% dy v trojthelnflu o strandch

=1, y__lx—]—y_3 N\

I 1 1 Bts
fd““”f< PR ( T =

ey 2
[z el =
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9827 ¥ypotisti [ [|/42? — y* do dy v trojuhelniku o stranich y = 0,
a=1 z=y.

=/
> 1 y=z
= M v e,
I=fdxf]/4x"—y2dy=
0 0
1 Y=z
=fdx[%—yl/4x2 — y? + 222 arcsin %;] =
0

——f x2V3 lan)de = M} V3 + }=n)-

983. Vypocisti Laplacetv integral pomoci dvojného integralu

e~ (@ +v) da d fevedenim na polarni souradnice.
J4 yp P

Dany integril je [le—*'dx = I?, avSak také
% i1 : © ©
zofofe—?’@ dodp = %n_()fe’l"@ do = in[— e"’"’g) —=
Proto je I = %V;-
Zaména poradu integrac¢niho pii nekonec¢nych mezich jest dovo-
lena jen za jistych podminek, které jsou zde splnény (viz pt.
946).

984. Dokézati vztah
13
I =[[{(zy)(1-— ay—ty"(1 — gy~ dady =
B(u, ») ff [1 2= Zpedritee.

i dz = dz.
Yy

y’ ‘
—fdy[ff(z (y — 2) 1y"(l — gyy? —] =
—fd?/[f Xg— it ‘dz]

Zavedme xy = 2z, ¥ =
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Polozme 1 — y =5, dy = — dy:

0 .
I=—{@ﬁwu—n—@kwhmp=

= Of dnof_f(Z)(l —n — 2l de,

coz dava podle transformace Dirichletovy
! 1 —z

Do 1, zavedme

l—p—z=(1—2)u, n=(1—2)(1 —u), dg = (2 — 1) du:

0
—f@ — 2t w11 = 2Pl — uy—i(l —2)du =

= (1 — 2+ fwr—Y(1 — u)y—1 du = B(u, »)(1 — z)*+—L
0
Dosazenim 7, do I, dostaneme hledany vysledek.
UZiti dvojnych integrall
Obsah rovinné plochy je [ [dx dy, kde P je celd plocha.
I}

Objem éasti vdlce nad plochou w v roviné z, y, ktera je shora ohra-
ni¢ena plochou z = f(z, y), jest

s [z, y) dz dy.
Powrch ktivé plochy z = f(x, y) nad oborem o v roviné z, ¥, je

P [t = VT + Taxay.

y jest tihel te¢né roviny plochy v bodé (x, ¥, ) s rovinou zy (obr. 10).

Hmota rovinné plochy, jejiz hustota o(z, y) se méni mistem, je
j;)fa(x, y) da dy.
Staticky moment rovinné plochy vzhledem k osam 7, resp.  jest
Sy =£faxdxdy, Sp ={,faydxdy.
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Poloha téZisté (&, n) plochy o hustoté o(, ¥) a hmot& M jest
1 T
E:W[foxdxdy, 7 :j!—!faydxdy.

Momenty setrvacnosti plochy w viéi osdm ¥ a z jsou

I, =[[ox2dxdy, I, =/ [oy*dx dy.

w

pies uvazovanou ¢ast plochy w.
Priklady
985. Vypodisti dvojnym integralem obsah ¢étvrtkruhu.

L e o
P—[[fdyldx =[])r* — x*dx = }n 2.
00 0

a

Obecné P = [y dx souhlasné se znAmym pravidlem.
0
a r=[(gp) o

Nebo P =[[[rdr]dp =[1r*dg opét znimé pravidlo.
00 0

/ 986. Vypocisti hmotu elipsy, je-li o = oy . y, (0, = konst.).
, e
M — 4ffalydxdy, Y =—2—Va2 — 22
0 0

1,2 b2 2 2 2 b2 3 -
M=4]o03y2de=2 alﬁ(a — 2?)dz = 20, bx—;%x -
0

0

M = ‘galabz.
987. Vypocisti polohu tézidté prvni étvrti elipsy, jestlize hustota
0 = kzxy.

v a

~~ o 2
£ M:f[kaydy]dx:%ka%(az—x2)dx:
o 0 0

0
_lclﬂ[azacz~ x4]" kab?
2

e

ey

L]
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y_fka2ydydx flcxzb (@® — x?) dx =

kb*|a®x® , . kea®b?
—_—_—]— — 2 - *
2a%| 3 “ 15

1 r
&= ﬂS” = {$:a. Podobné # = £@&

988. Urditi momenty setrvadnosti plochy omezené dvéma souosymi
elipsami vzhledem k osdm.

11, _fx~ fdy)dx +fx2 fldy)dx—

iy

=fx2 Yo — ¥,) d +fx2y2dx=

——f:ﬁ 2Va‘—x2da:——fx~ ! l/az——x12dx_

_fx2Va2 — a2 dz.

Posledni integr. preJde substituci x=a sinz, de=a coszdz ve tvar
in in

a*[sin% cos% dz = lat f sin?2z d(2z) = 1a%z — }sindz] =
0 0

= {emwat. Tedy I, = }n(adb, — a%b)). I, = in(azh® — a,b%).
Pro celou elipsu 7, = }na®h, pro kruh }m’4.

989. Urciti objem osminy trojosého elipsoidu —- —{— Y + — =

x2 2

. Pro body v 1. oktantu je z= ch i b2 = f(z, y).

Elipsoid vytinad na roviné zy elipsu £ o rovnici

2
= bl/l — %. Hledany objem jest

_fffx ) dxdy—cf[—b—‘[a/izg_%:)_yz},y]dx.
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990.

136

Ozna¢me vyraz pod odmocnitkem W; pak

Yy
f JWay =
0
=1V + 1

a?
) 4Ttbz(]. —— xz)

2
a odtud {4 %nbcf(] __2_2) o :Twébc.

P2 / zt | =bvl——£
_,)arcsiny : bl/ 1———] =
a® a*

0

Cely elipsoid mé objem 4mabe.
Vypocéisti objem télesa omezeného danymi plochami:

a) valcovymi 2% + y* = a?, y® = bz a rovinou zy.

Y= a’—z*

a
1V—ffzdmdy—f[fby2dy]dx—
1 3 | a® x? s
N e S LS Y e R [l A S LS
_f3b (@ z?)idz 3b(1 az)l/l azdx.
0 0

Po substituci x = a sinz, de = a cosz dz bude

i g
at a*3n " gl at
3V = 3b cosz dz = 3516’ takze koneéné V = } 5™

2 2
b) eliptickym paraboloidem —23—2 -+ % =2 8. 1OVINeUs 2 =Ic:

Rovina protind paraboloid v elipse

22

e s T b2 = ¢ nebo y—bl/c—a—

Pro objem doplﬁkového télesa mezi paraboloidem a rovinou xy

x2



991.

992.

V— b l,//z

a?

flfzdy] f[f(:—i+i—i)dy]dx=

T ¥l ; b
_f[— — Va%e — 22 + P (a%c — xz)g] da

Potfebné integraly byly pravé v predchozich pifkladech vy-
podteny az na zaménu aVc misto a. Tedy

b matc? b 3maic?
1 _ —_—— ———— =— 17 Z_ — 7 2,
V.= o S + S b Lawbe2. V= Yaabe
A protoze cely valec nad elipsou wabc o vysce ¢ ma objem mabc?,
zbyva pro tse¢ paraboloidu V = Jaabc?.

Jak mnoho vody ziistane ve valcovité sklenici, naklonime-li ji
tak, Ze hladina vody jde stiedem podstavy? (Jest vlastné vy-
SR AT 9 5 : ; v
pocisti objem télesa omezeného rovinou @y, rovinou z = 4

a valcem 22 4 y2 = r?).

r |/r —z

—2f[—ydydx—2[—- — 2% do = 3riw.

Urdciti objem télesa omezeného elipsoidem s poloosami a, b, ¢

N
. R Gl o
v osach soutadnicovych a plochou i i b T

O e
Rovnice elipsoidu je z = cl/l - (% - %)
Objem télesa nad zy je [ [z dw vzaty pies elipsovitou podstavu
E
valce. Za plosné elementy dw mozno zvoliti elipsovité prouzky
v roviné zy odpovidajici vrstevnicim elipsoidu ve vysi z.
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2 { 22

. RN g8 i)
Rovnice takové elipsy je =5 + = | e =

22 BN TR
takze ma poloosy a|/1— = ] e RS o

a obsah uzkého prouzku podél této elipsy je

2
D [nab(l s C—)] e _21‘5"5”-? ST N

: nab mab | 228
objem V = 7 f2zzdz= 7 [—3—

e
Jest vypodisti objem télesa omezeného plochami z® + 2? = a?,
x? 4 y? = k2a? a zvlasté v pf*ipadé o=l
ka VI. at—a?

V—Sff]/az—xzdxdy—sfl/ 2 22) (k%? — z2) d=.

= imabe (4 — |/2).

§IIBI_Ja

Substltum x = ka sing dostaneme
AR T
V = 8k2a*[]/1 — k?sin%p cos?p dg.
0

Integrace po ¢astech dava

l/l — k?sin?p cos sing +
k? cos®p

J1T =% sin2p + ———=] sin?
—{—f( 1 —k s1n2(p—|—l/1 k281n2¢)s1n @ de

a vyraz za integra¢nim znamenim snadno upravime na

— ‘)Vl — k? sin?p cos?p -|— — Vl k? sin?p —
1 —/?
T — & sinp’

R e
A tak jest 3k2[]/1 — k?* sin’p cos?p dp =
0

3T in
= (1 + k?) Vl—k2sm2q)dq)—(l—k2) l/l————kz——ﬁ
0 0

a konetné V = $a®[(1 + k?) E(k) — (1 — k*) F(k)].
Pro k& = 1 vychéazi hned z prvniho integralu fa.



/ 994. Vypocistl povrech koule dvojnym integralem.

ay

= Sf[fVI + 2% + f2, dyl de.

V roviné xy jest y = Va2 R

a Vu —at a

——Sa,ff ~dx—-8afIdx.
Vaz—x“‘—y
0

Yy Va’——z‘
I p— I:aI‘CSIH—V;; vig sz

e
= 3T
0

e 8a.%7rfdx= 4rta’.
0

995. Vypodisti dvojny integral z pt. 994 uzitim substituce
Z = o COSp, Y = p §ing.

P R it — 0 COsQ
z=|a® — g% dw = pdgdy, = ==
J 4 edody, fa s T g
G ) n(p 1
f”—__ —’ COS Yy = _;—_-—'_Z-—V2 2
¥ RO Vl ¥t 1

takZe celkem P=2 ————pdody
Va" =g
K

v kruhu K lezicim v roviné xy.
2n a 2n

P=2 agdg dtp—‘)fa2d(p=41:a2.
0

- 996. Je-li obor w v 2y omezen darami 01(®), 0s(p), jest plocha vdeobecné
27 o)

P 9d
CO

a(@)

= dq) (viz obr. 10)
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a je-li z = F(p, p), mame

oF oF sing Rrar oF cosp

f; —”’a‘_Q“COS(p— ’0\¢ 0 ’ f!/ 'a—gsln¢ —l— '(;);—0—-
ap\vlory
2 E AR (ES L T
a 1+fx+fy—1+( )+gz(a¢)

997. Vypocisti obsah plochy na kouli @® + %2 + 2* = a® omezené
vélcovou plochou %* = ax — 2.
R T Y sk :
2 ]/a2 — p?, cosy = 3 l/a,2 — 0% jako diive. Pro ¢tvrtinu plo-
chy je oborem v zy polokruh podstavy valce, z jehoZ rovnice
o =acosp pro ¢ v intervalu (0, ir).

%71' cosQ

”f f vaoi@ s _"‘“f = lay -

i
= 4a2f 1 — sing) dgp = 4a*[¢p + cosp] = 2a*(x — 2)-
(4] 0

998. Vypocisti obsah” plochy vymezené na kuzeli
c?(x? + y?) — a%? = 0 plochou valcovou 22 + y* — ax = 0.

(2 Y e g c ol
z————Vx‘—{—ylz—g, V roviné xy ... 90 = @ COSQ,
a a

f_azncco fﬂaz_cin
ST Ve k. Y

1 a
cosy =

iz +h Jarte

17 o=acose

"2
takze —2ffa +cgdgd(p—1rcal/a2+cz.

999. Vypodisti objem télesa omezeného tymiz plochami a rovinou zy.

47 acos o in

_2ff— zdgdq)—gfcazcosgvd(p—*azc
0
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y Vypodisti obsah plochy vymezené na plose Sroubové z =

= arctg ~— rovinami z = 0, z = 2kn a plochou valcovou

T2 iR az.
Podle pf. 996 méame po transformaci z = ke,
92 4 k2

1
1+f2+ 2= 1+‘e§k2=—9;—,

~ tak#e pro celou podstavu kruhovou o poloméru a jest

1001.

1002.

2n a 2n a

_ffl/é’ —ff]/mdgd¢.

Ponévadz integral

[V 5 & de = L(x)/k* + 2* + k2 1g(x + |/&* & 2?) podle 362,

an 2 Xk ‘.—_‘2_
i RR < =f(»§-a Vo= + % + Lk 1g%ﬂ) B
0

N T 2 2
= '7r (al/a"’ + k* + k2 lga—+ V(;v g )
Vypodisti hydrostaticky tlak kapaliny na polokruh svisle pono-
feny do vody, tak, Ze primér je rovnobézny s hladinou a lezi ve
hloubce 7.

Znacime-li hloubku plosného elementu » — z, je tlak na néj
o(r — z) do jako vaha sloupecku kapaliny o vysce z = r — .
Myslime si, Ze polokruh je vodorovny (obr. 11), pak vSechny
sloupecky vytvoii polovélec sefiznuty sikmo rovinouz = r — .
Je-li ¢ hustota kapaliny, je tlak P = [ [o(r — ) do vztaZeny
na polokruhovou podstavu. Po transformaci x = p cosp je
z=1r — x=r — pgcosp a tlak jest

Ta n
P = [[o(r — g cosp) o dp dp = o (r §r* — }r® cosp) dp =
00 0
— or(dn — ).

Vypocisti potencial koule nabité na povrchu hustotou o ve
vnéj$im bodé A vzdaleném o v od stiedu koule (obr. 12).
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e odp
- [
P

Element plochy zvolime jako ¢ast prouzku na rovnobézce
a jeho obsah je dp = p siny dp. pdy = p®siny dp dy. Jeho
vzdalenost od bodu 4 je %= p® 4 v® — 2gv cosy. Je tedy

T

2n =
il affez siny dy de g 2ﬂgzgj'suly dy‘ ;
x 2z
=0 y=0 0

Derivaci a2 plyne z dx = gvsiny dy, takie sinydy = x_g(j}x
1 v+e
.z . 4mp?
a potenciél V = 2mp%c — f 7y SRS il i
v v
V=g

Odpovida totiz y = 0, = mez pro « dolni v — p, horni » + p, jak
patrno pfimo z obrazce.

Obr. 11. Obr. "'12;



Pojem a vypocet trojného integrélu
Trojny integral
ffff(x$ Y, Z) dv = hnﬂA Zféfu i, C‘l) Avi,

kde (&, ni, £i) je bod v trojrozmérném elementu Av, a stitd se pres
uvazovany trojrozmérny obor v. Prevadi se oby¢ejné na integral troj-
nasobny

£} Ya Zq

Jda [dy [f(z, y,2) dz,

E2% Yr 2

kde z,, z, jsou funkce proménnych z, y. Hodnoty #,,, jsou funkce pro-
ménné z a x,,, jsou konstanty. Porad integraci se voli tak, aby integrace

34 SR ., i, e YT Y

byla nejjednodussi; nejdilezitéjsi je ovSem spravné stanoveni mezi.
V soufadnicich cylindrickych = p cosp, y = p sing, z je prosto-
rovy element dv = p dp do dz (obr. 10) a trojny integral zméni tvar:

i fvfff(x, y,2) dv = f!fF(e,¢,z)eded¢d2-

V soutadnicich sférickych (viz obr. 13)

x = p siny cosp, ¥ = p siny sing, z = p cosy
je element dv = p?siny dp dp dy
a mame I = [[[®(o, 7, p) o*siny dp de dy.

Pii obou transformacich je tieba ovSem i spravné zméniti tvar mezi.
P¥i obecné zaméné proménnych za u, v, w jest

[[IH@ y,2) dv =[[[F(u, v, w) D, g, %)

D(u, v, w)
D(z, y, 2)
D(u, v, w

du dv dw,

kde znad¢i funkcionalni determinant.

Priklady

1003. Vypotisti [[[zdxdydz v prvém oktantu koule
22 | y? L 22 =rd
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r e = =2

a) I:fdxfdyfzdz:fdxf%(ﬂ——x2—y2)dy=
0 0 0 0

Vﬁ—x’ 7

[3(r2 — 2?) y — 3yldx = 3f — a?)i da.
0

2 o~

Zavedeme-li x = r cosp, de = — r sing dg, jest

%7:
i %fr"sinq)“ d(p:%r“;'g
0
b) Tyz integral v souf'adnicich cylindrickych jest
T

fffzededtpdz—fdtpfedgfde—fd«sze — 0¥ dp =

P REDS S | 4
’2‘7'5— TgTCT .

'S

s 1f 1pa r“ d(p Ao T‘7W4

c¢) Tyz integral mozno viak pocitati i v souradnicich sférickych.
Jest pak

It i=n
I= fffe cosy . ¢* siny do dp dy = [dy [} 81n27de@3de =

= [fpg (4 cos?);] - [:}re"(;l =§n.§. it = Lyt
'3

Integral znaéi staticky moment oktantu koule vzhledem k ro-
viné ay.

Vypodisti I = [[[ay dedydz v prvém oktantu koule
22 2 | 22 =7l

egie . Ji—a
I=[[eydady [dz = fxdxfy]/rz— x* — y* dy.
0 0 0
Ve druhém integralu polozime 72 — 2% — y? = u, — 2y dy =

= du; mezim (0, V;z — 2?) odpovidaji meze wu(r? — 2, 0),
7-2_ (2

takze integral bude fx da fzu% du = fd — a2)? da.

Nyni zase r*? — 2% = {, — 22 de = d¢ prevadi integral na
T’

r?
Juttde=1.3 [fii)]z L7,

0



Tyz trojny integral vztazeny na c¢tvrtinu koule by byl ovsem
s

UfZiti integrald trojnych
Objem télesa
V=[[[dzdydz= [[[odpdodz= [[[o*siny do dp dy

v mezich odpovidajicich ohrani¢eni télesa.
Hmota télesa, jehoz hustota o se méni od mista k mistu je
M= [[[o(z, y,2) dz dy da.
Staticky moment télesa vzhledem k roviné zy je
8, = [[[z0 dz dy dz,
podobné S, S,.

Mé= [[[xodxdydz
a podobnych dvou dalsich.

Moment setrvaénosti télesa hustoty o(z, y,2) vzhledem k ose
na pr. z je

I = [[[(2* 4+ y?) o dz dy dz,
podobné 1,, I,.

Priklady
1005. Vypocisti objem eliptického paraboloidu 2? 4 2 = z omezené-
ho rovinou z = y.
Zavedme x = pcosp, y = psing, z =z, takZe objem jest
J/[ododedz. Obé plochy jsou p* = z, z = g sing; jimi jsou
uréeny meze integrace podle z, takZe v prvnim oktantu jest
hledany objem

"}7‘7 sing %7‘7 sing
{dtp {de(cﬁ sing — o) =6f[%93 sing — %e"g dg =
In in

— Of (3 sin®p sing — } sin'p) dp = 1% ({ sin‘p dp = 4.
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1007.

1008.
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-

Uvazovany objem prostirda se v prvém kvadrantu a jest tedy
dvojnasobny: 4,7.

Vypocisti hmotu koule, jejiz hustota je primo tmérna n-té
mocniné vzdalenosti od stredu.

Polozme o = k", dv = o2 siny dp dy dp.

2  in r
M = [[[ke"+2 siny do dy dp = [dg [dy siny [ke"+2 do =
0 —jr 0
krn +3 471](7.1& +3
T = o (pron > — 3).

vy

Vypocisti objem a tézisté kulové vysete o stiedovém thlu 2x
v kouli poloméru r. Osa vyseée budiz z.
27 a £
V = [[[o?siny dp dy dp = {dzp{sinydyofgzdg .
= $7rd3 (1 — cosx).

vvev

Tézisté lezi na ose z ve vzdalenosti £.

27 3 r
M:=8,= [[[zdv = [dg [siny cosy dy [o® do,
(R 0
3nr® 2sin? o . { = 2r {r* §sin’x a odtud po kraceni
= 4r cos?}«.

Vypodéisti soutadnice tézisté kulového klinu omezeného rovi-
nami @z, 2y a rovinou jdouci z pod thlem « k zz. !

Objem klinu V = }r*x. Statické momenty
Sy = [[[a.dv = [[[0®sin% cosp dp dy dp = }r* . I sinx,
8y = [[[y.dv= [[]0®sin sinp do dydep =

= }rt. im (1 — cosx),

8, = [[fz.dv=f[fo*siny cosy do dy dp — }r* . }a.

sinx

Odtud Ei= S il — ‘1‘3.,»757 PR

1 — cosx
77 - Sy 5 V = ngnr “—,

C=,Sz:V=37‘.



1009. Vypocisti objem uzavieny plochou

(2 + y® + 2%)® = 3a’zyz v prvém oktantu.
V = [[[o?siny dody dp v daném oboru.
Zavedeme-li sférické soutadnice, je rovnice plochy po kracenf r%:

r3 = 3a® sin%*y cosy sing cose.

i iw r ir im

Objem V :{;d(p {siny dy f092 do = {d(p{siny It dy =

in in

— a® [sing cosp dp [sin?y cosy dy =
0 0 %n

= a? [}(sin%) . }(siny)] = Jat.
0

1010. Vypodisti gravitacni silu hmotného valce poloméru r, vysky 2b,

hustoty o, s osou z a stfedem v poc¢atku na hmotnou jednotku na
ose z vné valce ve yzdalenosti ¢ od pocatku.

P fff _cosy dv, kde d2 = (¢ — 2)? + o* a cosy = =,

d
& (c—z gdgdq)dz_
Pt o
= fdtpfc—z)dz [c_—iditgzjw
g3
= 2’“’][1 T e—ar+ r?ff]d" .

—b

= 2o [+ e — 8 + 7 — e + b + 7]

1011. Vypodisti staticky moment S, osminy elipsoidu trojosého.
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b in
= 1q® % /6 — 42)* dy = 1a2bec fcos“cp do = {4mabc
0 0
Objem V = lrmabe, tedy soutradnice & tézisté & = S, : V = {a.
Podobné n = b, ¢ = fc.
1012. Vypocisti momenty setrvacnosti elipsoidu o poloosach a, b, ¢
vzhledem k osdm z, y, 2.

Zavedme x = ap siny cosp, y = bp siny sing, z = cp cosy,
kde ¢ se méni od 0 do 1. dv = abcp® siny dp dy dg.

T=[[[(@+ydv=[[[ardv + [[[yrdo =1, + I,
kde se integraly vztahuji na cely objem elipsoidu.
I, = [ [ [a?u? sin?y cos?pbeo? siny do dy dp =
= a®be [ [ [o*sin®y cos?p dp dy dp =

27
= a?be [10°]5 - fsm y dy . fcos @ dp = {47 a®be.
—in
Podobné 1, = {54n ab’c, I; = {47 abc®.

Takze na pf‘. I, = I, + I, = {+4w abc(a® + b2).
Cela hmota je M = 4mabe, proto je mozno psati také

I, = ¥ M(a® + b2).
1013. Vypodisti objem télesa uvnit¥ plochy
AW | e
Gl -,
kde n je podil ¢itatele sudého a lichého jmenovatele.
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A
V=8fdxfdy fdz:

0 0 0

. d 5 sy
klademe-li yh=tar idy. — = Lt dii

o
12=—0d—23(i,i+1) cd? P(E)F(ZJFI):

bn \n ~ bn 2
(241
n
1 1
m __) 2(__)
o Blal w2l
2abn

~%n |
(3]
n

Posledni integral prejde substituci 2” = a™ na
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2
= Sy n
I3=—n— ¢ (1 —1t) dt-_n z
: s ol
rlz)G) rh)
2a2 n n z Sa he n
= : s takze V. — o S
. il
n n
Odtud pro astroidn téleso 23 4 y3 + 23 = a? plyne objem
8a® I(3)
3.3 T0)
Protoze Irg) =1iJ= a
12D 150733 el yen TR |
P@) =380 =35 W mgrgm il =53 2Vm

jest Vo = 5% a?, t. j. asi {5 opsané koule.
1014. Vypotisti I = [[[ar—lye—1z—(1 — x — y — z)* 1 da dy dz
v oboru, pro ktery z+ y+z2<1; @,9,2,p,¢,7,8 > 0.

1—z—y

11 — 2 — y — 21 dz
po zdméné z = (1 — z — y) ¢ prejde v
1
(1—z— gyt fr11 —8)*1dt = (1 — =z — yy+—1 B(r, s).

I=Br,s) [[ar-1ye(1 — 2 — yy+ dady
pro obor z 4 y < 1. Stejnym postupem dostaneme
I = B(r,s). B(g,r + ). B(p,r + s+ q)

a nahradime-li

I'(r) I'(s)
Tr + o)

apro s=1

B(r’ 8) ==
I'(p) I'(q) I'(r) I'(s)
Lp+q+r+s)

S e I'(p) I'(q) I'(r)
fffﬁr lye—ly—1dy dy dz = Tp+qgtr+1)

bude I=

proz+t+y+t+z<l.
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1015. Vypodisti I = [ [ [ar—1yr—12—! da dy dz v prvém oktantu t&lesa

n m l
(i) -+ (»y_) -+ (i) < 1 pro ¢isla a, b, ¢, n, m,1 > 0.
a b c
_1_ l _1_ a i—-1
Zayedeme: @ —lam®. gy —rbin™ 2i— ez dy — e g da,
N aPbicr B 24 S | T ot
atd. Pak jest I=——j f f f " ym ozt day dy, dz,

PH 2; + ¥, + 2, < 1. A to podle pfedchazejiciho prikladu dava

oo T(2)r(E)ln)

nml
r p q r
(1 niisom l )

1016. Ve fysice ma vyznam integral

o o o

e j ffue Ll'ldudvdw pii e = Im(u? + v* + w?).

g =00 =00

Vyjdeme od pi. 930 j\e—‘”‘2 de = V%

— 00
o0

2u; m Sy B
LB - T 2kT
ue 2kT(" ity ) fe 261y = BV .

. 2
Mk b Vn- 2T f a5 g, o 2T
m

w ~
I = ex7 peskl fue 2“'u du. . S T 2, Qu = @dz.
m m

2kT
U
e} o d
kT x
f:fe—zdz—, et = x,- dz == Wwa—= Fmul)
m Z
Uy 2y
[=e] @
m dair ] =
AR (R RS e R N et 7 A S
kT f f G o Y e
Uy Ty
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1017.

1018.

152

D=0 "% e
x 2 y 2 2 2
Pro obor uvniti elipsoidu (7) + (?) o (?) =1
ma integral v prikladu 1015 hodnotu
I'(ip) I'(39) I'(37)

I = .zlsa'!’qur il

T e e Y))
Pro p = g = r = 1 jest to objem } elipsoidu.
Pro g =r =1, p = 2 dostavame S, oktantu elipsoidu {;7wa?bc
jako pi. 1011.
Pro p = 3, ¢ =r = 1 dostavame I, z piikladu 1012, pro moment
setrvacnosti.

Analogicky k pi. 1014 plyne pro n-nasobny integral I, =
=[[...feplzp1 . 21—, —...— z,)Pda,da,. .. do,
v oboru ; + %, + ... + 2, < 1

pa ALl e B g o 1 plyne

PTTI@+p+ Pt .. + Pa)

I — xpx—].,_xpn*ldx _..dxn:F(pl)r(pZ)"'F(pn)
o s B TU+p+ -+ pa)

&y &p
Tyz integral v oboru (—w—l) Sl (ﬁ) =k
01 Qan
o
prechéazi po substitucich x; = a2, v integral

aiast . an By T
I,=—""" ] ... J21% ...2p0q dz...dz,
0l - o Ol

a tedy ma hodnotu

Pro p; =1, a; = 1, a; = 2 jest specidlné
ff fdar:1 dag i das — Vi v oborpiéa® - ol oa L dgpediaei]
1) 2" 273"
T+ in) TQA+in) al'(n)
le.)

(Objem n-rozmérné kou

Vo=




DIFERENCIALNf ROVNICE

I.OBYCEJNE ROVNICE PRVNIHO RADU

Zakladni Glohy

Separact prome"nny’ch reSime rovnici
h(x dx+f2 dy—O (9:f2 * 0)

takto

Rovnice homogenni dy = Y ) dx se pievedou na prvy pripad zé-
= p prvy prip

ménou y = xz, dy = x dz 4 2z dx. Rovnice ptejde ve tvar
dz dx

@z =

&%+ bli"t_c}) kdy?

V homogenni rovnici prechdzi ¥y’ = f(a T+ by + ¢’
2 2 2

polozime
@ + by + ¢ = &, ax + by + ¢ = 7, je-li ab, — ahy, + 0.

Je-li ayx + b,y = AMa,@ + b,y), zavedeme a,x + b,y = z a proménné
Ize separovati.

Rovnice linedrni y' + X,y = X,, (X, X, jsou funkce x) ¥esi se

nejprve bez ¢lenu X,. iyy = — X, dz; y = ce~/ Xz,

Pak vlozime toto y do piuvodni rovnice, povazujice ¢ za funkei .
Obdrzime ¢'e /X142 — X, tedy

¢ = [X,e/Xidzdy + k. Potom y = e/ Xde[ [X e/ Xudeda + k]
Methoda slove variace konstanty.

Uhodneme-li jeden partikularni integral z, uplné rovnice, je
obeeny y = y, + ke /X142, Zndme-li dva partikuldrni integraly ¥, ¥a,
jest obecny y = y; + k(y. — y1)-

Mnohé rovnice lze prevést na uvedené typy vhodnymi substitu-
cemi.
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Rovnice Bernoulliova y' + X,y = X,y™ se prevede na linedrni
substituci z = y'—. Délice y" dostdviame

24+ (1—n)Xz=(1—n)X,.
Rowvnice Riccatiova jest y' = X, + X,y + X,y? kde X; jsou funkce

pouze z. Nelze ji obecné fesiti kvadraturami. Je-li vSsak w, parti-
kularni integral, piejde substituci ¥ = %, + 2z v Bernoulliovu

=X+ 2X,y,) 2 = Xp2%

Priklady

1019. Resiti rovnice 2%y’ = 1 — y. Rovnice
integrovanim
Ig(1 — y):%—}—lgk, 1 — y=rhke* atedy y=1— ke®.

1020. (2? — 3y?) « do + (32* — ¥?) y dy = O je homogenni. Zavede-
me y = 2z, dy = v dz + z dx a dostaneme

da (83 —22)2dz
s o Seaago e Saou Upravou
de 3(1 —2%2dz  22°dz  3zdz 22 dz
eI 6 ] — 8 EST e L P e s

integraci dostaneme — lga = 3 Ig(1 + 22) — § Ig(1 — 2%) — Iga,
S i e yl—z2

(1 4+ 22))/1 + 22 1422
odtud (22 + y?)® = a?(2® — y?).
,_2x—J+ s 2¢ — y + 1 = ¢, 2de — dy = d§,
1021. y PV Polozime R T PR

3dx = 2d& — dy, 3dy = d& — 2dx.

{2 dé — 2d77
n 2df—dy

Zavedeme 7 = &z, d77 = 2zd¢& + £dz.

n(dé — 2dn) = &(2d& — dn).
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af A (% 1)d
I e T 52—z+1’
21gt = — lg(z* — z + 1) + lge,
e ¢ + M= oc=tor 0 g,

1=

neboli 22—y +y: -+ —y=c.
PR 2x+3y—_1 % 2 + 3y = 2,
1022. ' = — e Yo Polozime Ot i Al o s,
dy(z —5) = — (z — 1)dz, 3dy = dz — 2dz,
(dz — 2dx)(z — 5) = — 3(z — 1) dz,

—dx—dz

12
+7 d( m)
3 —x=2z—121g(z + 7),
c=z+ y— 41g(2x + 3y + 7).

1023. Ur¢iti orthogonélni trajektorie soustavy &éar y2 + 3a% — 2ax =
= 0, kde a je proménny parametr.

y2 __+_ 32
—x .

Derivaci 2yy’ + 62 — 20 =0, 2a =

Za y' dosadime — yl, a dostaneme (y* — 322) y’ + 2zy = 0;

e ix_ 3dz dz 32 dz
ol x+ T S

228 = ¢(22 — 1) neboli y3 = c(y? — x?).

=0

1024. Totéz pro soustavu kruznic poloméru r, (z — a)® + y* = 72,
kde a je proménlivé.

—1
Do z — a 4 yy’ = 0 zavedeme >, misto ¥’ a dostaneme

d d e : ; .
= 2 i —;, kde musime vylou¢iti @ pomoci ptvodni rovnice.

SR N TR, 2 __ 92
x_azl/rz—y{ x_—.f]/r —ydy. Polozme y = r sing

xzrf OS(pdzp—r(cosq)—}—lgtg @) + k,

sing
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1025.

1026.

1027.

1028.

156

@, y jsou parametrické rovnice trajektorii. K témuz vysledku
bychom ptisli hledajice ¢ary o konstantni délce tecny. Ktivka
slove traktrix. Je to evolventa fetézovky (obr. P. 19).

Resiti rovnici (1 4 22) y' — 2y = a.
in g ; 2 L0
Je linedrni ) iy 7 k. B g
. ; dy =zd=z
Rovnice bez pravé strany s e el
dava lgy = 3 1g(1 + 2?), y = c]/1 + 2=
Variaci konstanty dostaneme
a
|1 + 22 = , ¢ =—0s
T (1 + a2}

odtud podle pt. 434, 488 798b

—— £k, —=ax+ k|1 + 2.
Vl G s T+
Resiti 9’ cosz + y sinz = a. ’
Ihned je patrny partikularni integral w, = a sinz. Polozme
y = a sinx + 2z; dostaneme 2z’ cosz + z sinz = 0,

dz

P tgx . do, lgz = lgcosz 4 lge, z = c cosz,

Yy = a sinx + ¢ cosz.
Resiti vhodnou substituci 3’ = Vax + by + c.
Polozime ax + by —}— c=2rdy =2 dw, adr=FbzdT — 2zdz;
2a
dz = a+ T dz, bdx= 2dz __-F—adz’

bx +k = 22 —Elg(a + bz),

bx—}—lc_Zl/ax—{-by—}—c——b-lg bVax+by+c)

Substitucemi lze integrovati na pi. rovnice:

Yy = flax 4 by + c),
z=ax+by+c, dz=adz+ bdy,
=08 fe)de, dz— dafa + b (2]



2
1029. yy' — f(y—). P=z yy =3, 2 =2 (-;) je homogenni.

1030. y' = y* f(xy). @y =2z y+ 2y =7,

* x 2z

’ dz W da

d =2 +210] T =
1031. =z + yy' = f(x) g(]/’xZ o yZ)’ x4 y? = 22,
z2' = f(x) g(2), r+ yy =22,

zdz ' ¢ LU
—— = f(x) de ma separované proménné.
9(2)
1032. Refiti 2ky’ 4+ — + 32 = 0, 2y’ = — (1 + —
Bt Rk ok e el R
2
Podle uvedeného zavedeme zy =12, ¥y =— (z’ - 7)
2 2 e 1 LRy 2 % 5
i 1R RE RO
dz 2k dz A
TR e T
Pro- k=1
da § ( 4 1l 8% _)
G PO T LA R e g L i
R Aol s SR
lgz + _k_ﬁ Ig S V/k____l = lpc:
Ve =1 "z k4 |lr—1
R T
Odtud & (xy i Vk____l s
xy +k+ [ =1
V=t T
nebo z " :axy—k—i—]/k—l

zy—k——l/?‘—_—_—l—

157



J/e=1
¥
& + a
Yoy o

k
X —=ud

a konecné xy =k 4 ]/kT;—l_

1033. Vzijemnou zaménou proménnyéh Z, y TeSiti rovnici
¥+ 9°) =
Pisme g—; — x = y?, kterd je linedrni a m4 integral
ce —y2 + 2y —x+ 2=0.
1034. Resiti rovnici (1 — 2?) ¥’ — 2y = axy?. (Bernoulliova)

Y’ x 1
1l —2?)>~ — —=ax, —=2z.
( T Yy
1 — xz) 2’ + 2z = — ax je linearni.

I

= 0 ma integral lgz = 1 lg(2® — 1) + lgc;

2 1 — 22
z =c|/z* — 1 dosadime do linearni povazujice ¢ za funkeci

; g 20x
a mame (1 — x?) Vx-— l=—ax, ¢ =
(=2 — 1)

[

H

[

a
c=Fk — W‘—l
a celkem tedy z—=1Fk)a? — 1 —a = %
1035. Resiti zy + y = xy®.
Rovnice je Bernoulliova, ale mozno ji psati jednoduse
da 1 1

oy ' i e ETee TR e e
d(zy) = (@yP 5, Sy =2 —55;=———¢

2zy*(cx + 1) = 1 mnebo pii ¢ = }k
zy*(kx + 2) = 1.
Podobné Ize Fesiti xy’ + y = y? lgx.
1036. Resiti zyy'(1 + xy?) = 1
1

P =2’ = 2zy (1 4+ zy?) je Bernoulliova pro z.
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x, y . 1 4 z ’

?——x*zy“, b dava 2’ + zy = — ¥3,
. > — %3 1

ta mé integral z2=2 — y® ke w o

1037. Resiti rovnici Riccatiovu ' = b — ay?, kde a, b jsou konstanty.
dy

— + a de = 0 ma integral

a(x— c)/ —a(z—c)|/ —
nebo y—V % 0.2 ]/ pro —Z«>O.

ea(z—c)l/— e—a(z—e) l/ i
(Viz také pr. 1032.)

Integracni faktor

Rovnice exaktni je takova, kde f(z, y) do + ¢(z, y) dy = 0 m4

na levé strané tplny diferencial. Musi byti S—; = % Nejcastéji  se

stane rovnice exaktni po nasobeni integra¢nim faktorem u(z, y), pro
G ouf  ug ou g i ) cf ag)

neJZ '@—'-a;“‘ nebo g'a——f‘——- 3&—8—1'

Pomér dvou integraénich faktora je integral rovnice. Integraéni faktor
1

of + g
Uplny diferencial m4 1ntegral f flz, y) de + f g(y, y) dy = C, bereme-li

rovnice homogenni je

spole¢né ¢leny jen jednou.
Piklady
1038. Resiti z(22 4+ »2 — a?) dx + y(22 + y2 — b2) dy = 0.
x(2® + y?) dz + y(2® + 9?) dy = a®x dz + b2y dy je exaktni.
1zt + 122y? 4 }y* = 4a® (2% 4 y®) 4 c neboli
(2% + 97 — 20%a* + 9?) + E.
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1039. Resiti integraénim faktorem rovnici (x + 2y)dzx + y dy = 0.
Integraéni faktor této homogenni rovnice je

1 1
e F oyt Gy

( + v)? x4y
y x
SR B i, R o e I,
f(x+y)2y g(w+y)+x+y,

lg(z + y) —x_—l{—_y: C.

1040. Dokézati, ze y" = f(z, y) je linearni, kdyz integra¢ni faktor
u(z) je pouze funkei z.

Z parcialni rovnice pro faktor plyne — 1 e A 7 o = ¢(x),
ox oy
of
z toho En = @1(%), f(2,¥) = ¢1(®) ¥ + Pa(),

Je to skutetné rovnice linearni.
1041. Nalézti integra¢ni faktor z parcialni rovnice pro dif. rovnici
(2" + y)de — x dy = 0.

ou i o v Wi,
_x%—(x +y)8—y_‘u'2 spliuje B =

M T !
Rovnice je linedrni: " — b S ity

n

y:x[fx""-’dx—{—k]—_—kx—}—g—x_—l.

Rovnice nefeSené podle y’. Singuldrni integraly

Nelinedrni rovnice v " mohou miti vedle integralu obecného jesté
integral singularni, ktery predstavuje ¢asto obalku kiivek uréenych
partikularnimi integraly F(z, y, ¢) = 0, takze spliiuje také % — [

a vznikne eliminaci ¢ z obou rovnic. Singularni integral je téz faktorem
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of

diskriminantu vzniklého eliminaci ¥ z f(z,y,y’) =0 a g s 0.

Casto je snazsi rozhodnout, jsou-li splnény f(x, y, 4) = 0,

e
U—;-—O, 8f+ cfl——Opro S ) =10,

Pak je S singularni integral. (Prav1dlo Lagrangeovo.)
Jednotlivé pripady
Ma-li algebraicka rovnice f(z,y, ') = 0 koteny ¥'; = fi(z, y),
integrujeme tyto rovnice 1. stupné a dostaneme integraly ¢;(z, ¥, ¢)=0.
Rovnice y = f(y’) tesi se derivaci podle
(
Yy =p=/[(p) gp, dr = Elp) p) — —dp; odtud

= p(p), ¥ =[(p) vyjadru]1 parametricky integral rovnice dané.
Rovnice z = f(y’) se Fesi stejné.

iy G ; S
1 =f(p)£, dy = pdz, dy = p[f'(p).dp divé y = y(p).
Potom = = f(p), y = w(p) davaji integral parametricky.
Obecnéji 1ze nékdy obé proménné y, p nebo z, p vyjadiiti para-
metrem % a odtud pak plynou integraly kvadraturami ve tvaru para-
metrickém.

=1,y derivujeme podle = a dostaneme
dp
1@ D) + 5ot @

Lze-li nalézti jeji integrél » = ¢(z, c), je hledanjf integré,l
y = flz, p(z, o).

Nebo pro z = ( ), je ¥ = fl(p(p), p] parametrické vyjadieni integralu.

y = f(y, y’) Tesi se podobné derivaci podle .

Rovnice Cla,zmutova y = xy’ + f(y’) ma obecny integral

y = cx + f(c)

Rovnice Lagrangeova y = xp(y’) + w(y’) Fesi se derivaci podle .

Vede k linearni

[9(p) — p] %f—) + 5 o o) ¥ilp) = 0.
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Prilklady
1042. Resiti yy'3 = z.
y¥dy = a¥ dz m4& separované proménné, ¥ =zt + ¢ je
realny integral.
1043. Urciti orthogonalni trajektorie kruznic (x — m)? + y2 = r2.

2z —m)de + 2ydy =0, vy’ = — ",

Yy
rofiin | L=l _rz—yz
! _( Y ) yhiie

. : P 1
Pro orthogonalni trajektorie misto %" nutno psati — 72

y* | de :tl/rz—yz
ri—y¥ dy ¥

Dostaneme 3’2 =
Integraci 4+ =f— Vr2 — y2 dy.
V integralu I piSme y = r sing, dy = r cosp dg.

7 COsQ A o ! i
= f cosp do = f i 3 f sing dp =

== lgtg}cp -+ 7 cosp +c.
1—cosp ~ sibp
sing  14cosp 4 |z _ 42

4+ c.

tglp =

L y
— 2 g2 e
o= y+rlgr+vr2_yz

1044. Urciti polednik rotacni plochy, ktera odrazi paprsky rovnobézné
s osou do téhoz bodu osy. Osa @ budiz osou rotaénf, ohnisko
v pocatku O. Pak uhel te¢ny s pravodi¢em musi se rovnati thlu
te¢ny s osou .

Epie AR G, e ol
it
P [=3 2
Ui —= xj:],x Ty je homogenni, z=—%.

Y

162



1045.

1046.

1047.

z’x—{—z:#ﬁ, z,x:—(l—%—z?):{:l/l—{—zz,

2
zdz __d= u du du

Ty LiEP 2 — W i1
14 22 =wu2 2z2dz—=wudu.

/T‘—_'
lgx = lge — lg(1 — Vl + 22) = lgec — lg(l — I/x_:—y:),

(7 .
x:x——W’ x—Vx + ¥y =c¢,
22 — 2cx + 2= 22 + 9y, 9= — 2cx | c?,

a piSeme-li —c¢ =%k, mame téz y* = 2kx | k* (konfokalnf
paraboly).

Uréiti ¢ary o konstantni délce normaly.
Jejich diferencidlni rovnice zni 2y’ + y* — a® = 0.

PR
Jor —gd i g o o
g e
Va2 — y* = 4 2 + ¢ neboli a? — y2 = (x + c)2.
Diskriminant y* — a? = 0 dava singularni integrily y = + a.

Yy =4

Regiti rovnici 92(y’ — 1) = (2 — y')2.
Je tvaru y = f(y’). Mozno vSak pouziti vyjadieni parametric-

kého 2 — 4’ = yu, odkud ¥y = 1 + u?, yzé—-—u.

1
dy =y’ de dava — du _+2u = (1 4+ u?)dz nebo dz =
du
ot Tedy = — + ¢ a obecny integral je
1
Yy=x—c—

x—¢

Podobné resiti y® 4 y'* = 3yy'.

Podle pi. 801 lze zavésit parametrické vyjadieni y'= yu:
phie S 3 u?

T ¥ T
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dy _ 3(2u + 2u* — 3w')du 3w
dz (1 4 u3)? dz.. 11N

Lo s
o _2-8 .- u+f Mt (v ph. P. 504).

—1
V—"—_l_:_“ +/3 arctg uv__ + ¢,

vyjadiuji integral parametricky.

r=—u-+1
S o
e B
1048. Resiti derivaci (1 4 22) 2 — 2xyy’ + y* — 1 = 0.
dp
2pd (1 + %) + 2wp® — 2ap® — 2yp—2xyd +2yp=0,

dp ; "
3, @ T P2t — wy) = 0.

d :
d—: = 0, p = y’ = c dava dosazeno do rovnice

(1 + 2?)c® — 2zyc + y> — 1 = 0 a odtud
Y =cx + Vl——?
Druhy ¢initel p 4 px? — 2y = 0 dava p = row + , coZ vlozeno
do rovnice vede k singularnimu integralu y? — a? = 1.
1049. Resiti 3’2 4 2y3 = .
Rovnici lze psati y = p? + 2p?, derivaci odtud

p—-2pd +6pg—nebo (2 + 6p) dp = dx
a integraci 2p + 3p* =z +¢, y = p?-+ 2p3
1050. Resiti yy'2 — 22y’ + y = 0.
Bylo by mozno vypodisti y’ atd.
Y

2

Tivioke el y” + Y

Sy iy,
2
Y s o l__
a derivaci dz_( 2 ) ( )
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1051.

1052.

1053.

1054.

2
Odtud L. e ¥ 2%2(102 — 1) dp,

2p
dy =D dp
gt — g P
Integraci gy = — lgp + &, p = %, coz dosazeno do z dava
2
D — g—c ~+ 4c¢, nebo obecny integral y2 = 2cx — c2.

Derivujice podle c mdme 0 = 22 — 2¢, x = ¢. y? = 22,

Yy = 4 x je integral singularni.

Urciti ¢aru, jejiz teény maji konstantni souéet tGsekit na osich
souradnicovych.

’

Z podminky plyne vy = zy’ + yla’y_T_

Dostali jsme rovnici Clairautovu s integralem y = cx + _c_ac_l

Pro obalku derivujeme podle c:
(c S 1)2 b 1/5 b b
Va -+ VE: L ]/g nebo (]/E:t ]/37)2 =a.
Resiti (y — xy')2 — a2y’2 = b%(1 + y2).
Oznaéme a? + b? = ¢2, pak z rovnice dané plyne y — zy’ =
= 4 l/b4 + ¢2y'?, coz jsou rovnice Clairautovy. Obecny integral

bl cry Lt ol 9 2
y = kx + ]/b2 + ¢2k2. Singularni integral je % + Z— = 1.

Resiti 4y%y’3 — 2zy’ + y = 0 substituci y = l/;.
Substituce vede k rovnici Clairautové z = a2z’ — 12’* s obecnym
integralem %% = z = cx — }c¢3. Derivujme podle c:

0=z — %Cz, (= V?‘)?L', y2 = Vé_x(x_' %x) A Vé—x %x:
nebo 27y* = 82 jest singularni integral.

Resiti y = y’2 4 z(y’ + 1).
Je to rovnice Lagrangeova. Derivujeme ji dle z.

_dp
p=q, 2P+ +p+1,
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1055.

1056.

166

—g% = — 2p — , nebo —?1—; + 2p = — @ je linearni.

x = eP(c — 2[pe? dp) = eP(c — 2ePp + 2e?),
T=ce?—2p+2 y=p'+2p+1),
y=ceP(p+1) —p*+ 2

Integrovati (y — xzy’) cosy’ = 1 — x siny’.

Jinak y = z(y" — tgy’) ly,. (Rovnice Lagrangeova.)

Derivaci « siny’ 4 a~;—, cosy’ = 1. Jest pro z linearni.

Resent je x = sinp 4 a cosp, y = x(p — tgp) + o

Vypocteme-li sinp kladouce cosp = ]/1 — sin’p,
obdrzime (1 + a®) sinp =2 + a. ]/1 + a® — a2,
podobné (1 + a?) cosp = azx F |1 4 a® — 22, odtud

x:}:a]/1+a2—x2 a;}:le—i—a-—xz

t ety
o ax:FV1+a2—x2 — 14 2
i le + a® — a2
p= arctg Pty 200 i
Obecny integral ptivodni diferencidlni rovnice je
— 72
y + x arctg :i:ﬂ{l +y; o +J1Fa*—2%= 0.

Nalézti evolventu éary 7* = 2a¢ jako orthogonalni trajektorii
tecen.
Tetnay —n=7n'(x — &); mm = a
a a % 1
R e e
dosazeno do rovnice teény davéa

&€ ’ ’ z 4
y—f—?:—ay + tay’, tedy y—l—g—[—‘[—%ay =

Derivovanim obdrzime

. x dp 1 dp 2 _dp(x
p+p T optde 24z = 0, TR T

[
|
S —
<



45 Pl WL
dp  p(p*+1) 2(p* + 1)
Jeji integral obsahuje vyraz

dp 1 »
I HOBEY & ok dp =1 =
fP(P2+I) f(P p2+l)p gp+1

jestlize piseme za p = tgep.

x——p—( %af——p Vp+ dp+r)

Vo2 + 1 e M|
= sing(k + }algcosp) a z diferencialni rovnice

y = — cosp(k + }algcosp) — 1a tgp.

(Rovnice linearni.)

Igsing,

II. OBYCEJNE ROVNICE RADU DRUHEHO

Neékteré zakladni typy a jejich integrace
y" = f(x) dava integraci y' = [f(z) dz + ¢, = () + ¢, (t. zv-
prvni integrél) a dal$f integraci obecny integral
y = [p(x) dx + ¢,z + c,, ktery obsahuje 2 integra¢ni konstanty.
ys— (@) Nésobime 2y" a integraci rovnice 2y'y" = 2f(y)
dostaneme y"* — [2f( 2f dy = p(y) + ¢; odtud

dx — = adile = f
V‘P +—Zl, V‘P + c1

| 2y A dp
y f(y) Jlna‘{p f L= f(p)’ €z = fp) + 1:

P
dy = pda, dy = —dp, =f—-——d Cys
R e el &1
’ ” d ’
y' = ¢(y). Jinak p = ¢(g), kde q=—d2-dp=¢(q)dq,

dz = % e %{qu, A <p(q)q<p @ 4,

kde jsou proménné separovany.
F(x,y', y") = 0 neobsahuje y, prechazi v F(x, p,p’) = 0, t. j.
v rovnici prvého radu.
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F(y,y',y") = 0 prejde v I (y, P, %%Z—) = 0, ale voli se za neodvisle

S R S . gy
proménnou y, takze o T a rovnice F (y, D, P g 0 je

prvniho fadu. Nékdy vede k cili i derivovani dané rovnice.

Priklady
10567. Urdciti ¢aru, jejiz polomér kiivosti jest amérny tireti mocniné
délky normaly.
Z podminky plyne + a —; )t k(y]/1 + p?)?, nebo

ky*p’ + 1 = 0, ktera neobsahuje Z.

b Sy Y
dp—:tr :|: 3, pdp—:}:ﬁ,
e _ Py £ 1
2p T :t 2703/2 _*— C1» yV]g
Pifeme i —— = n, = = a, jest
iSeme 201_n’ 5 = @ jes
[P
p= gy l Y & na ; — Vn a integraci
dz gl V?/ = -

xT—m = V'r_z,l/gﬁ + na?, (x — m)? — ny? = 4+ n%l.
Obecny integral jsou kuzelosetky.

1058. Nalézti kiivky, jejichz polomér k¥ivosti ma staly pomér k délce
normaly. (Ribaucourovy kiivky)

1 r9\3
(L;f/t = ky)1 + g, tedy 1 + y'2 = kyy".

dp

Opét rovnice neobsahuje . 1 + p* = ky ((ilx = kyp — A

dy _ pdp £y
Odtud 7T e g1 + p%) = Zlgy + c.

Pt (U o —-dy—]/y% 1
—i—p—a,aoup—a— P el
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dz =

23 f %
l/ (01 l/
Kiivka je algebraicka pro k celistvé.
1059. Integrovati rovnici ky” arctgy’ = (1 + 5'2)*.
dp (1 4 p?)?t _,_arctgp
v P W, odkud dz = k—"——(l gy, dp
a integraci per partes (viz pr. 858)

x+c = k(,—_i—_:iarctgp _ITE@—)

Jinak. b

V 1+ p*)}
Vl ; (p arctgp + 1).
p arctgp
dy=pde==~%k s dp;
(a+ g
arctgp dp
per partes y:k(— _:-{—f )+c=
Ji¥p Ja+pi ~
V T =— (p — arctgp) + ¢,

(K¥ivky jsou evolventy kruznice. Viz Vojtéch II, str. 702.)
1060. Integrovati zy” + (2 — 1) ' — 2® = 0.

Neobsahuje y. Pisme y' = p, y" = %Z—

dp 1 2 T T
.(H_}_(x_—x—)p_x je linearni.

p = ze~ ¥ (¢, + e¥*') = cwe ¥ |z,
dy = p de = (c;ze 3 + 2) da.

T ) —32*
s e s S i,

Linedrni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Rovnice homogenni tvaru a,y” + a,y’ + a,y = 0 méj partiku-
larni integraly ¥, ¥,. Pak jest obecny integral y = ¢, + cy¥s.
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Partikuldrni integral je y = e**, kde 4 je kofen rovnice charakte-
ristické a,A% 4+ @, 4 + a, = 0. Dvéma riznym kotentim 4,, 1, odpovida
obecny integral y = c,eM® + c,en®.

Jsou-li 4 = « + fi, 4, = « — fi, lze upraviti integrdl na tvar

y = e%%(a, cosfx -+ a, sinfx).
Je-li kofen dvojnasobny 4,, = «, je obecny integral
y = e*(¢, + ).

Rovnice nehomogenni (se druhym clenem) jsou tvaru a,y” +
+ a,y’ + ay = B(x), kde a; jsou konstanty. Jsou-li ¥, y, partiku-
larn{ integraly rovnice bez druhého élenu a v(x) partikularni integral
rovnice nehomogenni, jest jeji obecny integral y = ¢y, + ¢y, + .
Funkce v zavisi oviem na B(z). Je-li B(xz) = ef* p,y(x), kde p,(x) je
mnohotlen stupné =, tu

pro B = A, klademe v = ef*(d, + d,x + ... + d.2") a koeficienty
d; se najdou methodou neurc¢itych ¢initeli;

pro B = A, klademe v = a2e*2(d, + ... + dn2®), je-li 4, p-nasobny
koren charakt. rovnice.

B(x) = ef*[p,(x) cosyx + ps(z) sinyz], kde mnohocleny p,, p, jsou
stupné nejvyse n, polozime pro f = 4, v = ef*(q, cosyx + ¢, sinyx),
kde ¢, ¢, jsou opét mnohoc¢leny stupné n. Pro f = A, pak piseme
v = ae**(q, cosyx -+ ¢, sinyx), je-li A, kofen p-nisobny.

Priklady :
1061. Integrovati y” 4+ 3y’ + 2= 0. 224 31+ 2 = 0 ma kofeny
A= —1, 4, = — 2. Obecny integril y = c,e=? + c,e—?2.
1062. Integrovati y” — y’ — 12=0. 22 — 1 — 12 =0 ma kofeny
" A =4, ;3 = — 3. Obecny integral jest y = c,e4® + c,e—32.
1063. Integrovati %" — 6y +9=0. 22—61+9=(1—32=0
mi 4, = 3 a obecny integral y = e3*(¢c, + c,x).
1064. Integrovati 4y” — 12y’ 4 9y = 0. 432 — 124 + 9 = 0 m4i ko-
feny ;. = 4 a obecny integrdl y = e¥7(c, + c,).
1065. Integrovati %" + 9y = 0. A2 + 9 = 0 m4a koreny 4,, = 4 3i.
Obecny integral jest y = ¢, cos3x - ¢, sin3x.
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1066.
1067.

1068.

1069.
1070.

1071.

1072,

1073.

1074,

10%5

1076.

Integrovati 9"+ 4" +y=0. 224+ 21+1=0 dava A,,=
= — 1 +i1]/3. Obecny integral y=e—3% (¢, cos}x]/34¢,siniz|/3).
Integrovati y”" — 2y’ +4=0. A2 — 21 +4=0 dava 1, =
=14 i]/g. Obecny integral y = e%(c, cosxl/§—|— (35 sinxvg).
Integrovati ¥” — 3y’ 4 2y = 0. Rovnice charakteristicka

22— 31+ 2= 0 mé kofeny 4 = 1, 4, = 2. Obecny integral
Y = c,€° + c,e*.

Integrovati y” — 4y’ + 4y = 0. 22 — 41 + 4 =0 ma A;p = 2,
tedy integral y = e®*(c; + c¢,2).

Integrovati y” 4+ 4y = 0. 22+ 4 =0 ma 4, = 2i, 4, = — 2i.
Yy = a, cos2z + a, sin2z.

Integrovati y” — 3y’ + 2y = e~*. f = — 1 neni kofenem cha-
rakteristické rovnice, je v = de—*. Dosazenim do rovnice d = }.
Y = c,0° + c0** + le~%.

Integrovati y” — 3y’ + 2y = €. f = 1 jest kofen jednoduchy
charakt. rovnice, tedy v = dxe®. Dosazenim do rovnice d = —1.
Y = c,e% + c,.** — ze®.

Integrovati " — 3y’ + 2y = cosz. v = d, cosz + d, sinz. Do-
sazenim do rovnice d, = 4, d, = — %, takZe obecny integral
Y = ;6% + c,6%* + {5(cosz — 3 sinz).

Integrovati y” — 3y’ + 2y = 10 cosz 4 6e—* + 3e®. Partiku-
larn{ integral bude linearné slozen z integralu predchozich rovnic,

nebot prava strana je linedrné slozena z druhych ¢lenu téchto
rovnic. Takze

Y = c,e® + c,e?® + cosz — 3 sinz 4 e—® — 3xe®.

Integrovati y" 4+ 4y = cos3x. 4,, = + 2i. v = d cos3z.
Dosazenim d = — L. y = a, cos2x - a,sin2x — 1 cos3z.

Integrovati y” + 4y = e®cos2z. v = e%x(d cos2x -+ ¢ sin2z),

d, ¢ se vypoctou dosazenim do pivodni rovnice a

Yy = @, cos2x + a, sin2z + xe*(d cos2x + ¢ sin2x).
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1077. Integrovati y” — 4y = 2%%. 2> — 4 = 0, 1, , = 4+ 2. Partiku-
larni integral klademe v = e3*(d, + d,x + d,x?). Dosadime do
rovnice:

v = 3e3%(dy + d\x + dy2?) + e%(d; + 2d,2),

v" = 9e%%(d, + d,x + dyx?) + 6e3%(d, + 2d,x) + e3% 2d,.
Dostaneme:
9(dy + dyx + dy®) + 6(d, + 2d,z) + 2d, — 4dy — 4dx — 4dy2% =

= ks
5dyx® + (12d, + 5d,)  + 5d, + 6d, + 2d, = a2.
Odtud d, =3}, 12d, + 5d, = 0, 5dy, = 1} — ¢ = §3,
dy=— 3% do= T2
Y = ¢,0%% + ce~ 2% | 135e3%(62 — 60x | 25x?).
1078. Integrovati y" — y' — 2y =a. 22— 1 —2=0, 1,,=2; — L.

Ziejmé v = — }a, tedy y = c¢,e2® + c,e— — la.
1079. Integrovati " + 2y’ 4+ y = 22 4+ 92. A2 4 24 + 1 = 0,
%= — 1. Polozme v = dy + d,x + d,2* Dosazenim

v = d, + 2d,z, v" = 2d, do dané rovnice plyne
2d, + 2d, + 4dyx + dy + dyx + dy,x® = 2® 4 92. Srovninim
¢initeld dy + 2d, + 2d, = 0, 4d, + d, = 9, d; = 1.
d(): SR 12, d1:5.
Yy = e—%(¢; + cx) + x* + 5r — 12.

1080. Integrovati " + 2y + y=e—%2 4 3x), A2+21+1=0,
Ao = — 1. v = 2% %a + bx) vlozeno do ptvodni rovnice,
dava o' = [22(a + bx) — 2?*(a + bx) + x%b] e—2, ;

v" = [2(a + bx) + 2bx — 2z(a + bx) — b + 22b —
— 2x(a + bx) + x%*(a + bx) — x%b] e—2,
6bx +2a=2+32z;a=1, b=1,
y = e=%(c, + 6z + 2 + }aY).

Linedrni rovnice 2. fadu s proménnymi koeficienty

Ma-li homogenni rovnice y” + Py’ + Qy = 0 partikuldrni in-

tegral y,, je dal¥i integral y, = ¥, f 51.2 o Pz g,
i
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Zname-li partikularni integral » rovnice nehomogenni
y" + Py’ + Qy = B a obecny integral homogenni u, jest obecny
integral rovnice nehomogenni y = u + v.

Variace konstant. Zndme-li dva partikularni integraly ¥, v, rov-
nice homogenni, klademe pro nehomogenni » = z,y; + 2,y,, kde funkce

2y, 2, hovi rovnicim 2o 2aYs =0
2 + 2’y = B.
Eulerova rovnice ayx®y” + a,xy’ + a,y = 0 prejde substituci
x = et v rovnici s konstantnimi koeficienty. Polozime-li ¥y = a* fesime
charakteristickou rovnici pro 1. Kofentim p-nasobnym prislusi integraly
zA(lgz)e—t.
Priklady
1081. Integrovati rovnici z2y” — (2n — 1) 2y’ + n2y = 0.
Je to rovnice Eulerova. Polozime y = a* a obdrzime
y' = Az, y" = A(A — 1) 2*—2 a dosazenim
A4 — 1) — (2n — 1) A+ n?] = 0, nebo (1 — n)* =
A2 =m, takZe rovnice ma partikularni integraly g, = 2",
Yy, = 2" 1gx a obecny integril y = a*(c, + ¢, lgz).
Druhy partikularni integral bylo mozno vypoéisti podle
difve uvedené obecné poucky vzorcem

24 : 1 —dexd —n_l d R
YaisYa _ﬁe r = —,,7;e x =

1 On—
__e(_’n 1)lgz dpis

x2n

= " an lgz.

1082. Integrovati z2y” + zy’ — y = f(z)
Rovnice bez druhého ¢lenu je Eulerova. Polozime y = a*
AA—1)+2—1=0 mid kofeny A,,= -+ 1. Partikuldrnf

integral dané rovnice predpokladdme nyni ve tvaru

v=2z2x+ —zxi, a pro z,, z, plati
’ ]' ’ ’
gy oty = 0, tedy z," = — }f(=),
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’ 1 I_M ’

2y — —=%e = 5
1 2272 22

1 1
v = — }af f(x) dz — %ff(x) d(;).
Obecny integral y = ¢, + (;—2 + v.

1083. Integrovati z%y” + xy’ + y = 2.

Charakteristickd rovnice levé strany po dosazeni y = 2%
AMA— 1)+ 24+ 1 =0 ma kofeny 4, = -+ i. Tém odpovidaji
partikuldrni integraly cost = coslgz, sint = sinlgz. Partikuldrni
integral dané rovnice je ziejmé y = iz, takie obecny

y = & + ¢, coslge + ¢, sinlg.

1084. Integrovati y” + n*y = f(x) variaci konstant.
Charakteristickd rovnice A2+ n?2 =0, davda 1,,= +in a
obecny integral y = 2z, cosnz -+ z, sinnz. Variace konstant zada

2, cosnx + z,’ sinnx = 0,
— zy'n sinnx + z,’n cosnx = f(x). Odtud plyne

1 2 1 bels .
2= — ?f(x) RISz i=— - cosna. f(x) a obecny integral

2i— (c1 — %ff(x) sinne doc) cosnx -+

-+ (02 - %—f}‘(w) cosnx dx) sinna.

1085. Integrovati a2y” — 2xy’ + 2y = a? + px +q.
Charakteristickd rovnice levé strany A(A — 1) — 241+ 2=0
mé koteny 4, = 1,4, = 2.y =, y; = 2
Clenu ¢ odpovidé partikuldrni integral v; = 1q.
Y = 2, + 2y, podrobime variaci konstant.
2,/ + 22 = 0, w=—1-L,
B

’ ’ ’ 1
2+ 2 .2x=1+-§. % :?_I—x

[}
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Odtud 2= —x— plor iz, —lgx —%

a integral obecny dané rovnice jest
= ¢,z + ¢/a? + 3q — x* — pxlgx 4 2®lgx — px
nebo Y = & + cx® + 2?lgx — pxlgx + 1q.
1086. Najdéte nutnou a postacujici podminku, aby rovnice y” -+
+ py’ + qy = 0 méla dva ruzné integraly y,, y, takové, ze

1
Yo =1. Jeli p=— s nalézti ¢ a obecny integral.

M4 platiti y," + py," + qy = 0 pro y, = -yl— Odtud
1

’

n Ny, 2 12
y2/ = _gl_z, y2/r s dog Y1 Y Y

Y1 Y.®
a po dosazeni ¥,¥," — 2y, + py,y,' — gy =0,
jinak  y,(y" + vy + qy) — 29y, — 2y, = 0. Z toho

2

Y2+ gy =0, y?= +V=¢ lgy=+ [|—qdz;

Ve _y—gellwe

Y= ¢€ s
p N i
G e ey —— W o) + (— q) (3)
2/—q
Dosazenim do ptavodni rovnice vyplyne
ql q’ .
ST | Fgin o el | 5 ab ) Mt B 8 S g B
Yy ke SR : P
qg= g UHs Specidlng pro p = — % mame q = a*
. 7 ” 1 ’
a rovnice zni Uon ey + 2%y = 0.

Aviak bylo  y,, = ei”/?qdz — eiif’dz = ot he,

Obecny integral je tedy y = ¢, cos}a? 4 c, sin}a?,
uzijeme-li vztahi e+# = cosz -+ i sinz.
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1087. Nalézti obecny integral rovnice
2+ 1)y" + (42— 2)y — 8y = (62® = — 3) 7,
vime-li, Ze partikuldrni integral rovnice bez druhého ¢lenu je e™.
Dosazenim do homogenni rovnice dostaneme
(2 + 1) m?e™® 4 (4 — 2) me™® — 8e™® = (),
z(2m? + 4m) + m?® — 2m — 8 = 0;

pro kazdé x musi byti m?+ 2m = 0, m = — 2; souhlasf
s m?* — 2m — 8 = 0. Partikularni integral homog. rovnice je
tedy e—2% = y,. Podle theorie je hned

1 ——21.%;;—_1&&
— 2z+1 " do.
Y2 y}fylge z

2¢ — 1 2

g g iyl T

Judx = xz — 1g(2z + 1), e—2fuds— e—22(22 4 1)z,
Je tedy 1y, = e—22[e2%(22 + 1)2dax = 2(a® + }). (P¥. 479.)
Predpokladejme dale pro partikularni integral rovnice s druhym
¢lenem ve tvaru v = e*(ax + b), dostaneme
v = e%(ax + b + a), v" = e*(ax + b + 2a) a po dosazeni
do rovnice vychazi @ = 1, b = }. Obecny integral dané rovnice
jetudiz = ce + cy(a? + 1) + e%(x + ).

Integrace Fadami

Neni-li snadné fesiti linearni rovnici y” + P(z) ¥y’ + Q(z) y = 0
jinymi zptsoby, zkousime pro integral mocninovou radu
y = x*(ay + a,x + a,2* + ...) a koeficienty urc¢ime po dosazeni do rov-
nice dané methodou neurcitych ¢initelti. Sem patii na pi. dif. rovnice

Legendreova (1 — %) y" — 22y" + n(n + 1) y = 0,

Besselova  2%y" + zy’ + (2* — n?) y = 0,

Gaussova 2l —2)y" +[y—(xc+p+1)ax]ly —afy=0

také zvana hypergeometrickou. Dikladnéjsi pouceni jest v uéebnicich
e

vyssi analysy. Nékteré dalsi resitelné pripady dif. rovnic druhého fadu
najde ¢tenat také v oddile o rovnicich tadu n-tého.
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III. OBYCEJNE ROVNICE RADU »n-TEHO

Zékladni typy
Rovnice y™ = f(z) se integruje n-krat za sebou, takze
y = [dz [dz ... [f(x) dz + a,2*! + a,2*—2 4 ... + ay,

nebo y—(n—_l—l)f(x—z‘—lfz)dz—L—P,,_()

T
V rovnici F(z, y™1, y™) = 0 dosadi se y™»1) = 2z, y™ = 2'.
V rovnici F(x, y®,..., y™) = 0 dosadi se y*) = z.

V rovnici F(y, ', y’, ..., y™)= 0 zvoli se y za neodvisle proménnou
a p = y’ za neznamou funkei. Pak
dp dp d (dp
AR ol SR R o] i ///=______ S td
Rovnice homogenni v y, ¥, ..., y®™ ma tvar
f (n)
B (x,i,. 5 .,g——) =
y Y

Tedl se substituci %— = W=,

Y =y + o), ¥ = ywd + 3uu’ + u’), atd. y = eluz,
Rovnice homogenni v z, y, dz, dy, d?y, ..., d™y se nezméni pfi trans-

formaci x = Cz, y = Cy. Resf se substituci y = e*, x = ve".

Priklady
Integrovati rovnice:
1088. y" = « sinz.
y" = [xsinz dz = — z cosz + sinz + ¢,
y’ = [(— x cosz) dz — cosx = — z sinx — 2 cosz + ¢,z + Ca,

y = x cosx — 3 sinx + ¢, 2% + c,x + ¢y
1089. a2ylV = 4.
Polozime y” = z. Dostaneme a?2” — z = 0 linearni.

T

1 L e
a’2* — 1 =0 dava 4, = j;—a—; 2 = c,e? + c.e

12 K57



1090.

1091.

1092.

1093.

178

Dvoji integraci y = be® + be * + byx + b,
yy’y” — y13 + yllz.
dp
'=p, y' = p-—dava
Y=y W y

dp dp 5
Brisdoive ' el TR e 5
yp dy Piesighp (dy) s

ST dp)2 :
0= y@ — (d_y Clairautova.
2 PR
Tudiz p=cy—c?: =y, ——=cdx, y=c + ces?
Y 1 :

integral obecny. Aviak Clairautova rovnice ma také singularni
integral pro diskriminant > — 4y’ = 0. Odtud singularnf
-
c—a
xyy' + y'* = yy". (Homogenni v y, ¥, y".)
fudz
Dosadime y = e% , y' = yu, y" = y(u? + u').
Y + o) = yruP + wyPu, v+ u' =+ au,

integraly rovnice dané y =

(L_u — 2da; lou — Fa2-Eillge sy — ¢ eie

Judx = ¢, [e}= dz + 1ge, = ¢, p(x) + 1gc,, y = e 9™,
5(y" )2 — 3y’yY = 0.

Polozime y” = z. Vznikne 52’2 — 322" = 0 homogenni.
b2t — 328wt +u')y =0, 3u' = 2u?,
2=y o (YA ) 2 = eludz,

¢ du ‘ ey | 1
neboli 3= 2d, Y Hx+c) u=—3 ey
2=y =c@+e) } y=—2+c) t+e,
y = — 46 + ¢,)} + ¢ + ¢y
1
p yy' + y'* = yy". (Opét homogenni.)



Y = yu, y' =y + o), y = elus,
oyt g = g+ )
L:%, lgu = lgz + Ek,

u=2c2 2fcxdr=ca®+d, y=ce.

Rovnice linedrni Fadu n-tého

Ma-li rovnice bez druhého ¢lenu y™ + a, ™1 + ... + a,y = 0
partikuldrni integrily v, %, ..., ¥a, jest obecny integral
Y = Yy + CYs + ... + CulYn. Ma-li rovnice se druhym ¢Elenem b(x)
partikularni integral v, jest jeji obecny integral y + v». Integral rov-
nice s druhym ¢lenem lze uréiti také variaci konstant.

Ma-li rovnice linedrni bez druhého ¢lenu koeficienty konstantni,
feSime charakteristickou rovnici A" + a, A1+ ... +a, = 0. Je-li 4
realny kofen p-ndsobny, je prislu$ny partikularni integral e??, ze?, ...,
xP—1e*, Komplexnim kofenim x -+ fi ¢-nasobnym piislusi podobné
integraly tvaru e**(cosfx -+ sinfz), xe**(—),..., x7'e**(—). Je-li
druhy ¢len rovnice tvaru b(x) = ef* P(x), kde P(x) je mnohoélen stup-
né r, lze voliti za partikulirni integral pii f == A v = €%* (d, + d,x +
+ ... + da7), pii f = A pak v = aPef*(d, + ... + d,a7). Je-li b(x) =
= e**(P cosyx + @ sinyz) voli se za partikul. integral » =
= e**(P, cosyx + @, sinyz), kde P;, @, jsou téhoz stupné jako P, Q
pro B ==y, kdezto pro y = f (¢ nasob.) v = x%**(P; cosyx + @, sinyx).

Rovnice Hulerova ajary™ + a1y 4 ...+ ayy =0 se
transformuje substituci @ = e’ v rovnici s konstantnimi koeficienty.
y = a* poskytuje charakteristickou rovnici piimo. Jejimu r-ndsob-
nému koienu odpovidaji integraly a?*, 2* gz, ..., 2*(Igx) .

Priklady
Integrovati rovnice:
1094. " — 3y" + 4y’ — 2y = 0.
Charakteristickda, rovnice A% — 342+ 41 — 2 =0 ma ziejmy
koten 4, = 1; délime-li kofenovym ¢initelem (4 — 1), ma
zbyvajici kvadratickd kofeny Ass= 1 4 i.
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1095.

1096.

1097.

1098.

180

Partikuldrni integraly jsou e?, e” cosz, e sinxz a obecny integral
y = e%(c, + ¢, cosx + ¢4 sinz).
yW+2'+y=0.
A* 4+ 222 4+ 1 = 0 mé kofeny A%, =— 1, 41p =1, A54= — i.
Integraly jsou cosz, x cosz, sinz, x sinz, tedy
y = (¢, + ¢xx) cosz + (c3 + ¢,2) sinz.
¥+ Y =
Partikularni integral rovnice je ziejmé » — la3. V rovnici bez
druhého ¢lenu polozme y” = z, ¥V = 2". Charakteristické
rovnice A* 4+ 1 = 0 m4 kofeny — 1, (1 4+ iV§). Tomu odpovida
obecny integral
z = c,e—% + ei%(c, cos—%l/§x + ¢ sin%]/gx) —
Po dvoji integraci mame obecny integral dané rovnice
Y = a, + ax + ae—® + ei%(a, cos%l/ix + a; sin-%—l/§x) + Fad.
To by ostatné plynulo i bez zavedeni z z rovnice
A> 4 22 = 22(2®* + 1) = 0. Kofenu 4,5 = 0 by odpovidal
partikuldrni integral a, + a,, ostatnim tytéz jako prve.
yV — 2y" + y = ae® 4 be—? + ¢ sinz + d cosz.
At — 222+ 1 =0 mé kofeny 4 o= 1, 434 = — 1.
Tém odpovidd y = e*(¢c; + c,x) + e—2%(c; + ¢,).
Rovnice s druhym ¢lenem ma partikularni integraly
v, = dogx?e?®, v," = dye*(2 + 4x + 22?), v,V = de?(12 + 8x + «?)
a dosazenim do dané plyne d, = ja. Podobné v, = la%—2,
vy = 1csinx, v, = }d cosz. Celkem

Yy = e%(c, + Co® + {2%) 4 e 7(cz+ ¢42 + §2°) + {(csinz + d cosz).

x3y" — 3x*y" + Tay’ — 8y = 0.
IProy =2t
g = Aoty = AR — 1) 23, " =AML A —2) el
AMA—1)(A—2)—34A— 1)+ 71 —8=0=
= A% — 642 + 12 — 8 = (4 — 2)%
y = x*(c, + ¢, lgx + ¢y 1g%2).



1099. 23y"” — 3x2y” + 4xy’ — 4y = 23 — 2z.
S Sl ) =0T DN )

Partikuldrni integraly jsou @, x lgz, 4. Rovnice s druhym cle-
nem ma

v = ax® + bx 1g%x,

v' = 3ax® + blg2x 4 2blgz, v" = 6ax | 2b;gx = %’
v" = 6a + EIZ— — M — ~2—2— Dosazenim do rovnice
x x x
— 402® — 6bx = x®* — 22 plyne a = — }, b= 1.

Obecny integral y = c,x + cyx lga + czat — 1a® 4 1 lgx.

1100. »” — 2y’ + 4y = e® cosz.
A3 — 21 + 4 = 0 m4 kofeny —2, 1 £ 1i.
Partikularni integraly e—?%, e cosz, e” sinz.
Rovnice s druhym ¢lenem mé partikularni integral
v = we®(a cosx + b sinz), kde a, b se najde dosazenim. Pak

Y = ¢,672% 4 ¢,e” cosx + cye® sinx + xe%(a cosx + b sinx).

a=—g5 b=.

Soustavy obycejnych rovnic linedrnich

Kanonickd soustava

d
ag-kaly—}-blz—{—...—{—mlt:Pl

d¢
gt o anlY + buz + ... + mut = P,

n rovnic, v nichza;, by, . .., m;, P; jsou funkce 2, slove homogenni (bez dru-
hého clenu), jsou-li P; = 0. Mame-li pro homogenni soustavu n skupin

partik. integrald w;, 2;,...,% (1 =1, ..., n) linedrné nezavislych, je
obecny integral soustavy y = ¢,y + ... + Colyn: 2 = €12y + ... + Cn2Zp,
e t =0t + ... +cpty. — Partikularni integrily =y, ..., 7, soustavy

se druhym c¢lenem bud uréime zkusmo, nebo je nalezneme variaci
konstant.
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Soustavy s koeficienty konstantnimi, na pt.

d dz
a%—f—“ly‘i—bﬂ:o’ —a;—‘“az?/‘i‘bzz:(),

FeSime dosazenim y = e%*, z = pe?*. Konstanty 4, 4 se uréi z takto
vzniklych 2 rovnic. Obecné integraly jsou pak

y = ceh® + ceM?, 2 = ey et - cougeht.

V soustavé se druhym ¢lenem uréime partikularni integraly zkusmo
nebo variaci konstant.

1101.

1102.

182

Priklady
Integrovati soustavy

Yy + Ty —2=0, 2'+ 2y —+ 5z=0.
Polozme y = e*?,z = ue™ a dostaneme
A+T7T—u=0, ud+2+5u=0. Odtud pu =41+ 7
adile 1t Tl 42481 L35 =221 191 89 —9
M= — 641, ,=1 -4 i Partikularni integraly y, = e—%%i<,
Y, = e—%e—1® mozno upraviti podle vzorct e = cosz -} i sinz,
e~ 1% — cosx — isinx a psati nové partikularni integraly
ys = e % cosz, y, = e—% sinz. Obecny integral
y = e 5%(¢c, cosz + ¢, sinz) a z nejlépe dosazenim do prvé
dané rovnice, odkud z = e—%%[(c, + ¢,) cosz + (c; — ¢;) sinz].
Yy —y—22=2 2z —2y—z=ux.
A—1—2u=0, uyA— 2 —pu=0davaji A= 1+ 2u a dile
pt+2ut—2—p=20, 2(u—1)=0, ;o= +1, 4 =3,
e
Integraly rovnic homogennich jsou
Y=o %1 c0%%, 2= — ci6-? +} c.6%.
Za partikularni integraly rovnic Gplnych predpokladejme
i—ax b5 czic—eri-t d.

Dosazenim do danych rovnic mame

a—ar —b — 2cx — 2d = z,

¢ —2ax —2b —cx —d = 2.



Odtud @ + 2¢c = — 1, 2a +c=1 davaji a =c = — }.
a—b—2d=0,¢c—20b—d=0 pak b=d = — .

—— — 3 1 1
Celkem Yy =102+ ce’* — jxr — 1,
2= —¢e %+ ce’” — tx — .

1103. Pro feSeni 2 rovnic linedrnich s proménnymi ¢initeli
Y+ 4,() .y + A(x) .2 = 4,
2+ By(2) .y + By(z) .2 = B,
uziva se methody d’Alembertovy. Nasobime jednu o(x) a se¢teme
Y + 02 + (4, + Byo) y + (4, + Byo)z= A + oB.
Polozime y + oz = t, odkud 3’ + 62’ = t' — ¢'z. Dostaneme
' — 0’2 + (41 + 0By)(t — 02) + (dy + 0By) 2= A + 0B,
kde odstranime z tim, Ze pro ¢ zvolime podminky
o + (A, + B,) 0 — (A, + oB,) = 0; zbyva pak
rovnice '+ (4, +0B)t— (4 + oB)=0
linedarni pro ¢, kterou rozfesime, najdeme-li 2 partikularni
integraly oy, o, prvé rovnice tvaru Riccatiova.

Obecné soustavy nelinedrnich rovnic

Tyto lze prevésti na kanonicky tvar

da; : :
d”;‘zx,-(x, o e R
pii neodvisle proménné . Jinak také
da, dz, da,
dx——Xl ——’X—z—...—Xn.
Této soustavé hovi n prvnich integrala f;(z, @, @,, ..., @,) = ¢;. Dano-li

n nezavislych integrald, je kazdy dalsi f = @(f,, ..., f»). Abychom nasli
néjaky prvni integral, tvoiime kombinace onéch rovnic integrace
schopné, na pr.

dzy a2 4. I“"C,l_ﬂ‘

b SRR . O SRR T R
Je-li jmenovatel 0, je i ¢itatel dp = y; day + ... + pp do, = 0 a in-
tegraci plyne prvni integral ¢ = c.
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1104.

1105.

1106.

1107.

184

Priklady
e dy 7 dz
mz—ny nx—Ilz ly—mz’
zdx 4+ ydy + zdz = 0 dava prvnf integral 2 + y* 4 22 = ¢;;
lde +mdy + ndz =0 dava podobné Iz 4 my + nz = c,.

Integrovati

Tim jsou stanoveny v, z jako funkce z a dvou libovolnych neza-
vislych konstant.
Integrovati % = 2y = _d_z.

Y @ 2
Z prvych 2 pomért z dz = y dy plyne 22 — 32 = c,.

dz dz
Z prvého a tretiho lTx‘———c: i
S

plyne

z = cy(x +Vx2 o ‘Z) = cy(x + ¥).

Lan z / Y
Integrovati ¢ = ———, 2/ = —2 .
T Ay
siady dz dx
Ezespaati —= e i B o
: z B el b

y dy = z dz dava prvy integril y2 — 2% = c;.
dy — dz da !
= iSme ve tvaru — (y — 2z) d(y — 2) = du,
Sy ey (y —2)d(y —2)
z ¢ehoz plyne (y — 2)? = — 22 + 2¢, = 2(¢c, — ).

Oba prvé integraly definuji ¥, z jako funkce @ a dvou konstant.

Stanoviti orthogondlni trajektorie soustavy ploch zyz = 2.

e g SO Gl :
Podminka zada dz :dy :dz = 7R i kde F jestxyz — A.
Tedy 24 = L = E
Yz AR A
ydy zdw

= — davd y2 =224 ¢
xyx xyz y + 1

z2dz = ydy dava 22 = y% 4 c,.
Jinak 22 = y2 4 ¢, = 22 + ¢



. dy dz du
1108. Integrovati b ook + u, v e + v, P + 2.
L Ay o BD L
Pisme 5 7, 1 y+z——dx.
diy —z) dz ¢ RLPTEN
_—(y——z)—T’ odtud Y —2=C(€ o
diy —w) _dz .. ,
———— = — davd y — u = c,e—%.
Sy ¥ .
Ay +2+4 ) _ g4 davs Y + 2 + u = cse?2.
20y + 2+ u)
Sedtenim 3y = e—%(c, + ¢,) + c4¢%* nebo y = a,e—% + a.e**, pak
2 = aze—% 4 a,e®?, a dile u = — (a; + a;) e—° + a,e?*. Integrace
schopné kombinace lze ovSsem tvotiti ptimo z rovnic danych,
d(y +z+u)

na pr. =2(y + 2+ u) a pod.

da

1109. Integrovati soustavu y’ + ¢'(z) .y — y'(z) .z = 0,
Z4+y(z).y —g¢'@).2=0.

AR . ) SRR
Yy — Yo Pierz= LY
: ydy +zdz d(z2 4 y?) . ‘
Utvofme —— =ndy— - a integraei
— ¢+ 2) 2+ e i

2

¢
— 29 + k; = lg(y® + 22) nebo y% + 2% = ez—w‘(;)—. 05

zdy — ydz Y

Podobné —=—=—— = dz a zavedme y = ze¥, = = e¥,
VE T v y /
8y 5 2 v d
zy—zzydz_ = e*du. Dostaneme rovnici _1%_% — ¢ dz,

jejiz integral jest arctge* = arctg—‘Z— = y(x) + ¢, neboli

% = tg(yp + ¢,). Dosazenim za y do (I)

2 22

2[1 4 tg2y + ¢)] = % = cos*(yp + ¢)
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L - cos[y(x) + co] ¢ . sin[y(x) + ¢,]
e?(@) e e?(x) 5

Tedyieizi—

Zkousku lze provésti dosazenim do dané rovnice.

Soustavy rovnic vys$Siho Fadu

Tyto soustavy, na pt.
(@ ysysty iz, 2) — 0 SGyiszio b o =20
lze prevésti na kanonicky tvar rovnic ¥fadu prvého, piseme-li
Y — e — e == g

Nebo pti praktickém FeSeni z danych rovnic a jejich derivaci elimi-
nujeme vsechny funkce a jejich derivace az na jednu, na p¥. y a jeji
derivace y’, y”, ... . Tuto rovnici vys§iho ¥adu integrujeme a mame y.
Podobné se najdou funkce dalii.

Prililady

: d2y e d2z PR
1110. Integrovati o5 =ace — 0, S W 0.

Derivujice prvni rovnici dvakrat a dosadice za z” ze druhé dosta-
neme y'V 4 a*y = 0. Pro y = e** dostaneme rovnici charakteris-

tickou 24+ a* = 0 s kofeny A4, = - ~— (1 + i). Obecny

)2
integral je tedy (x = a : |/2)
Yy = e*7(c, cosax -+ ¢, sinxx) + e *%(cg cosxx -+ ¢, sinxx).

5 3 1 el
Z prvé rovnice z = — — ", nebo podobnou eliminaci
a

2V 4 a'z = 0 s toutéz rovnici charakteristickou, tedy s tymiz
partikuldrnimi integraly. Tak dostaneme dosazenim

z = }e*%(c, sinax + ¢, cosxx) + (e—*%(— cg sinaxx + ¢4 cosxx).
d2y
B
d2z
da?

2
Seétenim dostavame % (y +2) = — 2(y + 2).

1111. Integrovati soustavu = — by + 3z,

= 3y — bz.
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Charakteristickd rovnice A2 4 2 = 0 ddvé 4, — + i|/2 a in-

tegral y + z = ¢, cosz|/2 + ¢, sinz]/2. Podobné odedtenim do-
- iy P
stavame rovnici da° (y —2) = — 8(y — 2).

A2 4 8 =0, A, = -+ 2i|/2 s integralem
Yy —2=Cq cos2x]/2 + ¢, sin2xl/2.

2
1112. Integrovati Zlix?/l + 5y + z = cos2z,
d2z
= y+ 3z=0.
4z
Sectenim ¥ 3 (y+2)+ 4(y + 2) = 0.

Charakteristicka rovnice A% 4+ 4 = 0 dava 1,, = -+ 2i, takze
integral jest vy + z = @, cos2x + a,sin2x. Vezmeme-li nynf
ohled na druhy ¢len prvé rovnice cos2z, najdeme partikularni
integral sou¢tové rovnice se druhym ¢lenem ve tvaru
b,z cos2x + byx sin2x a po dosazeni vyplyne b, = 0, b, = }.
Jest tedy y + z = a, cos2z 4 sin2z . (a, + ).
Dosadime-li za y do druhé dané rovnice, jest

2" + 4z = a, cos2x + a, sin2x + }x sin2z.
Charakteristickd rovnice je taz jako diive. Druhému élenu
a, cos2x odpovida partik. integral }a,x sin2z, ¢lenu a, sin2x
odpovida partik. integral — }a,x cos 2x, ¢lenu 1 sin2zx ko-

neéné — ;L2 cos2z. Je tedy
z = az cos2x + a, sin2x + }a,x sin2x — }a,x cos2x —
— 1 cos2zx,

z = {5(16a; — 4a,x — 22) cos2x + }(4a, + a,7) sin2z.

Yy = a, cos2x + }(4a, + ) sin2x — z.
IV. DIFERENCIALNI ROVNICE PARCIALNT{

Rovnice linearni prvého radu
Neékteré jednoduché typy lze integrovati kvadraturami. Linedrni

rovnice homogenni
0 af st 0
—](X-|——,\]c X, +... +—f Xa=—10
oz,

ox o,
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prevadi se na integraci systému

dz dﬂ S _ dz,
A
Podobné rovnice se druhym ¢lenem
0z . 0z
—EXI'{— ...men—R—O
m4 integral V(z, y, ..., ,) = 0, ktery hovi rovnic homogenni
gV 50 + e oV g
a tim soustavé
de, = dz; _ dx,  dz
R DRepeate b AR

Z m nezavislych integrala Vi, ..., V, plyne obecny integral
By )T — 10!
Soustaveé
dz dy
o
kde P, @, R jsou nenulové funkce ti{ proménnych, vyhovuji ¢ary
charakteristické. Jejich teény lezi v teéné roviné plochy z = f(z, y),
nebot podle

6.
R b

0z 0z
= v QE)T ==
t. j. jejich te¢ny jsou kolmé k normaéle plochy.
Integral soustavy o¢(z,y,z) = ¢, y(z, y,2) =c, je dvojpara-
metricka soustava ¢ar charakteristickych. Obecny integral V(gp, ) = 0
je plocha tvorena témi charakteristikami, které hovi F(c,, ¢,) = 0.

Priklady
1113. Integrovati% + z f(z, y) = g9(=, y).
Je linearni pro z. Je tedy integrél z = e~/1%[p(y) + [gel1az dag,

kde oviem misto konstanty je ¢(y) nezavisla na .

0z 0z

1114. Integrovati pz + qy = mz, kde p = ;S o ey
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1115.

1116.

Rt dzid:dy: i idz ;
Rovnici fesime soustavou — = — = —=. Jeji prvni
x Y. amz

integraly jsou % =¢;, xi"' = ¢,. Integral obecny je

2= x"‘f(%) Pro m = 1 jsou charakteristiky primky jdouci

pocatkem a integralni plochy jsou kuzely s vrcholem v poéatku.
Pro m = 0 jsou charakteristické piimky rovnobéiné s zy a
protinaji z. Plochy integralni jsou tu konoidy.

Integrovati (x — 6y) p + (102 — y) ¢ = 6y* — 422 — 36xy.
Prislugnd soustava je
. g dz
x—6y 10z —y 6y>— 422 — 36zy’

Odtud 10z de — y de = x dy — 6y dy nebo

10z dz 4 6y dy — (xdy + ydx) = 0 a prvni integral
5x% + 3y? — xy = ¢;.

Dale 4x dx + 6y dy + dz = 0 poskytuje dalsi integral
22%* 4 3y? + z = ¢,. Obecny integral je

F(z + 22% + 3y?, 522+ 3y% — xy) = 0.

Nalézti rovnici plochy vytvoiené piimkou, jez pfi svém pohybu
protind osu z v konstantnim thlu.
Plocha z = f(«, y) hovi tedy rovnici diferencialni, ktera vy-
jadiuje, Ze piimka sméru
Jedir O otk el
V2 + 9 Y=+ b=ter
je kolma k normaéle plochy. Tedy

bl 3 s SR s
iy ey F
Resfme pak soustavu (‘1: A g

Y
[ T

Ziejmé y dz — z dy = 0, odkud % s
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2 2
Dale zdz + ydy ey /R B i d(z®* + »°)

V= + v Y (@ + g

dava prvni integral % Jx* 4+ 92 = 2 + ¢,. Obecny integral

W, Ve Vil A I A L Y
Fz———%]/x + y2, x)_Oneboz_»k—]/x + vy —}—f(?)
dava hledané plochy.

1117. Odvoditi rovnici ploch, které protinaji kolmo homothetické
plochy kvadratické ma? + ny® + pz? = k.
Hledané plochy hovi diferencidlni rovnici, ktera vyjadiuje, zZe
normaly obou ploch jsou k sobé kolmé:

0z 0z
mx%—Q—n_y@— pz.= 0.

Resime
o dy = d_z’ g == miz diva x? = ¢z, podobné
me. ny Pz i 2
dy —70 o daya g2 = 2™
Y %
ey ; x? y? ¢ :
Obecny integral F 3 el 0 je rovnice ploch.

Nelinedrni rovnice prvého radu

0z 0z
* 3% 3y
f(z, y,2,a,b) = 0 zavisly na dvou parametrech a@,b. Ucinime-li
b = @(a) a ma-li tato jednomocna soustava ploch obalku, slove tato
obalka integralem obecnym. Dostane se eliminaci a, b z rovnic f = 0,

b = ¢(a), g—(]; g(p'(a) = 0. Obalka pivodniho dvojmocného systé-

Rovnice F (x, Y, 2 ) = 0 ma uplny (kompletn?) integral

mu ploch f(z, v, 2, @, b) = 0 najde se eliminaci a,b z rovnic f = 0,
o : : BT
P 0, g 0 a slove integralem singuldrnim.

Danou rovnici F(z, y, 2, p, q) = 0 podaii se nékdy uvésti na tvar
dz = pdz + ¢ dy, ktery se pak integruje. Na pt. pii F(p,q) =0
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zvolime p = a konstantni a z dané rovnice pak vyplyne ¢ = f(a).
Integraci dz = a do + f(a) dy dostaneme tplny integral
z=azx + f(a) . y + b.

Pii F(z, p,q) = 0 zvolime ¢ = a, vypoéteme p = f(x,a) a in-
tegrujeme: z = [f(z, a)dx 4+ ay 4+ b. F(y, p,q) = 0 ¥esi se volbou
p=a.z=xp + yq + f(p, ¢) ma Gplnyintegril z = ax 4 by + f(a,b).

Methoda Lagrange-Charpitova pievadi feseni F(x, v, z, p, q) = O

na FeSeni (E i?! £ vase .
P~ Q pP+tqQ X+9pZ Y +4Z
kde P = gf;’ N aF atd Integral f(x, y, 2, p, ¢) = ¢ poskytne s da-

nou rovnici p, g pro dz = pda + ¢ dy. Odtud z.
Priklady
1118. Integrovati pg = k.
Polozime p = a, pak ¢ = —ﬁ—a mame dz = a dz —1—% dy

a uplny integral jest z = ax E Yy + b.

Obecny integral ma b = ¢(a lﬁnkm @ lze urciti tak, aby
integralni plocha prochazela danou ktivkou, na pr.
2= 0, 22 + y? = r? (kruznici v zy). Musi pak

k 1

0 = ax+;y+¢(a), tedy = = — 5, #(@) + a ¢'(a)],
k

O =gl -+ o8l y=%(a¢’—¢)-

Dosazenim do «® 4 y? = 2 obdrzi se rovnice prvého radu pro ¢.
1119. Integrovati pg = z.

Zvolme p ="—, q = a]/z

27,: alz dava |z = Y(ay + d), d = d(=),

@ Bidy o ay g(ay+d>gj

or 2a
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1120.

1121.

1122.

192

od 1 x ;s .
Odtud ot thi— -y -+ b a obecny integral

2= }ay + —+ )"

Integrovati p* 4+ ¢* = « + v.

Polozme p* —z =y — ¢* = a.

p:Va+x, q=]/y—a-, dz = pda + qdy dava
=4+ a)l + 3y —a) +0b.

3
Integrovati z = ap + yq + 3V1)_q

3
Uplny integral z = ax + by + 3l/a—b. Pro singuldrni
of “of

integral dostaneme pomoci g 0, 5

= 0, vztahy
B e 8- s
x4+ Vb:a2=0=y+l/a:b‘z,jinak—x":b:az,
3
— y® = a : b? a vynisobenim z3y3 — 1 : ab nebo |lab = 1 : xy,

X —1
b= — a?x?, — b= — a%aby?, a dile a= Py )
L% 39 1
b=—;, takiez = — — i:—a,koneéné zyz=1.
xy xy xy xy
Integrovati methodou Lagrange-Charpitovou rovnici xp + yg —

BHL i Han oy
Prislu§ny kanonicky systém je

g, A, NS 1)
o % Bl P o
M4 integraly lgp = lgg, neboli ap = ¢, a z dané rovnice
xp + yap — ap® = 0 plyne p:f———zﬂ, q=z+ ay.
=2 %az 4 (@ 4+ ay) dy,

a

2
2= 2 4 yo+ Jay* + ¢ nebo jinak 2az = (z + ay)* + b.



1123. Integrovati rovnici z = a2p% 4 y2¢2.

13

Provedme transformaci u = lga, v = lgy, 2 = e*, y = e".

B _dedu_ %1 G Bl %%

o oudx ouaz oy owvy DT ow BTG

Rovnice piejde ve tvar z = p,2 -+ ¢,2.

Kanonicka soustava s i == Lo = Ch = %
2p 2 22 P Ui

Prvni integral Vz— = ap, dava p, = —z-, M e c%’
R s
79 = za—az—l Vz du + Vz ‘I/a—‘—l d’U
dz -
nebo b el du + ]/ 1 — ——2 dv. Integraci pak
l/z a a

2l/z_ = bu + ]/_1——-557; + lga, jinak e2l7 = aabyl =0,
Jiny tplny integral dostaneme hned z pivodni rovnice a sou-
stavy:

S s dpiiaToal s g T dz _dz
2zp* —p  2yq® —q  2ap 2y%q  2x%p? 4+ 2y 227
37; 2 2;902 linedrni, p — % 4 1;5;-
a podobné % + % = 3 = lgy
takze dz— ( Z ng;: ) dx + ( - —Iz—gyl) dy

dava z=algr + }lg2x + blgy + % 1g%y + lgd,
avSak z dané rovnice

a lga \* lgy \*
Amatit -t bty -‘r—- =

o 2z
=a?+ 0%+ algx 4+ } lg x + blgy+ Hg?y.
Tedy a® + 0% = lgd, b = ]/]gd — a® a upravou e? —
— dao+ilerylizi—a+ller jest také Gplny integral.
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1124. Integrovati (z + qy)* = p.
Kanonicky systém je

dz dy o dp I8 dq S
—1  2y(gy +2) 2p(gy+2) —49(qy+2) q*y? —2*
2dy dg a (a )2
Z toho =——2 g=—, p=|—412].
Y A m e 15

2
dz:(i z)dx ~a_—d.
y+. Jr.ya y

o a 1, SR base ol ST o
% e A S o a
Tedy aplny integral jest z = -3y S
Pro obecny integral bud a = ¢(b), tedy
s e e R e @' (b)
e s s a derivaci podle b, 0 = @ T b -+ s,

Parcidlni rovnice Fddu druhého

Rovnice fadu druhého vznikaji eliminaci dvou libovolnych funkef
z dané rovnice, kterd je obsahuje. Pii feSeni hledime obycejné dostati
t. zv. integrdl intermedidrni, t. j. rovnici parcialni ¥adu prvniho, kters.
se pak Tesi dale.
Rovnice linearni s konstantnimi koeficienty jest
Ar 4+ Bs + Ct + Dp + Eq + Fz = @, znadi-li
0% 0% 0% 0z 0z

Tt ey Tam YT Uy

Priklady

1125. V rovnici bez druhého ¢lenu G(z, y) klademe z = e#*+* a TeSe-
nim rovnice charakteristické 4u* + Buv + Cv? + Du + Ev +
+ F = 0 dostavame », = f(u), v, = g(u) a integralem je
2 — qerz+Iwy + berr+a(m)y,

1126. Rovnice Ar + Bs + Ct = 0 ma pro », = xu, v, = x,u integral
z = @(x + xy) + p(@ + xy), kde @, jsou libovolné funkece.
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Pro v, = au + Pi, va = oop + P, je integral
z = el p(x + oy) + P p(x + opy).

1127. Rovnice s proménnymi koeficienty lze snadno feiti p¥i jedno-
duchych typech, jako

A==yl dévé,z:fdxffx)dx+x¢()+zp( )5
r+ Ap =B nebo +Ap-_B je linearni pro p,

s + Ap = B nebo %Qﬂ + Ap = B rovnéz a pod.
Pr + Qs = R nebo P + Q 8p = R je 1. ¥adu pro p atd.

1128. Odvoditi diferencialni rovnici ploch vytvofenych ptimkou pro-
tinajici osu z.

Rovnice piimky z = bx + ¢, kde b = f(a f( )

y.= azx, kde i'c =pla)= (p(—g)

Rovnice ploch je z = x f (——) -+ (p( ) Jest tedy vylouditi f a ¢

pomoci derivaci z.

%: e S N aa_;: 7 +%(p'. Odtud
g—; %—% == f(%) neobsahuje jiz ¢. Derivovanim
dostaneme g:; — —;‘/—2 S—Z e %_8_22;—3; = — %f’,
Nésobme druhou —Z a prictéme k prvé; dostaneme
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0% 022 022

el . 2
nebo x + 2zy 5% 0y + vy 5

o0x? A

1129. Stanoviti diferencidlni rovnici ploch, které protinaji roviny
jdouci z v rovnoosych hyperbolach se stiedem v poéatku.

Jest tedy y = bz, zu = a = 2(y — bx).

0
y — b2) + 2(— b) = 0,

0z 1 [— 2
ay(y——bx)—{—Z*O —b:—x-(—q—~y)

dosazeno do prvé derivované rovnice dava
—z 2 [— =z
]0( 7 ) LN 4

£ 0z 0z
neboli x%~+ ya—y—l—z—O.

1130. Stanoviti diferencialni rovnici ploch, které tytéz roviny proti-
naji v parabolach s vrcholem v roviné 2y a s osou rovnobéznou
k ose z.

Mime y = ax, |z =b(r —m) = (%) [VxT-}—Mgﬁ —@ (ﬁ)]

g 1/)( ) l/z 1/;‘ "+ —9 (%) Mame eliminovati funkce
@, p pomoci derivaci.

— 1/— e & o R
3. WVZ+#’%5T/Z—~V;;T?F+F¢,

Tl | Y 1
*“'PV Ilpa

' . Y
e Sl 11108 Nasob -~
y21z Vet o ( x)

L 1 N ) sz + v, jinak
2|z\0z ' x dy :
0z oz —_ 3 :

(I) VA Erom + ya—y} — 2 |2(2® + y?). Opétnou derivact

196



Ty

y'(@p + yq) + yp(p + ys + ar) =

x2
sy L ) o
B ol
—y'(@p + yq) +y(sz + ¢ + yt) =
it W+y - Y
=q. ] o V sz sy (Nasob ?)

ﬁ+%ﬂwm— t+ 2 )

g x4 2 y ) Al/x2+?/2_
_V_—(p‘*‘?q Sl 21/2*‘—”;——

?

_1l)=+y 2)/2(a* + y?)
s o l/-—z~(xp i) - o
a dosazenim rovnice (I)

_wx_ (xp 4+ yq + % 4 2xys 4 y*) =

Gl AP 4
= o (ap Ly 4 (20 + 94

2
Nésobime obé strany —j:—z a dostaneme

22(xp + yq) + 22[2% + 2xys + y*t] = (2p + y9)* + 22(2p + yq)
nebo koneéné po zruseni stejnych clent

0z oz \* 4 0% 0% , 0%2
(xa—x'“’a—y)—%[’” S Vy t Y
2

0%
1131. Integrovati o +a 8 — (%)

02 St
ey —1— ap = f(x, y) je linearni pro p.

p = e[ () + [ewf(x, y)dy] = ; integraci dale
z=ww+wmrw+rMmemaw@-
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1132.

1133.

1134.

1135.

198

Na pt. pro f(z, y) = zy mame

: -5 W i %
pze_“”[w(x) —i—;e yy—zﬁe”]— e ¢'(x) +7?/ g
b 5
Z oo Uiyt —ay
takZe g 5 Mot + e~ @(x) + p(¥)-
0 0% 0z
Integrovatl —W‘ + m 'a—x =
0z . . on . op
Pro - b jest SRt i 1 —p.

v dp : RIAS :
Resfme soustavou dz = dy = =9 ktera ma integraly
x—y=c, y= —1g(l — p)+-lgc, takze dostavame inter-
mediarni integral e¥(1 — p) = f(z — y), jinak
g—; =1— e ¥f(x — y). Odtud kvadraturou
z=z—e Vg —y)+ vy

02 0% hg ;
Integrovati — — a® —— = 122%. Pro rovnici bez druhého
ox? 0y?
¢lenu je charakteristické rovnice u® = a®?, u, = av, uy = — av

a integral je tedy z = ¢(ax + y) + y(— ax + y). Partikuldrni
integral rovnice s druhym c¢lenem jest 2%, takze celkem
2= glaz + y) + p(— az + y) + 2*.

0% 0% 0%
i s - 2,
Integrovati 72 + 3 ¥ 2 o 3z + vy
Charakteristickd rovnice u® + 3uv + 2v* = 0 dava », = — iy,
vy = — u. Partikularni integral celé rovnice budiz

ax® + by*. Dosazenim 6ax -+ 24by® = 3z + y2; odtud a = §,
b = 5';. Jest tedy integral dané rovnice
z=g@— §y) +y@—y) + §2* + eyt
nebo také z = @(2x — y) + p(z — y) + 32® + 4yt
0% 0%

Integrovati F o

0z 0z :
355—1— 3a—y= sinx + cosx.



Charakteristickd rovnice u?> — »* — 3u + 3» = 0 se rozlozi na
(& —»)(p +»— 3)=0. Odtud », = py, », = 3 — u. Partiku-
larni integral uplné rovnice predpoklidejme ve tvaru
a sinz + b cosx. Po dosazeni do rovnice
— asinx — b cosx — 3(a cosx — b sinx) = sinx + cosz
dava a = — 0,4; b = 0,2 a hledany integral jest :
z=g@x+ y) + e yp(x — y) — 0,4 sinx + 0,2 cosz.

DODATEK
Integraly funkci komplexni proménné. Residua.
Funkce f(z) komplexni proménné z = x + iy slove analyticka,
méa-li v jistém bodé derivaci % nezdvislou na 3—‘7; Funkce f(z)

v ur¢itém oboru jednoznaéna, spojitéd, majici viude derivaci f'(z) slove

téz holomorfni. — Je-li f(z) holomorfni uvniti uzaviené ¢ary i na ni,

jest [f(z) dz = 0 vzaty po celém obvodu té uzaviené &ary C (véta
¢

Cauchyova). Je-li obor, kde funkce je holomorfni, omezen vice uzavte-
nymi ¢arami, nutno integral vztahnouti na vSechny hranice probihané
tak, aby obor lezel po levé ruce.

[f(z) dz = F(z,) — F(z,) nezavisi na draze integraéni v oboru, kde

f(2) jé holomorfni, takze je funkei horni meze.

Cauchyivw integrdl f Q) dz 2mi f(z), je-li f(z) holomorfni

v oboru omezeném uzavrenou konturou C' a z lezi v oboru. — Je-li a
singularni bod (nebo pél) funkce
¢ B, B, )
1@)= Pz — a) + + kv,

t—u. (z—0p
tu [f(z) dz po kruhu uzavirajicim bod a rovna se 2xiB,, kde B, slove
&

residuum funkce v bodé a. Tyz integral podél uzaviené cary I', uvniti
které lezi singularni body a, b, ..., 1 o residuich 4, B, ..., L, jest

Cff(z) dz = 2mi(4 + B + ... + L). (I)
*) P(z—a) =ay + a;, (2—a) + a3 (z—a)y +...
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P(z)

Je-li f(z) = Wa je-li @ jednoduchy nulovy bod Q(z), jest residuum
P(a)

A= 11

@) 5

Je-li f(z) lomena a ¢(z) holomorfni uvnitt ¢ary C, f, f', ¢ pak spojité

na C, jest
ftp(Z) zT)dz = 2mi [Zp(a) — Zp(b)], (I1T)
-

kde @ jsou nulové body, b pély funkee f(z) uvniti C. Zvlasté

Py, &g
(f}-((—zT dz = 2ni(N — P),

~n

l(z

=

kde N(P) znaci poc¢et nulovych bodu (péli) f(z) uvnitt C.

Pro bod v nekonec¢nu

7% R |
fz) = ...+ Bz + Ao+7l+z—22+
jest residuum — A4,.
Vytcéenych vét lze uziti i k vypoétu integrali realnych funkei,

integrujeme-li po vhodnych uzavienych obvodech. Pfi tom méame
jesté na paméti vztahy:

1
f Eo dz = 2xi integrujeme-li po kruznici y kolem a;  (IV)

%

kdy% lim(z — a) f(z) = 0, je lim[f(z) dz = 0 pro integraci po krui-
Y

z—a—0
nici kolem a, a takové, Ze polomér — 0; (V)
kdy# lim(z — a) f(2) = 0, jest lim [f(z) dz = 0 (VI)
2—a-—>w C

po kruznici s polomérem rostoucim do nekoneéna, i na ¢asti kruznice.
Priklady

1136. Zvolte f(z) = e* a vypoctéte f f(z—z) dz po kruznici s polomérem R
¢
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1137,

kolem pocatku. Oddélte ¢asti redlné a komplexni.
i f % dz = 2ri. Polozme z = Re'” (R konstantni),
c

takze dz = Re#i de.
2T 2T

I = ifeR(osy+ising dg — j [eleos? [cos(R sing) + isin(R sing)] d.
0 0

Protoze I == 2xi, dava ryze imaginarni ¢ast integralu
27

Jercose cos(R sing) dp = 2r,
0

27
a Cast realna JeRcose sin(R sing) dp = 0.
0

Totéz pro funkei f(z) = lg(1 + z) = Ig(1 + ge?) pro o < 1,

— T @< T

Klademe (podle obr. 13):

1 4+ z = re®, takze jest

1 + o cosp = r cosy,

o sing = r siny,

r2 =1+ p2 4 2p cosp,
sin

y = arctg —lvf—“zch(';—sq?

f(z) je holomorfni pro ¢ < 1.

Potom

ff—(:-) dz = 2xi f(0) = 0. Obr. 13.
¢

Pro kruh limp = 1 méni se y od — i= do }=, ¢ od — = do + =.

™ ™
I = [(gr+iy)dg = [(Ig |1 + 0 + 20 cosp + iy) dp = 0,
|

—T

K
By flg(1 4 ¢* 4 20 cosp)dp = 0 a také
—TC
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1138.

1139.

202

™

0 sing s
farctg gy dp—10:

ST
2T

Integraly typu [R(cosd, sind) dd se vSeobecnd urdf substituct
0

: 3 1
e =2z, cosd = L(z+ 2—1), sind =

dz
5 ( iz’

z—z—1), 16 d¥=dz, dd= T
Piejdou tak v integraly [S(z)dz racionalni funkce S(z) po

¢
obvodé kruznice ¢ kolem poc¢atku s polomérem 1, které se rovnaji
2ni-nasobnému souctu residuf v singuldarnich bodech uvnitt¥ ¢
(viz I).

2T

da
cisti e 1
Vypocisti fcosx+ 5 Proa >3
0

B nat s 2 d
Zavedeme navrzenou substituci a dostaneme — T——z——
1 22+ 2az+1
Uvniti ¢ lezi jako pél kofen jmenovatele 2, = — a + ]/a2 — 1;

druhy lezi vné c. Residuum funkce S(z) pro z =z, je

podle (IT) neboli R, = —#—IT Proto jest

2]/(12 —

1

22, + 2a
2T
dz i da ; 1

_—— = [ — =2

22+ 20z + 1 2 ] cosx + a 2Vaz =y
¢ 0
27T

takZe konedné f

viz 824 a 846).

0L e (
cost+a Jar —1

a

b misto @ (@ > b > 0), dosta-

Piseme-li v piredchozim integralu

2T

dz 27
. b e, i ot g
vame obecndji f a T boow o —p Derivaci podle

0



1140.

2T

dax 2na

parametru a plyne dale f(a ey e = (—az o bz)‘é"

0

Tento integral 1ze ovSem téz pocitati samostatné methodou shora

4z dz
i(2az + bz* + b)

uvedenou. Prejde v f ;- Kofeny jmenovatele

212 =

o R T )
@+ ]l/)a 0 jsou pély; uvnitt ¢ lezi pii @ > b > 0
jen z,. Residuum R, je ¢initel ¢lenu (z — z,) v rozvoji
4z
(z2—2)8k) = b2z -

gy podle mocnin (z — 2;). Rozvoj
T2 (.1 +2—2)( — 2z + 2, — 2,2 d&va po tGpravich

_ 4t 2) G *ZV—“‘W@
SR T ety e e 18 il

Po dosazeni je hledany integral

—=5i2ilt 0= jako drive.

(@ — o)

27
f dy s dz
1 — 2pcosd + p* J i(1 — pz)(z — p)’
0 ¢

Pro 0 < p < 1 lezi uvnit¥ ¢ jen pél z = p s residuem

1 1
R == llm g — —_— = /.
T TP e =)
e : 27
Jest tedy dany integral 7 — g

2Tt

cos23¢ dd o f_l_ (z3 e z—3)2 5o kgl i
1 —2pcos2d+p* J iz 2 | (1 — pf)(1l — pz2)
0 c

— 2ni) Ry.
k
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R jsou residua. Funkce S(z) za integra¢nim znamenim ma
uvniti ¢ jednoduché pély O, p 3, pt, nebot jest

e (¢ + 1)
86 = Gt — pi — py

:mh (g + 1)
p?, p 2 dostaneme podle (II) ve tvaru S = P F

z = 0 uréime residuum R, jako soucinitel z! v rozvoji funkce

Prislusna residua v pélech

Pro pél

- Xah (2% + 1)2(1 — pz2)—1(1 — 22p)—1 =

4pi
R e e
= ‘m e PP A p p2 o i
e b e e ) AL St
= — P gty Soudet vsech residui
Gt 2 P 2
jest ,-lf L—-Z)ﬂ, takZze I == 1_p+_p_
2i 1—»p L=

27

1141. Vypodisti [ecos? cos(nd} — sind) dd = I.
0
Funkce za integra¢nim znamenim se odvodi z etosteind—sind) —
— eintec " a po zndmé substituci e? = z vede k vySetfovani
~dz
integralu f 2ne? — f z"*le dz. V pocatku z = 0 jest

5
¢

jediny singularni bod uvmtr ¢. Residuum najdeme z rozvoje

ik 1(1+ S e +...);R1:%uélenu %

nlz?
Potom = 27-ci.—1— = 2_7:
in! nl
2T
Dale plyne [ecostgin(nd — sind) dd = 0.
0

Integraly typu [Q(z)dz. VySetiujeme [@Q(z)dz podél uzaviené

ptlkruznice na obr. 14. Je-li Q(z) analyticka funkce bez péli na realné
ose z, konverguje-li pak pro z — oo stejnomérné limz (z) = 0 pro

204



viechny argumenty 0 < argz < m, vymizi integrél podél pilkruznice
podle (VI) a zbyvé [Q(z) dz = 2ici D Ry.
— 0 k

eimz
L
pro m > 0 podél drahy vy-
znacené v obr. 14 stava-li se
polomér kruhu R nekoneéné

1142. Integrovati f(z)

velkym aodvoditi dusledky. d
f(z) ma uvniti naznacené
uzaviené drahy jediny poél R R
z = i. Residuum oLy 14
) : eimz e—m e e
e lzlig(z — i) e e Tedy I[f(z) Az —imo

Kontura C sklada se z polokruznice I, pruméru —R az +R.
lim [f(z) dz = 0, nebot podle (VI) modul z —e:’_—z blizi se nule

R—o I’

s rostoucim R. Jest totiz pifi z = R(cosp -+ ising),
eamz 4 e—rmR%lnlp+szcowp s modulem 6 mRsing = 1 hm (T+—)?()
pro z — .

)

j‘f(z)dz:j-le:_m2 g e sRpTE,

(4] —

Piseme-li nyni e™* = cosma + isinma, jest realnd cast

cosma cosmax )
A S M = we—m,
f I+ =% f I T
2o 24de
1143. Urdéiti fﬂBxT)“.

—
i st

*) Viz Petr, Poéet integralni, str. 230 a nasl.
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1144.

Funkce ma pél v bodé p = i]/% uvnitt kontury p¥i a, b > 0.
Residuum R, je soucinitel pii (z — p)® v rozvoji
(p+2—p) ¢ (gt s gt

b¥z — p + 2p)* 16P4b4( z—p)

1

Pouzitim binomické véty najdeme R, = e,
i 32p6b4 32ialbl

takze dany integrdl I = 2xiR, = d
16a’b%
Ry dz 1.3...(2n —1)
Dokazati, ze f(l e o] 7.
1 ol R _
Funkce Q(z) = e mé uvniti uvedené kontury

(n+1)nésobny pél z =i. Residuum R, je koeficient ¢lenu
(z — 1) v rozvoji Q(z) podle (z — i) nebo élenu (z — i)* v rozvoji

(z—1)**+1 Q(2).
1 1

G dpe . s+
b (2i)n+1(1 el 1) s

21

B o [ it
g (2i)n+l 21 5

Rozvedeme-li mocninu podle binomické rady, jest

1_(— (n + 1)) 1

1= (—2i—)n+1 n (21)7’ =
(=)t +2)...2n
22"+lei%ﬂ(2n+1)n!
/ dx } :
IWW = 2TCIR1 — Qnelgan =Y

—0
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n(2n)! =w1.3...2n—1)2.4...2n

T 2(plye 2np ] 2np] T
1 8L - n
g P
= da
N el
8
t — o de
Zavedeme-li x = , doe==,
' I B
v pent1 de
obdrzime f (= ) F Bl =
d¢ I
a tedy f[(t — x)? + ‘32Jn+1 ﬂ2n+l'
~ BT
1145. Vypocisti f (if s bC:) cosmx do = 1.
)
o2 - 3
Vysetifme [ (22—4- b(:) eimz dz.
C

Jediny pél uvnitt C jest z, = ib a jeho residuum R, jest koefi-
cient ¢lenu (z — ib) v rozvoji (z — ib)? f(z). Mame tedy
[3(z — ib + ib)* — a?] ; g8

PR R R el R Lotk s

B SN e [1 ——2—i2b(z— By + ] X

X [1 —{—lli!n(z—ib)—}— J,
e—mb

yim [(a2 + 3b%) im — ll(a2 + 3b2%) — 61b]
et 3b2 — a2 — mb(a® + 3b2)
4h? ib ‘
e

R, =

" 1362 — a® —mb (36 + a?)].

: b
=miRk, = ——
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Ma-li @(z) na ose realné jednoduché pély a,, a,, ..., uZijeme téze
kontury C jako na obr. 14, na ose x vSak jednotlivé pély a; obejdeme
polokruznicemi y; nad x, takZe vznikne jakési zoubkovani. Integral
podél y; se rovna poloviné integralu po celé kruznici 2y;, integrujeme-li
v kladném smyslu tedy — nidy, kde 4; je residuum patiici pélu a;.
Potom

JQR)dz = [+ [— =i DAy = 2ni D Ry.

C — Y iy k k
Ry, jsou residua péli uvnitt kontury O, I" samotnd velkd pulkruz-
nice. Konetné  [Q(z) de = 2xi ZRk + mi zAk.

—® k k

i sinma ¥
1146. Vypocisti fmz—m dze="1l
e e SRy
Vysettime f PrErar Uvniti ¢ je pél z = ia, na ose z
¢
jenz = 0. Residuum v bodé ia je koeficient (z — ia) v rozvoji

eim(z—ia) g—ma

(2 — ia)———— : : b
(2 — ia + 1a)(z — 1a)%(z — ia + 2ia)
e—ma eim(z»ia)
— 4ia?® z —ia T S
(1 + ‘Ta’“) e e
S im(z — ia) z —ia
‘?4ia3['+ 0. --][l'ia—+ ]X
x [1 e L ]
21a
(i 1) 2 : e 12 Z
_ ———— — — 2 e ¢ syl s %
B = —gips ( 1! ia)’ i = o (a - ’”)‘
A 1
Residuum A, v pocatku podle (II) jest =
eimz w isinmzdz :
f 2(2% 1+ a?) f 2(z* + a?) i T
(o] 4
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1147.

1148.

14

& T TR M4 2
takze == T s (m + E)'

fcos?ax — cos2bx

o dz =_I

0
2iaz

€ A ¥z . 9; Y
Funkce —; - ma pél jen v pocatku s residuem 2ia. Uvnitt kon-
2z

tury pélu neni. Jest tedy

f}(z) de = — 2na + 2rb = 2x(b —a). I = n(b — a).

Obecnéjsi vysledek viz Petriv Pocet integralni, str. 265.

@

{2m __ {2n : >
Vypocisti f o dt pro m < p, n < p a celd kladna.

0
2m
Uvazujme f Téw dz vzaty po obvodé polokruhu
q

z pi. 1142. Funkce ve jmenovateli ma nulové body a; = Vl— S
2p hodnot, z nichz polovina lezi nad realnou osou na polokruz-
nici s polomérem 1. Residuum jest podle (IT)

z2m i}

oyl 3 pak2<ﬂ~’n>~1 =

1 —f»l i 2m + 1
i i sink 2" :
220[ P P “]

nebot
c Qe \2m+1
apl—2p+2m — g2 g 2m+l — (cox + isin 5 ) ]
@ P

!:f“f‘f:?TCisz- f=0,f:20f, tedy

. T r —
o 7
[=niD B =— 1——2[0 k2m+ : © + isin k“mzj_ln].
0 0

Soucet kosini dava 0 nasledkem symetrle takze zbyva

P 2m + 1
ZRI' = ZSIDIC
0
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1149.
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g (UA53 I ene o /
Podle znamé véty > sinkx — Aake N (» + 1) x5 proto
0

2 sinp 55 (2m l 2 1
== p(+ Lain 201 om o 1) = oltg O L
0 mn“—'n 2p 2p
o
[ 1
m—?dt:*— cot, i -7, a konec¢né
1 — ¢ 2p Zp
0
g2m 20 P am + 1 _ 2+ 1 ]
.[—l gee t2_pdt_ 2‘};‘[ 1) Pl — 0O tg— 27) TL'J.

0

Z integralu f a z+ 2 dz podél kruznice (stied O) odvoditi

-
(n, k cela kladna ¢isla) integraly
‘ S5
; a2dw
[ (2 cosuyr+* cos(n — k) u du, ], ==

Bod z = 0 je péltadu (k + 1); l'esiduum bude ¢initel 2 v rozvoji

L+2r, . L+ 29
zk+1_~zk_+1*—, g A= (;:) Jest tedy [ - do— 2mi (;:‘)

.
v

Nyni polozme z = e*", na misto » pisme pak n + k.
z = cosp + ising = cos2u + isin2u, na kruznici ¢ méni se
tedy ¢ od 0 do 2=, u od 0 do .

2

1 2iu\n+k
I:f( 5 — 2je2iv dy.

e_.ul(}. + 1)
0
Citatel je (e““‘ == ei“)"“’ eltu(n+k) — (2cos u)n+.’-' elu(n+k)

4
A ; .m+k
tedy I = 2i [(2 cosu)r+k e"»—%) dy — = 21( 7: )
0

Dosadime-li za e % — cos(n — k) w + isin(n — k) u, jest po
srovnani casti ryze imaginarnich

& n + k

[(2 cosu)+* cos(n — k) u du = n( 2 )

0 3



g 7 d
Pisme dale cosu = . du = VT:{_—E, fo—;
=

i "dx 1.3 (271——1)
l] % ’I"‘ ORI )n,nl

pl

i - (pro p << 1 a kladné) podél obvodu

1150. Integraci funkce

v obrazci 15 odvoditi

S e,
fx

c
I‘lex \
0

Uwniti obvodu [ lezi jen pol <

2= — 1. Jeho residuum A0 R
podle (II) jest (— 1)»-1 =
= @1z Tedy

’[f(}:) 5 c’ 28 1! s f +R/ N e

— 9mie®—lxi,

Obr. 15.
Integraly [ a [ konverguji k 0,kdyz R — oo nebo p — 0, podle
Oy

(V) a (VI). Podél R,z?—! = aP—1, podél R, je argument z roven 27,
takZe 27— — e(P—D(ogz+2ai) — ez”“?’*l‘x”*l Jest tedy

ff()dz—ll—-e

dz = 2wie®—1,

Z toho
V5 e 27l S5 —7 Satm
1+ 2 =~ e »Dw _e—1ym —gin(p— 1) ®  sinpr
0
1151. Integral lze derivovati podle parametru p a dostaneme
zp—1 ]ggp e s ﬁposm)'
1+ sin?zp

0
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: : ? : e
Zavede-li se misto # = - vznikne piia > 0
a

Yyl maf ! : :
~—— dy = ~——, ktery lze derivovati podle a:
Ja+y sinnp
0
p—1 P p-—-=1
f—v-g—- —dy = — (p —»_1) i -, nebo po k& derivacich:
(@ + y)? sinztp

yP-1 P s W PRI
f(a~—y)”“dy = ( k ) sintp
0

1152. Integraci e—* podél stran obdélnika y = 0, y = b, o = R,

& = — R pro limR = o odvoditi [e—*' cos2bx da — l/-r_re*"”.

—0

f e # dz = 0, protoze uvniti obdélniku neni sing. bodu. Jinak:

b 0

fe - dx + feﬁ(R-Hy)’ dy + {ew(zdwb) da - feft -R+w) dy = 0.

Tedy |/x + 0 + f e—2'+be—2ibr dg 4 0 = 0.

e—2biz — cos2bx — isin2bx dava
o

e [e— cos2bx da — J/= a tim hledanou formuli (viz 936).

1153. Integrovati funkci e—*2"! (n reilné kladné) podél osy = od O
do R, pak po oblouku kruznice 4B poloméru R velikosti «
o stiredu O a zpét po poloméru BO. Nechati R —>co a odvoditi
pri x < Ix integraly

o f ur=te=%t cosbu.du, 1, = f wr—le—"  ginbu du
0

pro a, b realné kladné.
Integral f f(z) dz = 0, protoze funkce e—:z"—! je pro n celistvé
kladné funkc1 celistvou. Aviak pii R — o0 jest

]

ff()dz—O——fe ot ‘da-f—je—’"“‘dz»~fe s Loty )
i e



Integral po oblouku 4B je pro limR —co roven 0 (viz podobna
vysetfovani na pi. v Goursatove Cours d’analyse, t. IT); integral
prvni po ose x jest Eulertv integral I'(n), takze zbyva podél OB

: B . £ie idas b S
integral treti, ktery mozno psati pri tga = R substituei

z = u(a + ib), dz = (a + ib) du, p¥i redlném u ve tvaru

(@ + ib)» [e—v@+id) yn—1 dy = I'(n) (podle I).

0

fe—u(a»i i) yn— du = [e—* (cosbu — i sinbu) u ' du =

0 0
M i ) vl SN i HLoh . s
St TP (@+ibr aM(l +itga)®  a™(cosx +isinx)r

I'(n) cos™x Svis
R (cosmx — 1 sinnx).

Odtud srovnanim casti realnych a imaginarnich

0

I'(n).

f u™le— cosbu du = ‘(T) COS™x COSNX,
a

0

3
: I(n g

f u™—le—a% ginbu du = (—n) cos”x sinnx.

a

0
Piimy vypoc¢et mnohem slozitéjsi viz na pt. Serret-Harnack,
Integralrechnung, 1899, str. 150—152.

1 cosx : ;
Zavedeme-li @ = b ——, dostanou integraly tvary
s« :

: I'(n) . ;
I_;(Tn) sin”x cosnx, % sin®x sinnx. Pak pro a =0, « = in
dostavame integraly (n < 1):

I'in
fx” } cosbz dai— b(" )cos inm,

0

o
S
=
o=

[z""l sinbx da = i

-
U]



Z integrala I,, I, proa = b = 1, x = }x plynou dile

0

!
n!
f xre—® cosx dr = —— cm(n + 1) in

0

o
n!
: Al AT
fx"e—-” gz dei== V,—,T? sin(n - 1) }ax (viz Cesaro, . ¢. str. 717).
DIES
0
Fourierovy Fady Il

11564. Mame-li rozvésti ve Fourierovy rady funkce sinma, cosma, zave-
deme e"* — cosmax -+ isinma = f(x) a dostaneme v intervalu
(_ T, TC)
o0

f®) = day + > (az coskx + by sinkx),  kde koeficienty

1
T
ap = — ff (x) coskx dx, by = 2 ff(x) sinkx da
k7

a srovname pak casti realni a ryze imaginarni. Protoze

okt ela+bi)z a— b1 b b
ela+bie g — T 22(cosbx - 1 sinbax),
Gl bt R b2 a + )

dostaneme srovnanim ¢asti realnich a imaginarnich

(2 :
fe‘”‘ cosbr do = (1,2——{—”5@ (@ cosbx + b sinbx),

fe““ sinbx dx = i + g (@ sinbx — b cosbx).
Nyni plyne dal

k3
i ™
emz ginkx de = — a7 (im sinkx — k coskx) =
k? — m?2 —_T
—TT
— 1)L o 2
2 (kz ) m2 (etm.’v IR L'Inn) ek
i £
= k'r‘&k :
= j (cosma + 1 sinmz) sinkx de = i (T—)— sinms.

—T7
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2 sinmm (— 1)k+1k

Odtud bk ==
T k?* — m?
: 20 sinx 28in2x
siInmx — ? SN 12 :777/-2 e Z—z:*‘,”}lé T
Podobné
kg
3 .k sinkx + im coskz |*
emz coska dox — em® _*j___ e 2
k2 — m? -7
-7
S (=R 1) (— 1)k+1py ;
— gimn (= A e—imx il L 2 sinm,
k2 — m? k2 — me2 k2 — m?
A (— 1)em £
ar = — sinmw 75—, takze
T k2 —m
£ 2 8 1 { m COSx m cos2x
0SME = —sinmr | — | — s ]
17 2m 12 — m2 22 — m?

1 — r cosz

11565. Rozvésti ve Fourierova fadu —M8m———— =
I — 2r cosz + r

1
Tieay i Al i 2a2i s
Uvazujme R 1 4 ref® 4 r2e2z 4 | . = 4 =
= 1 +4- rcosz + 7% cos2z -+ ... + ir(sinz 4 rsin2z + ...).
? o 1 v iy
Aviak téZz ——> = —e% =4, kde v modulu — jest
1—re* a @

a = (1 —rcosz)®+ r?sin’* = 1 4 r2 — 2r cosz = j (obr. 16).
4 1 (1 —reosz ir sinz) ” 7 sinz
o = =y -— s VBY = T a
V7 1/7 l/7 I — r cosz
Srovnanim ¢asti realnich a ryze imaginarnich plyne:

1 — rcosz & R o T
—  —— — — ] rcosz + r2cos2z + ...
1 — 2r cosz + r2 ' ?
r sinz

: in (arct
/] g € 1=/ cosz

):rsinz+rzsin2z+

Aby fady konvergovaly, musi
[re®s| < 1, re—¥ < 1, e¥ > r, y > lgr.
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; |
1
r Q
rsinz
z rcosz m
ONg m 1 A
a rsinz
Obr. 16.
1156. Totéz pro % lg(1 — 2r cosz + r2).
2 3
Podle formule 1Ig(1 + u) = % — u? L };— — ... jest
g ¢ ) P i
TR ad T & ety i ?e‘” — ... Avsak

216

1 — rei* = |/1 — 2r cosz + r2e* = |/j [ 1 —rcose  ir sz]

Vot

r2
a dale lg(1 — re”?) = 3lg|j| + iy = — r cosz — rT cos2z —

7 _ : 3 G

—?00533 S Ep— rsmz—}—.—?s1n22+ vl
r2

Odtud 3} lg(1 — 2r cosz + 7?) = — r cosz — - €082z -

r sinz g i 2

B e = r 8inz + 5sinZz + ...

y = arctg

dy

% obdrzime zase fadu pro

Derivaci

1 — r cosz

jako shora.
1 + r2 — 2r cosz )
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