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Pamdtce

+ profesora Ing. Dr. F. Cu¥ika.

'
Knizka tato je pfipsdna pamdtce jejfho autora profesora Ing. Dr.
Frantiska Cutika. Je dilem nékolika let pilné a poctivé prdce, kterd jf
byla v&novdna, aby byla bezpeinym privodcem technika ve vsech
oborech matematiky, s nimiZ se ve své praxi setkd. Spisovatel se ji
obétoval cele i v dobdch, kdy jiz citil, Ze jejl b¥imé& zaéinalo byti
i jeho télesné zdatnosti téZkym. Vsak cestnd povinnost dokonéiti dilo,
v néZ se uvdzal, byla mu nade vse. Preplnal své sily, a% ho osud
zmohl (zemfel 7. cervna 1944, maje 68 let) a nedopidl mu uspoko-
jenl a radosti, aby dilo, autorem prdvé dokonéené, uvidél i po strdnce
tiskar'ské hotové v rukou Ctendid, kteff na né jiz nedotkavé Cekali.

Profesor Cutik se vidy vyznamendval zivou snahou, aby i obtiZné
stati matematické podal zpisobem jasnym a i primé&rnému techni-
kovi dobre srozumitelnym. A doved! to, protoze mé&l prdvé k tomu nej-
lepsi pripravu. Bylt jednim z onoho ndla techniki — absolvoval
strojni inZenyrstvi — ktefi se vénovali ryzi theorii. A tak jeho studium
a dlouholetd ¢innost uéitelskd — byl asistentem na technice, pozdéji
profesorem priimyslové $koly v Praze a od r. 1929 profesorem mate-
matiky a deskriptivy na vysoké skole bdfiské v PFibrami — ho ucinily
obzvldsté zpasobilym pro zpracovdni matematiky uZité pro technické
obory. Soudice podle dfivéjsich spisd autorovych mdme za to, Ze se
tato jeho snaha setkala i v jeho posledni prdci se zdarem a Ze pFinese
prospéch technikim, kteff se ve své praxi necbejdou bez matematiky.




Cest technikové vdéei profesoru Cufikovi za to, e vyhovél vyzvé
Technické matice, aby napsal & jejim ndkladem vydal uéebnice
z oboru, ktery je zdkladem vseho inZenyrského vzdéldnf. Tak vysly
jeho dvoudilné Zdklady vy$s$i matematiky, o jejichz oblibé&
svédel, Ze i jejich druhé vyddni je jiz ddvno rozebrdno, a Polet
vyrovndvacl. Nejzndméjsi jeho praci jest matematicky dil Technic-
kého privodce a Matematické tabulky, obé rovnéz rozebrané.

Ceskd matice technickd zachovd profesoru Dr. Ing. F. Cufikovi
nejéestnéjsi vzpominku jakoZto svému pilnému spisovateli, vdZe-
nému védeckému pracovniku, vybornému utiteli, dobrému &lovéku
i vérnému svému clenu, jimZ byl od roku 1918, a &lenu vyboru od
roku 1937, v kterém byl zdstupcem odboru technické mechaniky.

Budiz &est Jeho pamdtce!

Komise pro Technického prﬁvodce
pti Ceské matici technické.







PREDMLUVA,

t

V Technickém pravodci byla matematické ¢ast vydana nej-
prve v I. svazku ttidilného Priivodee, sestaveného Cervenym
a Rehofovskym, jenz vySel po prvé r. 1896, po druhé r. 1902
a po tretir.-1915. Méla celkovy rozsah 56 stran, v éemz byla alge-
braieka analysa, pocet diferenciélni a integralni, trigonometrie
a geometrie rovinnd i prostorova. Kromé toho byly ve svazku
tom i matematické tabulky na 36 strandch. Samostatné
vysla matematika s tabulkami jako 1. seSit Technického prii-
vodce Ceské matice technické v sepsani Ing. J. Vancla a
Ing. Dr. F. Cufika v r. 1921 s oznadenim jakozto &étvrté vydani
oddila I. a IIL. drivej§iho prvniho svazku. Byla vzhledem
k predeslému velmi rozSifena: matematické tabulky tu mély
45 stran a matematika 186 stran. Stalo se tak pfipojenim
novych stati a rozsirenim starych. Zaroven byly vydény mate-
matické tabulky jako zvlastni otisk.

V r. 1939 vydala Ceské matice technickd Matematické
tabulky samostatng jako druhé vydéni tohoto otisku, zérover
s tabulkami statickymi (jez byly diive ve spisu Nauka o pruz-
nosti a pevnosti). Sestaveny byly profesorem F. Cuitkem a
profesorem F. Kloknerem a proti diivéjSimu vyddni znacné
rozsireny. Vseobecna tabulkova éast (ve vydani z r. 1921 a
drivéjsich), pokud nebyla ptimo matematického druhu (jako
soustava sluneéni, éasomira, statistické udaje zemépisné a pod.)
byla tu vynechéna; ddvodem k tomu byla mensi nebo vétsi
odlehlost od vlastnich technickych oborti nebo &astd a veliké
proménlivost nékterych udani tabulek a koneéné moznost na-
lezeni novéj§ich udaja v jinych piislusnych spisech.

Ponévadz vé@chny tyto spisy byly jako nezbytné pomiicky
pro praxi i pro odborné skoly velmi rychle rozebrany; rozhodla
se Matice vydati matematickou &ist Pruvodce téZ samostatné
bez tabulek, jejichZ nové (tieti) vydani je v tisku. Tak dochézi
k tomuto druhému samostatnému (se zienim na 4. vydani
z r. 1921 tedy celkem patému) vydédni matematické casti
Technického pravodce.

Proti predeslému vydéni je zde predmétu vénovéno vice
mista o 70 procent (o 130 stran). Priddny byly zejména od-
stavee o funkeich komplexni proménné, o integrélnich rov-
nicich, o statistice a o methoddch praktické analysy. Staré od-
stavce byly piepracovany a znaléné rozsifeny, pii ¢emZ bylo



dbéno novych poznatkt védy a pokud moZno i pokynit doslych
z praxe. VSechna ta prace byla vykondna zesnulym profesorem
Cuttkem, ktery se ji vénoval s velikou pili a svédomitosti.

Po nahlém tmrti profesora Cufika ukézala se potieba nové
revise celého spisu k tisku uZz zcela pripraveného. Provedl ji
na pozadani Ceské matice technické profesor Dr. Jan Vojtéch.
Utinil tak zvlasté po strance véené spravnosti, jakoZ i po strance
formdlni, uvddéje zde odborné symboly, terminy i jazyk ve
shodu jednak s normami Jednoty éeskych matematikii a fysikii
v Praze z r. 1939, schvédlenymi ministerstvem Skolstvi pro
§koly zejména stiedni a odborné (Nézvy a znadky elementarni
matematiky, IT. vyd. 1944), jednak s normami Ceskomoravské
spole&nosti normalisaéni (CSN 1295-1940, Matematické znadky);
doplnil také podstatné literarni pozndmky. Neménil vSak téméi
ni¢eho na volbé a uspoiddani latky.

Zustala-li pfi veskeré pééi nékde chyba, eitelnd mezera nebo
jiny nedostatek, prosime &tenéie, aby je laskavé oznamili Ceské
matici technické k mozné opravé v pristim vydéni.

Tiskérné Politiky vzdavame dik za vzorné peélivé provedeni
tisku a velmi éetnych korektur, &éimZ byla prace redaktorf
podstatné usnadnéna.

J. Vojtéch. F. Klokner.

V Praze v ¢ervnu 1944.
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I. Aritmetika a algebra. 9

I. Aritmetika a algebra.

Cisla raciondInt vznfknou z pfirozené fady ¢iselné 1,2,3,... selitdnim, od-
¢itdnim, ndsobenim a délenim: jsou to kladnd izdpornd ¢isla celd, veetné nuly,
zlomky obydejné, descetinné konec¢né a periodické. Nula nemiZe byti délitelem.

Cisla iraciondInt jsou viechna jind &isla, kterd nelze odvoditi z pfirozené fady
¢iselné ¢ty rmi zakiadnimi Gkony pocetnimi. Jsou to mezné hodnoty neperiodic-

k¥ch desetinngch zlomka s neomezenym poétem desetinnych mist. Na pi. J/2, x.

Cisla raciondlni a iraciondlni zahrnuje spoiitd soustava fisel redinych: jejim
obrazem jest osa ¢iselnd s wulou v pocdtku. V soustavé roz'iSujeme jesté:

Gisla algebraickd, t. i. ¢isla, kterd mohou byti kofeny algebraické rovnice s ra-
.cionaAlnimi soudiniteli (na pf. odmocniny); ¢isla transcendenini, kterd koieny ta-
kovych rovnic byti nemohou (na pt. =z, ¢).

Znatf se: > vet§i. <mensi, # nerovno, = piib!iZn& rovno, =totoZno.

a>0 ¢islo kladné; a< 0 ¢islo zdporné; oo promé&and, neomezend rostouct,
0<a<1 kladny pravy zlomek; |a| absolutni &¢fs. hodnota (bez ohledu na znamenf).

1. Mocniny.

(Zde zna?’i-k, m,n &sla celd kladnd; 2k &islo sudé; 2k-+1 liché.)
Mocnina: a® =a-a-a... (n-kradt); a zdklad, » mocnitel (exponent).

m

b /1, g™g =™t o O Tt e s
’ » an #
1 =N 1 =1 mAN mn ny\m
S A S e LB 4. (a")"=a""=(a")";
m . m —m
5. (ab)™ = a™b™ ; 6. [1J=Z_=[_b_] >
b i3 7 g
o (_a)2k___+a2k; (__a)2k+1v=_a2k+l;

8. a’=1; 0"=0; proa>1jesta®=0c0, a=2=0.
Vyrazy 0% oo® 1%° jsou neuréité tvary.

9. (@+b)=a'+2ab+b% 10, (a+b)=a® + 3a’h + 3ab® + b’
1. @' —b*=(a+b)(a—b); 12 (a®+b°) = (a+b)(a’ F ab+b);

a— " 2
13.TF =an—1+an~2b“\l—a '—‘3b2+.-.+ab"—~+bn—l;

gtk gk \
14. S =a2k-—1¢a2k—zb+afzk—abz¢_.'_T_-bzk—-1;

\
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2k+1 p2k+1
a Ay =a2k7a2k_1b+a2k—2b2—...+b2k;

15. aih
2k+1_ p2k+1
lﬁ.a—a%—=a2k+a2k“‘b+a2k_2b2+...+b2k.

Rozdil sudych mocnin jest délitelny rozdilem i sou¢tem mocnin prvych; roz-
dil lichych mocnin jest délitelny rozdilem, souéet lichych soué¢tem prvych.

= 2. Odmocniny.

Odmocninas ]/T=c znadi a =c"; a odmocnénee, n odmocnitel, ¢ kofen.
(k, m, n, p, ¢ jsou lisla celd kladnd).

B n
1. Van=a; 2. J0=0;
n 1 : i 1
3. Ja =a®; 4. l/i=ni-=a—z;
| 2 Ve
m : 2 n m__mp__ miq
5. /a" = (JYa)"=a™; 6. o =|/a"® — |/,
m n
m__n P il /Z m mmn At
7. Ja-Ja=Vamtn, 8. l Va:l Ja=)a=a™"
n n n nf___ n/*
9. Jab=T]a-|b; 10. l/%:i—a;
3
P n
1. a)b= a0 . 12. Ja=+|Val;
2k 2k 2k+1 2k+1
3. Ja==x+|Va|; U J=a=—|la]. :

Sudé odmocnina z &isla zéporného sluje Cislo imagindrnd; t. zv.
imagindrnd jednotka se znadi i=+] — 1 a je definovéna i*= — L.

: k
15. | —a* =) —1:)a*=+ia; 16. Zf—_a= VT‘;_; 3
1i=V=T; #=-1 *=—i =1 =i i'=—=1;..
hm i, P,
R S aasies o

V§ H 'P"“l= VI

8 1 =i Vie
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19. Va+)o=)a+b+2]ab;
20, Vot o+ Va—Vo=V2@+Va"=0);

21 Vatlo=jarTa—b+Vja—Va—b;

— b : b
2 = e : 3 S %
C PR AT v B /P Eb~at 5

3. Logaritmy.
Je-li a=0b°, pak c=1logy a jest logaritmus ¢&isla a pii zdkladu b.

1. Pro b>1 jest

log, 0= — oo; log,1=0; log, b = 1; log, co-= oo;
2. logp-qg =1logp+logg; 3. log% =logp — logg;
n
4, loga™ =n loga; 5. log]/a= %loga;
S 8. z=b"%7; @ = log, b”.

7. Piirozeny logaritmus mé zaklad e = 2,718 281 828 4590. . .

.

log,x =lognatx =Inz=Igx; Ige=1.
Podle 6. plati totoZnosti (identity) S
x = e'%%; x=Ige®.
8. Dekadicky (briggicky) logaritmus mé zaklad b= 10,
‘ log,, 2 =logz;  loglo=1. /
V desetinné soustavé lze *libovolné kladné ¢islo vyjadiiti tvarem
n=10"°%.a, kde jo 1< a < 10, ¢ &islo celé kladné nebo nula; jeho
dekadicky logaritmus
logn = 4 c+loga;
+ ¢ sluje charakteristika, pravy desetinny zlomek loga mantisa.

9. loge = lgll s M = 0,434 294 48. .. modul soustavy dekadické;
10. Ig 10 = s P 2,302 585 09. , . modul soustavy pFirozené.

loge M
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Vztah logaritml soustavy ptirozené a dekadické.
11. logz=loge-lgz=MIg ; log x = 0,434 294 1g x;
12.1g « = 1g 10 - log = =ML log x; Ig x = 2,302 585 log .

4. Binomicka véta.

Pii celém kladném n jest /
1. (atb)"=a"+ (’{]a'ub+(’2‘]a"'*b2i[g]a"—8b“+...+(i1)"b”;
symbolicky: !

(aib?"=2(il)"[2]a"'_kb"; %=0,1,2, . ..n
2. Binomické koeficienty, ‘obecnd ,,n nad k&, se znaéi

(n] 5 n(n—l)(n—2)...(n—[Z— 17) = [l

k e N
~ 3. Jmenovatel binom. koeficientt % faktoridlné neb faktoridl éisla k:
Bt1=1.2-3...(k—=1)-k=(k— 1) k.
Pro k=1 plyne 0l=1.
Pii celém kladném n, k<n jest

¢ ()= (2 =rmmr & ()= ()=
o (1) = (2 1) =

« (") = (i) + ()

(i) = () + [;J () )
o o fabe (il Gl o) =2

Neni-li n &islo celé kladné, piejde 1. v nekoneénou binomickou tadu.

5. Cisla komplexni (soujemna).

‘ 1. Komplexnt &islo a+ib je sloZeno z redlnych &isel a, b a ima- *

gindrni jednotky i= 4] —1; a jo &ist realnd, ib Yast imagindral,
2. a+ib=0 znadi a=0,b=Q;
at+ib=x+iy d'=x,b=y:
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3. Komplexnt éisla sdrufend a +ib, a —ib se lisf jen znaménkem
S4sti imaginéarni.
4. Absolutnt hodnota komplexnfho éisla sluje vyraz
= la+ib| = |Va*+0%]|.
5. Normdlnt tvar komplexniho é&isla
z2=2a+ 1y =r (cosg +1isine) =rel?;

modul r=|Jx*+y*|=|z|; -~ amplituda ¢p=a'rctg%=arcz;

cosp = Sintp=|—g:|; 0=271828. ..

L%
EK :
Vzhledem k periodiénosti goniometrickych funkei

6. z=x+iy=r[cos(p+2kn)+isin(p+ 2km)] =re @ H2km)

: k=0,+1,+42,...;
k=0 dava hlavni hodnotu komplexniho éisla.

7. Geometricky obraz komplexniho &isla (obr. 1) je bod z v roviné
xy o soufadnicich x,7 nebo vektor 0z, délky r (absolutni hodnota -
¢isla z, modul), ktery s osou + x svira thel ¢
(amplituda) v miire obloukové.

K témuz bodu z dospéjeme otolenim vektoru o li-
bovolny cely nasobek ahlu 2 = (viz vzorec 6.).
Komplexni ¢isla téze absolutni hodnoty_ zobrazuji

body kruznice -tiedu O s polomérem r = |z|. Cisla kom-
plexnf sdruzend

g=zx+1iy, z=x—iy
jsou zobrazena body leZicimi soumé&rné k ose x. -

“‘Obrazem vSech ¢&isel: redlnych, imaginér- Obr. 1.
nich a komplexnich je Gaufova Eiselnd z-ro-
vina; osa x sluje osa ¢&isel redlnych, y osa &isel imagindrnich.
8. Bulertw vzorec: cos @ +ising =el?;
ces«p—isi.n(p:f)“l‘”.
ei¢+e—iw. ol? —e—l?

9. % e oy e 10.‘sin<p=——2—i—-—;

1
cos p +isin @
Pro 9p=2kan, (2k+1)n, 2k n+ %,¢+2kn plynou z 8. vzorce:

=cosp Fising=eT17,

12. cos 2kn +isin 2k @ = 1 = &*¥17;

o
7
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13. cos (2k + 1) n +isin 2k + 1)z = — 1 =o' GE+ V7,

Ll

14. +1—ei‘(”"+ ) ;hlav.hodn. (k=0): +i=eTi3;
15. i‘=e—(2’f”+§); e % il =3 =0,20788...;
16. 6'? = ol(P +2km) , k=0,+1,+2,... (viz vzorec 5. a 6.)

17. Moivreova véta. Pro kaZdé raciondlni m plati

(cosq:+isin¢p)"”=cosm<p+ isinme.

n
16V 1 =08 2kn
IC:O,I,...('YL—I)
n
‘19. V—1=cos<2’”+””+ism(2k+”“.
n n
Napt /=1=+i, - —i; (podle 19, jeli n=2, k=0,1)

3
+ 3 —i): 7
V——1=#, i %
l}_—i=1+i s e
rz V2 s
Obecnd n-t4 odmocnina méa n hodnot

n

Vze=IVal-TET.
20. Mocnina komplexniho &isla (viz 6.)
M =|r"| -[cos n (¢p+2kn) + isin n (¢ + 2ka)].
Mocniny imaginarni jednotky i viz str. 10 podle 17.

21. Pfirozend funkce exponencidlni
of — % HY _ oF, gl (W +2ka) _ o2 + 2kin

mé imagindrni periodu 2zi. Absolutni hodnota &isla

el =cosy +isiny je || =1;

ez

=o%(cosy +isiny) je |e® | =6%.

22. Logaritmus zdporného Eisla. Podle 13.
Ig(=1)=i(2k+1)n;
Ig(—a)=Iga+1g(—1) =lga+i(2k+ 1) n.

-~
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23. Logaritmus komplexntho étsla. Podle 6.
Ig@+iy) =lg| V2 + 92 | +i(p+ 2kn);
hlavnighodnota logaritmu (pro & = 0)

Igz=I1gl|z|+igp.
Jelly=0,2>0,je p=0; . lgx=1gz+2kin;
5 Y=0,2<0, ,,p==5n; lgz=Ig|z|+i2k+1)x.

Logaritmus kladného redlného ¢isla mé nekoneény pocet hodnot, z nichz
jediné (hlavni hodnoata pro k = 0) je redlnd. Logaritiuus zdporného a komplexniho
&isia méd vechny hodnoty imagindrni.

24. Geometrické konstrukce. Souéet, rozdil, sou¢in a podil dvou
komplexnich ¢isel je sestrojen v obr. 2., 3., 4. a 5.

232, 2z,
2, N
N
g
-3 fR s ¢
. &

Obr. 2. Obr. 3. Obr. 4. Obr. 5.

Soucdet a rozdil z, + 2, je v konstrukei rovnobé&znika. Soutin 2, - 2, znati ototeni
bodu 2, o ftihel ¢, 8 prodlouZeni vektoru na délku r = lzl |+ |22 podil 2, :2,
otoéeni bodu z, o thel — @, a zkidceni vektoruna r = |2, | 1 |2, |-

25, Prfevrdcend hodnota komplexniho ¢&isla (obr. 6.). K danému
bodu 2z najdeme kruhovou inversi (r =1) v poradi, oznateném ¢&isly,
bod 4; s nim soumérné sdruzeny k ose x je hledany bod 1:z.

Obr. 6. Obr. 7.

n
26. Odmocnina |z komplexntho ¥sla 2z s amplitudou ¢ je zobra-
n

zena vrcholy pravidelného n-tihelnika na kru¥nici o polom&rur = |z | ;
prvni vrchol zy mé amplitudu g:n. O vSech plati:
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22k=zo+z1+z2+ Lee 2, 1 =0;

zcosq’_ukf_':o; zsmw_=o_
n n =
27. Bod 4, dany komplexnim ¢&islem, se oto&i kolem pocitku

o tihel 4+ & do polohy 4eT1%; o thel &+ 90° do polohy +4ie'®.
Nésobeni komplexniho éisla (bodu) 4 faktorem i znaéi oto¢eni vekto-
ru OA kolem poéatku kladnym smysiem o 90°; podle 14.

ela£F) = pieta
28. Jo-li Ael®=Belf, jest A=B; x=§.
V obr. 7. je zobrazen soudet
z=Ae!“+ Be ™ i®

~

6. Kombinatorika.

1. Permutace n rtznych prvkii.

Skupiny n prvkil, piestavenych ve vSem moZném pofadi; polet permutaci
P,=1.2.3...(n—1).n=n!
V ptirozeném potadi 1. 2, 3,...n (prvoni permutace) vznikne inverse, octne-i

se vyssi prvek pfed niz8im. V posledni permutaci n, n—1,..,3, 2, 1 je potet
inversi n(n—1):2.

Permutace je sudd p¥i sudém, lichd pii lichém poétu inversi.

Vyména dvou prvkia sluje fransposice; jednou transposici se zmé&ni podet
inversi o lichy pocet. .

Permutacé cyklickd (kruh s prvky na obvodu se pootddi tym# smyslem) sluje
cyklickd zdména: &k, k+1, k+2, ...n—1. n;1, 2, 3, ..., k-1,

2. Permutace n prvka, z nichZ jest stejnych « druhu A4,
p druhu B, ...» druhu N.
Skupiny n prvki, prestavenych ve ySem moZném poifadi; polet permutaci
% n! z
SR A o g e
3. Kombinace k-té tiidy z n prvka bez opakovani.
Skupiny % prvkid bez ohledu na pofadi ve skupind; po¢et kombinaci
K _n(n-l)(n—2)...(n—k+l)___[n]__ n!
njk — TESD k) Kl(n—k)!
4. Kombinace k-té t¥idy z » prvka s opakovanim.

Skupiny &k prvki, v nichZ prvek se mtZe opakovati aZz k-krdt bez ohledu
na poiadi; podet kombinaci

, _nn+l) (n+2)...(n+k—1) [n;l-k——l] _ (n4k=1)!
nk i S T = k T kl(n=1)!
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5. Variace k-té tfidy z n prvku bez opakovani.
Permutované kombinace k-té tiidy ¢ili skupiny % prvkia ve vSem moZném po-
fadi; pocet variaci
n] e
S B

Ve =n(n—1) (n—2)...(n—k+1)=k![
6. Variace k-té tiidy z n prvka s opakovanim.
Permutované kombinace k-té tiidy s opakovdnim ¢ili skupiny k prvkd, v nichz
prvek se mtZe opakovati az k-krat, ve viem mozném poradi; podet variaci

n!
(n—k) -~

';l/k =
7. Determinanty.

1. Determinant n-té¢ho stupné

Opy Brs Cyg v oo Oy

gy Bgg Ayg v+ = Oy | = 2ta,a,,.- Ia'l,kl
................ (tk=1, 2 n)
OUpy o O - Ay

mé n* prvkia, sestavenych v n fadka (prvni index) a n» sloupet
(druhy index); a,, a,,...a,, je hlavni pri¢ka.

Determinant je soudet n! soutinil, vzniklych z hlavoi piiéky permutovdnim
druhych indexti; sou¢iny jsou kladné pii sudém, zdporné pi¥i lichém pocétu inversi.

2. Determinant 2. stupné

a, a,

S

b, =a,b.:

3. Determinant 3. stupné

a, a,a,

1 %2 s

bbb ={ a1b203+a’2b301+a’3b102
1LE8 R .
el —aabec1_a2b1°2_albsce
P %2 ¥

vy¢islime podle schematu:

sou¢iny kladné; soudiny zaporné.

Technicky pruvodce, svaz. 1, 2. vyd.
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Pravidla o determinantech.
1. Hodnota determinantu se neméni, vyménime-li Fddky za sloupce nebo
naopak.

2. Vyménou dvou rovnob&Znych fad (fddka neb sloupecii) se zmé&ni znamen
determinantu.

8. Jsou-li dv® rovnobdzné fady stejné, jest determinant nula.
4. Determinant se ndsobi, ndsobime-li vSecky prvky jedné rady.

5. Hodnota determinantu se nemé&ni, pfi¢teme-li k prvkium nékteré rady libo-
volny ndsobek jiné fady rovnobé&zné.

V determinantu n-tého stupn& piislusi kazdému prvku a;;. subdeterminant
(minor) a;; stupné (n—1)-ho. Vznikne Skrtnutim i-tého rddku a k-feho sloupce;
jeho znameni uréime podle podtu krokt od prvku a;; k hlavni pFitce: pii sudém +,
pii lichém —.

Na pi. v determinantu 4. stupné

Gy 5% Oy %g

b, b, b, b

3o e 2 B

€. Cg- C5 .Gy

dy d, dy 4,

jsou prvkum @, a,, ¢, piidruzeny subdeterminanty

b, by b, by by by e TR TS
aym 10y Cg 0y |5 . Og= =10 Cq2Cq |3 T ¥y=—| by byiby
dy dg dy I d, dg d, dy d, dg

6. Determinant se rovnd soudétu souéintt z prvka nékteré fady a prislusnych
k nim subdeterminantii.
Hoiejsi determinant 4. stupné&, rozvedeny na pf. podle prvki prvniho fddku
D=ala1+a3a2+aau3+a‘n‘
nebo podle elementd druhého sloupce
D =ayay +by8y+ Cy75+ dy 0,
7. Soudet soudint z prvka nékteré Fady a subdeterminantt, piislusnych
k prvkam jiné fady rovnob&Zné, je nula.

8. V determinantu. jehoZ hodnota je nula, jsou subdeterminanty prvkit rov-
nob&znych rad Gmérné.

9. Determinant stupné n-tého je fddu r-tého, kdyZ aspoil jeden subdetermi-
nant r-tého stupnd neni nulou, v8echny vysfiho stupn® jsou vSak nulami.

10. Soud¢in dvou determinantd n-tého stupné je determinant téhoZ stupné,
jehoz prvky v jednot.ivych raddch jsou souéty souéint z preku téze rady jed-
noho a prvkua vsech rad druhého determinantu. Na pf.

!al all Iax 0‘.||= Aoy + Ayay Gy fy + Ay fis
by sl |fr Fa byay+ byag by fy+ by fs

11. Matice (matrix) sluje soustava m.n elementt v m Fddcich a n sloupcich.
Na pi.
a; @, a.)
(bl bl bl

Matice je fadu r-tého, je-li » nejvys&i stupeii determinantu z ni utvofeného, ktery
neni nulou.
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12. Lagrangeova identita:
2 2 2 2 2 2
(@3 +al+al+...) (b7 +0} £07+...) = (a0, +a,b, +ab +...)°
=(a1b2 o azbl)2 i (azba = a3b2)2 vt (aabl = “1b3)2+‘ oy
B. BydZovsky: Zdklady teorie determinantt a matic a jich uriti, 1930.
@. Dostor: Kléments de la théorie des déterminants, 3. vyd. 1921.

E. Netto: Die Determinanten, 2. vyd. 1925.
_G. Kowalewski: Einfilhrung in die Determinantentheorie, 2. vyd. 1925.

8. Rada aritmetickd a geometricka.

Formédlni soudet zdkonité posloupnosti &isel w,, u,,...u,

rY="n

u1+u2—|~u3+...+un_1+un=2uv
(suma %, od »=1 do »=n) sluje Fada. S5
1. Rada aritmetickd 1. stupnsd. -

at+(a+d)+(@+2d) +...+[a+(n—1)d]=D[a+(v—1)d].
LS
Rozdil kteréhokoli ¢lenu rady a ¢lenu predchézejiciho je staly,
diference: u,—u, , =d = konst.
2. Clen n-ty: U, =&+ (n— 1)d; ¢len prvni: u, =a.

3. Soudet prvych n ¢lent rady aritmetické
n n
sn=—2—(u1+ Uy) =?[2n+(n— 1)d].
4. Soudet prirozené fady cisel
1+2+3+”.+n=%ﬂ+n)

5. Rada geometrickd =
at+ag+ag’+...+ag" = an"_’.

1
Podil kteréhokoli ¢lenu rady a Clenu piedchézejiciho je staly,

kvocient :

¥ - = g = konst.
P
n—1i

6. Clen n-ty: w, =aq" " '; &len prvni: u, =ag’ =a.

7. Soudet prvych n é&lent rady geometrické

n
Sp=0+ag+ag’+ ... +ag"~1=al ~11 :
q—
Soudet geometrické fady (a =1, g = x)
3 ; P
l+z4a*+ ... 4+2"=
2—1

2+



20 Matematika.

8. Soudet nekoneéné rady geometrické, je-li |¢| <1,
1

s =a-+aq+ag’+...ninf. =43
(Zkratka in inf. znaéi in infinitum, do nekoneéna).
9. Je-li |z|<1, jest

Zw"=l+x+x2+x"+...:TiT;
0

< 1
WS s R | ReRn 3

2( o =1—zta®—2®+ ... T

10. Rada slofend vznikne znésobenim stejnolehlych é&lenu rady
aritmetické a geometrické. Soucet n élent rady

ac+(@+dyag+(a+2d)ag®+ ... +[a+ @ —-1)d]ag" "
i edl S e ! = n—1
8n=“0‘11 g +adq[1 @' (n—1)g ]
s (1—9) 1—q
11. Soucet rady

x

L2 3 ot =
l—z |

12. Pii |z|< 1 je souéeb nekone¢né rady
an e

9. Urokovy poéet.

a. Slozené urokovani polhGtné (dekursivni).
(Viz Matematické a statické tabulky. Dil I., str. 60—62.)

Urok se ptipisuje ke kapitalu koncem kazdého trokovaciho obdobi
(Ihtty).

1. Koneénd jistina K, , na kterou vzroste kapital K , uloZeny
na p°,, za n urokovacich obdobi,

n
K, =K1 wrolitel ™ =( ]
n 0 urobitel r 14 100

2. Diskontovand jistina. Dnesni hodnota jistiny K,, splatné za n
urokovacich obdobi,
K =K, r "

3. Uspora. Pravidelnym ukliddénim vkladu a poddtkem ka¥dého
obdobi se uspoii za n obdobi
™—1 : =1
V,=ar pra w2 stiradatel [ ey
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4. Docasny diichod. Jistina, kterd uloZena poéétkem prvniho obdobi
dava koncem kazdého dalSiho obdobi n-krat dodasny dtchod «, &ili
poééteéni hodnota dotasného dichodu

n "o
Dn=«’—l=m,7|; edsobitel az — ———1
= 1) ™ (r—1)

5. Odlozeny trvaly dichod. Poéateéni hodnota trvalého déchodu u,
odloZeného o m obdobi
100 %

™p

m | oo

6. Umor (amortisace). Dluh K se uhradi za n obdobi, plati-li se
koncem kaZdého urokového obdobi stalé éastka &ili anwita «.

& = Kr" sl = K- ! ;. wmorovatel . =" 7—41

™—1 ] g -1

jeho 100-nésobek 4, = 100: ;-

(Stdld anwita = vrok ze zbyvajictho dluhwu + spldtka na dluh.)
K vypoltu irokového procenta pii dluhu K a anuitd « slouzi tabulka 4chardova.
Anwita pro amortisaci dluhu 100 za n 1hit. Je-li p tirokové, u,
umoiovaci procento, jest anuita v procentech dluhu 4, =p + », ;
A =2 ; umofovaci procento u, = Ay
-1 ™M1

7. Doba vimoru. Poéet lhiut, v nichZ dluh zaniké
_ logix —log[a — K(r—1)] _ log(p+ ) —log wn

logr logr
8. Zbytek dluhw po zaplaceni m anuit «
™ =1
Z = Kr™ — -
r—1

b. Vzorce urokového poétu pro kapital 1.
(Se symbolikou b&%nou v politické a.ritmetice.}

Urokovani dekursivni, polhGtné. Urokovani anticipativni, predlhitné.
Urok se pFiité ke kapitéalu korn- Urok se piidité ke kapitalu za-
cem tirokovactho obdobi. &dtkem tirokovaciho obdobi.
Urok z kapitalu 1 pii dekur- Urok z kapitalu 1 p¥i anticipa-
sivnich p4°/, za jedno obdobi tivinich p,°/, za jedno obdobi
P 7 3 Pg , PR Pq
urokovd mira i = 100 urokovd mira i = 00
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x. Urokovéni jednoduché.

1. Kapitdlovd jednotka, splatnéd zacéatkem urokovaciho obdobi,
vzroste za jedno obdobi na
i 1
e E ks teh e
2. Kapitdlovd jednotka, splatné zacatkem prvmho obdobi, vzroste
za n trokovacich obdobi na

1+ in; 1+ ———1—i— n.
3. Dneéni hodnota kapitélové jednotky, splatné za n trokovacich
obdobi,
A : ( i i ]'1
T+’ N )

B. Urokovani slo%ené.

1. Koneénd hodnota kapitéalové jednotky, splatné za¢atkem prvniho
obdobi, za n obdobi

n
@A)t =" droditel ( 1 _l_l) ="

2. Dneéni hodnota kapitalové jednotky, splatné za n trokovacich
obdobi,

(19 "=r" odurobitel (1=i)"=r""

3. Konelnd hodnota, na kterou kapital 1, splatny zaéatkem prvniho
urokovaciho obdobi, vzroste za n+ u obdobi, kde n je é&islo celé,
u pravy zlomek,

(1 i) (1+ )3 B et

4. Koneénd hodnota, na kterou kapital 1, splatny zaéatkem prvniho
urokovaciho obdobi, vzroste za 1rok, je-li roéni, t.zv. jmenovita ¢ili

nomindlni, vrokovd mira j,,, nomindint, vrokovd mira j,,,

m podet trokovacich obdobi za jeden rok:

P ok S o
(1 & _'9_) l1 A _1'1]
m
Konetnd hodnota za n roki

mn : ]—mn

Erg) b
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5. Skutetna (efektivni) roéni urokovd mira + (i) z dané nomindlni
m(dm) 2 naoqu se vypoéte podle vzoret

R} Fan
1+i=(1+—"l]; 1—i—[1—l),
m m
kde m znadi pocet tirokovacich obdobi za jeden rok.
6. Nepretrité vurokovani. Rostoucim bez omezeni poétem lhtt (lim

m=o0) stdva se urokovaci obdobi nekoneénd malym. Kapitalové
jednotka, splatné za¢adtkem prvniho roku, vzroste za n let na

edn,

kde e =2,71828... jest zaklad pfirozenych logaritm®, d rodéni stalé
&. instantannt urokovd mira,

0=7u; 0=j,-.

Efektivnt rokovd mira i nebo i z dané instantanni § a naopak
se vypoétou podle vzoret

1+i=e”; L3d =650,
Z tady exponencidlni:
. o o 3 6 6
Z=6+§T+?!—+”'; l=5——?+—!-...;
z fady logaritmické:
SRR % i i’

7. Vyslednt hodnota periodickych jednotkovych vkladii, ukladanych
koncem kaZdého urokovaciho obdobi (stfadatel)

k
(—”‘2]“) gm__ (l—l]’

’aédtkem kazdého urokovacxho obdobi,

(L)_2(1+1 . AL ( =5 (l)

1—1i)

8. Dneént hodnota periodickych jednotkovych vkladt, ukladanych
koncem kazdého urokovaciho obdobi (zdsobitel),

» k
(@) ( 1 ] 1 () () o on (1)
a— = = s— a— = Sl—x =(1—1) s .
nl ? bl @ ! 1( Lo e

s
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zaddtkem kazdého tirokovaciho obdobi
@~ 1 ) = (i) Ty Y Sl 1T
a'n—l_%(l-i— (1+d)ay; b L) B s

9. Vyslednt hodnota m periodickych jednotkovych vklada, je-li
jedno ukléddaci obdobi rovno x obdobi urokovacich a vklady jsou
ukladany koncem ukladacich obdobi,

o SO G m—1 1 nk
Savirt, Sl
0 0

zaddtkem ukladacich obdobi

m

Z(l-l:i)"k; %m[l—:)’“k

1

10. Dnes$nt hodnota m periodickych jednotkovych vkladu, je-li
jedno uklddaci obdobi rovno x obdobi turokovacich a vklady jsou
ukladény koncem ukladacich obdobi,

m 1 llk m
Sl Sa-ik
1 s 1
zaldtkem ukladacich obdobi
m—1 m—1

?(IL)M: {3

O

11. Vyslednt hodnota nu periodickych jednotkovych vklada, je-li
jedno obdobi urokovaci rovno x obdobi uklddacich a vklady jsou
ukladdny koncem ukléddacich obdobi,

uw—1 ](1_) ( t—l i )m
["+ 2 ") % S8 T—1) %"

zaédtkem ukladacich obdobi
| fBs
[ Sl wZL ils@®

Sl

nw+1 i i)
I"+ 1=11°ni

12, Dne$ni hodnota mu periodickych jednotkovych vklada, je-li
jedno obdobi trokové rovno u obdobi uklddacich a vklady jsou
uk]adé,ny koncem ukladacich obdobi,

pettge el

n|?’ 1—i) nl
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256
zacdtlkem ukladacich obdobi
I S SO lt+l i J @)
[,u+——-2 2 Lol w4 T=ilew:

J. Svoboda: Politickd arithmetika, 1926.
J. Jegek: Prirucka kupecké, finanéni a pojistné aritmetiky. I., 2. vyd. 1938.
V. Frida — A. PiZl: Tabulky k aritmetice finan¢ni a pojistné, 4. vyd. 1942

K. Tichy — J. Svoboda : Urokové tabulky k vypoéitdvdni sloZ. trokiu ho;inot

periodickych vkladd, anuit i dachodtt a umorovacich ple.im'x, i 53 ’(navod),
IT. (tabulky), 1931.

10. Uméry.
1. Veli¢iny primo vumérné maji staly podil: -—=gq;
a,:b, =a,:b,; a,:a,=b :b; a1b2k=a2b1.
2. Velifiny 1pFimo umérné maji stily souin: ayby, = p;
'alza2=bi blo‘ a,:a,=b,:b; a,b =a,b,.
3. Je-li % = %, jest R LG5 G0

yA+6B_  yC+6D °
Dvé& libovolnd aritmetickd spojeni ¢lent levé strany jsou v témzZe pomdéru
jako analogickd spojeni ¢lent strany pravé.

4. Z rovnosti poméri

b_1= =

r

3 r ¥

gy Ay a’n 1/ a’1+0‘2a2+"'+0‘nan
T

oo, b+ o b &, b
plyne postupnd vuméra

R R e lZakak=b b ....:bn:l/zi'ockb,'c
pii libovolnyeh oy, 72 Pro op =1, r=2,
al e az = ~Z an V“ +a + ';‘l
b1 bg bn 1/b1+b2++b;

5. Koeficienty homogehni rovnice . ax + by + cz = 0 (vSechny c¢leny
téhoZ rozméru) mozno nahraditi ¢isly tumeérnymi: je-li

arbic=n: P26l —‘:—=—=—=

je zde téz ax+ Py +yz=0
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Priméry n &isel a,, a,, a5, ..., ay:
a1+a2+...+an
n

6. Aritmeticky pramér A =
n
7. Geometricky pramér G = |a,-a,- ... ay,.
8. Harmonicky pramér ¢ ; 3
; H=n:[;1—+a—2+ i +—(;;).
9. A=G=H. ¢
11. Rovnice algebraické.
1. Zdlkladnt véta algebry. KaZd4 algebraickd rovnice n-tého stupné
fle)=a,a" +a,2" " +a, L et g a0
s redlnymi koeficienty a neznémou @ mé n kofent a=z,, z,, ..z

ktere mohou byti redlné nebo komplexni sdruZené, riizné nebo se
opakujici  (ndsobné). Mnohoélen (polynom) f (), raciondlni celistva
funkce n-tého stupns, dé se rozloZiti v soucin 7 linearnich faktort

f () =‘ao (Z—2)(x—=2,) ... (—2,);
disla z,, z;; ...z, t. j. kofeny rovnice f(z)=0, sluji nulovd mista
funkce f (). .
2. Délenim a, # 0 ptejde rovnice na tvar normélni

a®+b, 2"+ b, P b, w+b,=0,
z niZ substituei x =& — %‘- vymizi druhy nejvyssi ¢len.

Algebraicky, t.j.odmocninami, moZno fe§iti —mimo zvladtni pfipady— rovnice
nejvyse 4. stupné.

3. Soustava n linedrnich nehomogennich rownic o m neznamych

@, +a, %+ .. +a,2,=b,
a21wl+a22x2+...+a2nxn7b2 i
Uy @y + Ao @y + - +a’nnxn= b,

(absolutni ¢leny na pravé strané nejsou vesmés nuly) mé FeSeni,
jestlize determinant soustavy

11 712 © Cyp
(7 vl ¢ S PO 1 3
= 21 22 n (2)
a,. a a
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neni nula. Kofeny soustavy (1) jsou podily determinanti
Dy
Ty =——3 D=0, L R R bRt T 3)
Determinant D, v ¢itateli plyne z determinantu soustavy D, kde na-
hradime k-ty sloupec sloupcem pravé strany b, b,,...b
Je-li D =0, Dy # 0, rovnice si odporuji.
Je-li-D=0, Dk=0, jsou rovnice na sobé zavislé.

n*

4. Soustavan linedrnich homogennich rovnic (t. j. bez prostych élenti)
o n neznamych

a,® +a,z,+ ...+ammn=0
Ay @, + 0y, Ty + .-+ 2, =0 @)
amx1+amx2+...+annxn=0

m& pouze jedno (trivialni) FeSeni
x, =0; z, = 0; sz, =05 J=EYS
5. Soustava linedrnich homogennich rovnic mé krom trivialniho
1 jiné teSeni, kdyZ determinant soustavy (2) vymizi. Rovnice
D=0 (5)
je vysledkem eliminace (vyloueni) nezndmyjch z dané soustavy.
Je-li D =0 ¥4du (n— 1)-ho, t. j. nejsou-li viecky subdeterminanty
. Stupné (n— 1)-ho nulami, je soustavou ddn pomér nezndmych; pri
libovolném < (index rddku) jest
R RS L TR TG M X T (6)
Soustava je jednoduSe neurditd; jednu nezndmou moZno zvoliti.
Je-li D=0 tddu (n—2)-ho, 1ze n—2 nezndmé vyjadriti linedrné
dvéma zbyvajicimi; soustava je dvojndsob neuréita, dvé nezndmé
mozno zvoliti.
Soustava n nehomogennich rovnic o »— 1 neznamych, plynouei
zrovnic (4) pro z, = 1, je v platnosti, kdyZ determinant z koeficientt
a absolutnich ¢lent se rovné nule.'

6. Soustava n—1 homogennich rovnic o nm neznamych plati vzdy
pro hodnoty, jeZ nejsou vesmés nuly. Pomér neznamych dén je
pomérem determinantti matice z koeficientti soustavy.

7. Resultant. Aby dv& rovnice
flx)=a,2™ +a, 2™ +...+a, ,z+a,=0,

g@)=bya™ +ba" ' +...4+b, ,x+b, =0
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mély aspori jeden spoleény kofen, musi jejich t. zv. resultant R,
rovnati se nule:

Gy Qpaoe Oy £5H S
070 v s gy s D n tadkh
i SR e s
S P Al .. 0))
m Fadkt
- SEAE T SN e

- 8. Diskriminant rovnice f(x)=0 je resultantem rovnic
fx)=a,a™ +a, 2™+ ... +a,  c+a,=0,
f(@)y=ma 2™+ (m—1)a,as™ >+ ... +a, ,=0.

Rovnice f(x) =0 mé (aspoil) dvojnasobny koren, je-li jeji diskrimi-
nant roven nule.

9. Véta Bézoutova. Dvé rovnice o dvou neznamych stuptit m-tého
a n-tého maji obecnd m -n dvojic kofenu, které mohou byti reslné
nebo imagindrni, po piipadé i nekoneéné velké.

12. Rovnice druhého stupné (kvadratické).
a. Reseni algebraické.

1. az*+ba+o=0; #am L b L Sy
gy o T B
pii sudém b .= b-2iv((lb.2) ac
2, 2*+pr+qg=0; x1'2=_%il/(%]'*q.

b. Reseni goniometrické.
Pro logaritmicky vypocéet kofenii rovnice
2
a) 2*+pr—qg=0 klademe tg(p:—lg
a uréime ostry thel ¢;

— — @
z=+lated; 2,=F g ootg 5.

Podle dané rovnice plati bud’ horni nebo dolni znameni.
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b) 2 +pr+qg=0; klademe sin ¢ = 2[L'q
a uréime ostry uhel ¢;
2, = Flate 5 ; z, = F | geotg 5.
c) Je-li sin ¢ > 1, jsou kofeny imagindrni. Klademe
-—_ P
cosy = b T~
V=1 22

a uré¢ime uhel yp mezi 0° a 180°;
@, ,=|g(cosy +isiny).
Kontrola. Pro kofeny w,, @, rovnice * + px + g =0 plati

:vl,+a:2=—p; Tz, =q.

13. Rovnice tfetiho stupné (kubické).

a. Reseni algebraické.
Z norméalni rovnice

X'+aX'+bX+c—0 substituei X —z— 3
plyne rovnice redukované (bez kvadratického &lenu)
04 T Ty 73 S dapsiss G % 2(13__ ab
' +pr+q=0, kde p=b = Ao e e

Koreny redukované rovnice podévé vzorec Cardaniw:
z, =4+ B; z, = oclA +usB; z, = o, A+ o, B,

e am| - JATRT -] - T .

Koreny puavodni rovnice jsou X =z — % ?

Je-li vyraz pod druhou odmocninou zéporny, maji vSecky tii
koreny, a¢ redlné, komplexni tvar (casus irreducibilis); pak volime
reSeni goniometrické.
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b. Reseni goniometrické.
V redukované rovnici

2* — px +q=0 (s kladnymi p, q), kde l%r< [%r,

klademe
To)3
o= |3

a uréime ostry uhel ¢. Podle znameni q jsou koreny

xl=$2|/%cosg—, 2=i2vgcos[60"—%),

@, = :{—_2]/% cos [60°—|- %)

c. Reseni funkcemi hyperbolickymi.

V redukované rovnici

8
a) 2 +pr+qg=0 (p>0, ¢ >0) klademe sinhu=%: (%}

a v tabulkédch hyperbolickych funkei najdeme u. Kofeny rovnice jsou

x‘=¥2l/—;—psinh1, z, —il/——psmh——-—}-xl/pcosh§

z, =+ ll TP smh——— ilp cosh—

V redukované rovnici
2 3
b) @ —pxr+g=0(p>0, ¢>0), kde [-2—] > [_:;1) ;
klademe

[ 3
e e [
cosh u = B) V[?)J

a najdeme u. Podle znameni ¢ jsou koieny

e

J;1=$2l,§pcosh—g—,

x, = _-};l[% cosh——+1l/55mh—g-,

x3=_—l_-_|/ . pcosh%—ilfﬁsinhl;.
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d. Pripad dvojnisobného korene.

Redukované rovnice

2 3
@' —prtqg=0(p>0,¢>0), kde (l] =[§),
mé podle znameni g kofeny

%

1 it 1
x, =2,=+ 3P x3=+2l/-§p.

Kontrola. Mezi kofeny a koeficienty normélni rovnice kubické
plati vztahy:
PR L IR W G A o M Ve o D
Mezi koteny a koeficienty redukované rovnice plati

2, t+z,+2,=0 zo,+z2,+zr,0,=p; zx,T=-—4g.

Grafické FeSeni rovnic tietiho stupné s prikladem viz na str. 252

14. Rovnice étvrtého stupné (bikvadratické).

Z normélni rovnice étvrtého stupné

X”+aX3+bX2+cX+d=0substituciX=m~%

plyne redukovana rovnice (bez kubického ¢élenu)

'+ pa® +qx +7r =0,
lkde

ac

3a’ a’ ab 3at- . a’b
e sa s

AT e Aol s il S Sdiing 1)

Methoda Eulerova. Napted se FeSi t. zv. kubickd resolventa
Y'+2py" + (0 —4r)y—-¢" =0,
pro jejiz koteny plati kontrolni vztah: V§1— V—g;: ]@: = —gq.
Koreny redukované bikvadratické rovnice jsou:

$1=%(Vy—1-+ VI-}- V—s)’ &, = : (_ VZ—?— V‘yg—V‘y_s.);

b= 0= Vo =V o= (V0 = Vo + 13y,

w|.— w[
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15. Rovnice reciproké. .

Koeﬁclenty ¢lenti, od obou koncu stejné vzdalenych, ]sou stejné
‘absolutni hodnoty bud’ @) téhoZ nebo b) rtizného znameni:

a, 2" +a " *+a,a" *+...+a, 2 +a,vta =0.

Je-li #, kofenem rovnice, jest jim také prevrécend hodnota 1/x,.
Pii lichém n» mé a) kofen — 1, kofenovy rozdil (z+ 1), b) koien + 1,
kotenovy rozdil (z — 1). P¥isudém n mé b) kofeny -+ 1, faktor (x*—1).

Napied odstranime piipadné jednotkové kofeny, délice kote-
novym rozdilem: zstane reciprokéd rovnice sudého stupné s klad-

nymi ¢&leny:
a, " +a, ™'+ ... +a,2"+...+a,2+a,=0,

z niz délenim z™ plyne

i =5 1 1 -
ao(xm+t—m]+al(xm St rm—‘]+”' +am_1(x+-;]+am—

Substituei 4+ 1:2 =y se daji vSechny dvouéleny vyjadiiti racio-
nalni nezndmou y; dostaneme tak rovnici m-tého stupné. MoZno-li
tuto algebraicky FeSiti, plynou pro kazdou hodnotu y dvé piislusné
hodnoty « a 1/ z rovnice

5 S g
sba =y o oay+1=0;  a=plyx)y—4).
16. Rovnice binomické.
I’}—l 2l sk
: .rk+1=[a cos~——n——1—1sm = ;

2k+1)=x e (2k+1)n]‘
n n

—
S
|
[
I
)

n
2. ¢ a=0; 2z 1= .VT' [cos

kde =00, 2 v e
Koteny binomické rovnice
n_q 2k 2k FRIe)
N &y, 4 1 =CO8 + isin SRRE (k=0,1,...n—1)

znadéi v ¢iselné z-roviné vrcholy pr&videlného n-Ghelniku, vepsaného do kruinic
o poloméru 1. (Déleni kruhu.)

T. zv. rovnice exponencidlni a logaritmické (s nezndmou v mocniteli nebo v loga-
mtmu) se pfevedon n&kdy vhodnou apravou na algebraické. Rovnice, kde takova
uprava neni mOZud jsou transcendentni. Ndvod k fefeni viz v odd. XX.nastr. 251.

J. Petersen: Théorie des équations algébriques, 1897 (také n¥m., ital.).
G. Bauer — L. Bieberbach: Vorlesungen iiber Algebra, 5. vyd. 1933.
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Il. Funkce goniometrické.

Poméry stran v pravouhlém trojthelniku (obr. 8) zévisi na velikosti
jednoho uhlu a sluji jeho goniometrické nebo whlomérné funkee.

Usetkami jsou zobrazeny v obr. 9, kde polomér kruZnice r = 1.
Uhel, ktery volime libovolng, je nezdvisle proménnd ¢ili argument (v krajnim

sloupei tabulek); jemu piisludi funkce &ili zdvisle proménnd (uvnit¥ tabulek).
Uhly méfime ve stupnich nebo v miie obloukové.

1. Goniometrické funkce. 2. Znameni funkci ve Etvrtich.
00— A
S _ — 3 w
° g ¢’ Ranlice - o Cunth
b L |IL |iL | 1v.
COS & = —,
c
tgcx:%, sinus . . .|+ |+ |—=]|—
b ]
cotg o = = kosinus . . |+ 1 —|—|+
seca:—z-, taNngens i o A rl e =
cosec o = —ac—. kotangens . |+ | — |+ | —

Obr. 9.

Konstrukce whlu tangentou. Podle obr. 8. zvolime odvésnu b za jednotku, na
pi. b=1dm; v tabulkédch vyhleddme k danému uhlu « hodnotu tg a a naneseme
ji jako o_dvésnu a.

3. Funkce vyznaénych Ghld.

Stupné 0° 900~ | 180° | 270° | 3600 . 30° 45° 60°
oblouky 0 12’_ x |3 % 27 % g %
sin o 0 1 0 |—=1 0 e b3 CRER 3
Ccos 1 0 =2k 0 1 1 £} 1 }§ 3
tg « 0 + o 0 +o0o| O 113 2 I3
cotg « +x| 0 + 0 | +oo| JB| 1 .3 B

Technicky prtivodce, svaz. 1, 2. vyd. 3
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4. Funkce zapornych ahli.

1. sin (— x) = —sin &} 2. cos(—a)=+ cosx;
3. tg(—a)=— tg o; 4. cotg (— x) = — cotg «.
5. Prevod funkci do I. étvrti.
« < 90° (obr. 9).

1. sin.( 90°+ &) = + cos «, 2. sin (180°+ )= F sin «,
cos ( 904+ &x)=F sina, cos (180° + &) = — cos o,
tg ( 90° 4+ &) = F cotg «, tg (180°+ &) = + tg o,
cotg (90°+oa)=F tgo. cotg (180° 4 &) = + cotg o.
3. sin (270°4 &) = — cos «, 4. sin (360° + &) = 4+ sin «,
cos (270° + ) = + sin «, cos (360° 4 x) = + cos «,
tg (270° + «) = F cotg «, tg (360° 4 &) = + tg o,
cotg (270° 4+ x) =F tg . cotg (360° + ) = + cotg «.

6. Periodi¢nost goniometrickych funkci.

Funkee sinz a cosx se neméni, zméni-li se thel z o libovolny né-
sobek thlu 2 z: sinus a kosinus maji periodu 2 .

=
ctgx
tgx
cosx  \/ sinx
1
T, 3 vy 27
ST i
3 2 3
Obr. 10.

Funkce tg x a cotg « se neméni, zméni-li se tihel z o libovolny néso-
bek dhlu 7: tangens a kotangens maji periodu n. Pro k=0, 1, 2, ...

sin (x4 2ka)=sinz, tg (x+ kn)= tgwx,
cos (x+2kn)=cosz, cotg (¢ 4+ kn)=cotgz.

Pribéh goniometrickych funkei a jejich periodi¢nost je zfejma z obr. 10.
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7. Funkce téhoz dGhlu.

sin o Ccos &

lotgo = ; 2. cotgoa =— y
g cosax g sinx ’
1 3
3. secx = 5 4, cosec x = — s
COSs & sin o

5. sin® « + cos®*« = 1 (zékladni vztah);

6. 1+tg*x =sec’n; 7. 1 + cotg® o = cosec® x.

Danou funkcei vyjaddiime ostatni funkce, uivajice pomérﬁ stran prisludného
trOJuhe]nika tobte 15127185048 s]oupce ve vzorcich 8.—11.).

B ad (;’o'
1 sina 1 3 oo tgo & 1
AR AN & a
V1= sinta cosx 1 ctgo
Obr. 11. *Obr. 12. Obr. 13. Obr. 14.
£ % f————— 1
8. sina« = sine . = |1 —cos?a= o = ,1 £
J1+tg2a  J1+cotgia’
9. cosa= J/1—sinax=  cosa = =1 = s N
V1 +tg?x  J14cotg?a ’
sin o V1= cos?x 1
x = = = tg = —_—
SN e e il $ cotg
— gin?2
11. cotg x = Vl, - e A e R - = cotg«x.
sin « V1 =cos?x tg o

8. Funkce dvou uhli.
1

.

sin (x 4 f) = sin o cos\ﬁicosoc sin f3 ;

2. cos (x 4+ f}) = cos & cosf F sin « sin f;
o tgut-tgh _cotgacotgfF 1
R e 1 Ftgatgh’ % Ootg i )= cotgf+ cotgx
Sk liteR : cotg fF 1
0 e, S A 0 I e H R e
tg (46°+ B) T tgf cotg (45° + f) T B

Lk

sin « 4 sin f = 2sin 1 (x 4 f)cos ] (x — f) ;
6. sin f —sin f=2cos] (x4 f)sin L (x— f);

7. cosa + cosff=2cos} (a4 P)cosl(x—pB);

3*
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11

12.

13.

14.

16

17

18.
19.

21.

3.

4.
5.
6.

Matematika.

cosx — cosff = — 2sinl(a + f)sin} (« — f);
sin (o« 4 ‘ sin
L tgo 4+ tgﬂ:ﬁgﬁ%; 10. cotgaicotgﬂzﬁ;
: cos (xF ) .

tg & + cotgf = +

— cos asinff ’

sin mz cos nx = % [sin (m+n)x + sin (m — n)x) >

COS & COS NT = —;— (cos (m + n)x + cos (m — n) x) 3

sin mex sin nm———%[cos(m—n)w — cos (m + n)x];

- tga+-tgh _ cotgx + cotgf
tgatgf = T O 16. cotg« cotgff = TR i
= tg o« + cotg g
tg x cotg f = WP T oolgs

sin® & — sin’ f = cos® B — cos® & = sin (« + ) sin (x — B) ;
cos® & — sin® B = cos® B — sin® & = cos (& + B) cos (x — f).
cosa +sina =|1+sin2x=]2sin(45° + &) = |2 cos (45° F «) ;

tg « + cotgo = 3 22. cotg x — tg o« = 2 cotg 2 x.

sin 2 «

. 9. Funkce nasobku a poloviny dhlu.
sin 2x = 2sin x cos & ; sina=2sin%cos%;
sin 3 « = 3sin x — 4sin® « ;

n—1 3

L 2 n) . =
sin n « = nsin xcos” ' x — (3) sin® x cos™ ™ ® x

n) . 5
A (5]sm"‘acos"‘ AT, R
cos 2o =cos’a —sin*ax=1—2sin*a=2cos’x —1;

cos 3 =4cos’x — 3cosx;

cos na = cos™ & — {72"] sin* xcos™ ? & + (Z] sin® x cos™ "t —...;
2tg32‘—
b B SR A
2
1—tg 5

2tgo 2 :
1 —tg®x cotgo —tgo’

tg 2=



II. Funkce goniometrické. 37

a
cotg®=— 1
_cotg’a—1_1 1 ; 7 2 :
8. cotg2a_—?a—6t—g-a——?cotgo¢ —2—tg x; cotg ax= %
2cotg?
e = toh o o3 —
ety e b LE LSRR T R Gal L
1—3tg*x 3cotg® o« — 1
ntgzx—[g] tg® o + [g’thE(x——
11. tg na = = )< e >
j et [2]tg2a+(4]tg‘(x —(6)tg°<x+
cotg"x — [g] cotg™ *u + [Z] cotg" Tt —...
12. cotgn o= ;

n cotg" ' o — lg) cotg" o 4 [g] cotg™ Pa— ...

13. sm%=vl‘ﬂ=iv1+sma —%Vl—sinzx;

2 2
o« 1 + cos o 1 . 1 3
14. cos—2——V——2—-—§]/l+smzx +§l/1—smcx,
15 ¢ & sin o _l—cosoc__ 1—coso
S l1+cosa smax | 1+ecosa’
o sin _l+coso¢__ l+cosoc_
18 s e e sin « _ _Ll—cosa’
2tg% l—tnggv
17. sin ¢ = ——r—; 18. cosx = ——— .
1+ tg? X 1+ tg® =
€3 2
10. Mocniny sinu a kosinu.-
1. 2cos® « =1+ cos2a; 2, 2sina=1—cos2a;
2cos2g—=l+cOScx. 2sin2%=1—cosa;
3. 4cos® x =cos3a+3cosx; 4. 4sin*x =—sin3x+3sina;

5. Pro sudé n = 2k:
2k
Yy {cos2ko¢+( 1)cos2(k— 1)«

2k 2k 1 (2K .
+(2]cos2(k—2)/x+...+(k_l]cos2koc+—2—[’c]},

cos? ¥y —
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6. pro liché n=2k+ 1:

ost K1 o 21k {cos(2k+ l)oc+(2kl+ 1)cos(2k-— 1) &

+(2k2+ l](:os(2lc— 3)ax+... +(2kk+ l]cosa};

7. pro sudé n=2k:

sin®® x = (2_k )1 {cos 2k o (21k) cos 2 (k— 1)«

+(22k)cos2(k-2)o‘*--- A 2(2kk)}’

8. pro liché n=2k+ 1:

k 2k :
sin®*+1 (— 1) {sm(2lc+ 1) [2]“1+ l)sm(2k— 1) x

+(2k2+ lein(2k—3)oc—~ S l)k[2k+l]sina}-

k

11. Funkce Ghld, jejichz souéet o + B+ y = 180°

L. sinx +sinfi+sin y=4coslacoslfcosly;

2. cosx +cosfi+cosy=4sin L asin 1} fsin L y+1;
3. tga+ tgh+ tgy=tgatgftgy;

4

sinx +sinf—siny=4sin J asin 2 fcos 1 y;

5. cosx 4 cosff—cosy=4costacoslfsinly— 1;

6. sin2«x +sin2f +sin2y = 4sinxsin fsin y;

7.8in2x 4 sin2f — sin 2 y = 4 cos x cos fsin y;

8. sin® « 4 sin®*f + sin® y = 2cos x cos fcos y + 2 ;

9. sin® « + sin® f — sin® y = 2sin « sin f cos y;

10. eotg%a+cotg§ﬁ+cotg2y—cotg%acotg p cotg 1 37
11

cotg &« cotg ff + cotg « cotg y + cotg fcotgy = 1.
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12. Goniometrické soucty.

Pro libovolné «, libovolné = +# 2kn a celé kladné n plati soudty:

e i
sin ——
1. sinx +{sin 22+ ... +sinnr= —x—-sin(n+ 1)%;
81n~2—
e
sin —— 2
2. cosx+cos 22+ ... +cosnyx=———cos(n+ 1)5;
Sin—;ﬁ
o B
2 AT, 3 @
3 Zsm(a—{—vx) = 7—-5m[o¢-{-(n+l)§J;
r=1 SN —
2
o
n b]nT 5 -
4, 2005(a+vx) = : cos cx+(n+l)§].
v=1 SmE

13. Goniometrické rovnice.

Neznamy tuhel ¢ je dan rovnici, obsahujici jeho goniometrické

funkce. Nejjednodussi goniometrickd rovnice ma tvar

F(p)=c.
Dané hodnoté c¢ goniometrické funkce F piislusi thel ¢, ktery
najdeme v tabulkach. V intervalu 0°—360° vyhovuji rovnici thly
dva: @, a g,.

Rovnice, v niz se vyskytuji rizné funkce hledaného thlu, upra-
vime vhodnymi vzorci tak, aby obsahovala jen funkei jednu; podle
té pak rovnici feSime.

Pfiklad 1. Stanoviti tihel ¢ z rovnice

a cos @+ b sineg =c.

Klademe a =1 cos A, =rsin i, RS
i e} ) &)
je pak tgz.—;,r—;o—s—znebo B

Pomocny thel 42 je tangentou jednozna¢né uréen, jeZto zndme znameni sini
a cos .

T COS @ cos A + r sin @ sin 4 = ¢ ¢ili cos (@ — 4) =c:r.
Pro ¢ — A plynou dva stejné @hly opa¢ného znameni a odtud dvé hodnoty ¢.

Priklad 2. Stanoviti ahel ¢ z rovnice

asiti (p ¥ a) + b-sin (@ + =0 aiy SBlgta)

Sl b a)on ety
sin (@ + f) a’
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kde o, g jsou dané uhly. Podle vzorce 8. str. 25 o umérdach jest
sin(p+ae) +sin(p+p _b—a,
sin (¢ + a) — sin (¢ + f) b+a’

Vyjadiime-li souctet a rozdil sind podle vzorct 5. a 6. str. 35, obdrzime
u+ﬂ]_ b—a tga—ﬂ.

x ("’ s o Ll o ekl beg
Tim je uréeno ¢ + ;ﬂ a uhel ¢.
Pfiklad 3. Stanoviti ahly ¢ a y z rovni ¢
sin ¢ »
sinyv_m’ @+ yp=a.
=(m+1):(m— 1),

(sin @ + sin o) : (sin ¢ — sin )

z ¢ehoz jako u p¥. 2 obdrZime po Gpravé

ok o

g—y _m=—.l1 ety 'm a
e e m+1 83
Tim je uréeno Wgw a s rovnici ¢ + p = a dévd
o -y o T
<P=7+'pr,u; N g S B

14. Trigonometrie rovinna.

. Trojuhelnik pravouhly (obr. 15).

protilehlé uhly «, 8, 90°; vyska v;

Odvésny a, b; piepona c;
obsah A.

1. a=csinx=ccosf;
Odvésna se rovnd prepond, nasobené sinem udhlu (k hledané

odvésnéfprotilehlého nebo kosinem thlu ptilehlého
Pravotuhly pramdét tseéky rovné se jeji délce, ndsobené kosi-

b=ccosx=csinfl.

A nem odchylky.
c b
2. a=btga="bcotgf; b=acotg x =atgf.
Odvésna se rovnd druhé odvesnd, ndsobené tangentou uhlu
(k hledané odvé&snd) protilehlého nebo kotangentou Ghlu ptilehlého.

Nl
a a b b
Obr. 15. g e s Soten
sinx  cosf sinf COoS &
Piepona se rovnd odvésnd délené sinem uhlu (k dané odvésné) protllehlého

nebo kosinem dhlu p#ilehlého.

4. v=acoszx=bsinoc=%csin2oc;
v=asinf=bcosf= Lesin2p.
5. /\=la’cotga=1b" tg a =1c’sin2a;

A:—%az t.gﬂ=§b2 cotgf =1

St
1e'sin28.
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b. Trojahelnik kosothly (obr. 16).
- Strany a, b, ¢; jim protilehlé thly «, f; y; polomér kruZnice
opsané R, polomér kruZnice vepsané 7, poloméry kruZnic strandm
ptipsanych 7., ry, 7,; poloviéni soudet stran s= %(a +b+¢); vySky
Vgs Vps Vg3 obsah A.

Cyklickou zdménou stran a uhld
plynou z kazdého vzorce dalsi dva.

1. a:b:c=sinx:sinf:siny
(véta sinova);

LIRS e
sinx sinfi  siny

Strany maji se k sob& jako siny
protilehlych dhli.

2. a =bcosy+ccosf.
Strana je rovna sou¢tu pravoihlych
pramétt druhych dvou stran.
3. a* =b"+c* — 2bc cosx
(véta kosinova).

Ctverec strany rovnd se soudéta étverct druhych dvou stran méné dvojndsobny
jejich soué¢in, ndsobeny kosinem sevieného thlu (roz8ifend véta Pythagorova).

a® = (b+c)’ — 4bc cos® ] «; @’ =(b—c)’ +4bcsin®la.
___asny
i b—acosy
5. a=2Rsinu«; b= 2Rsinf; c=2Rsiny;
e.a-i-b:cos%(a—ﬂ) : .a—b=sin%(oc—ﬁ).
c cosi(x+p) & sin} (« + B)
a+b tgd(x+
8. = g5 &) (véta tangentova).

a=b tg}(x=4p)

Soucet dvou stran se mé k jejich rozdilu jako tangenta polovi¢niho souétu
protilehlych thld k tangent& jejich poloviéniho rozdilu.

(7 v XY ey e
9. sin 3 = V!f_%i_c); 1 s S l/ s(.sbc a)
11. A\ =] s(s—a)(s— b)(s — c¢) (vzoreec Heronuw); 12. R =abc:4 /\;
o = A % ﬂ 1 A\ s P VAN
Bies = EI e P e
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l“'tg2 ﬁ;A bgg s:b; tg}2—’=s:c
15. r=4Rsin%sin—g—sin%= ::;; £ V(s_a) (szb)(-?-c) :
16. r=s tg%tg—g—tg—g—; 17. ra=sjar=3 tgg—;
18. v, = bsiny = csinf;
19. 3:4Rcosf—;cos%cos%.
20. Symetrdla thlu: v, = 2V“;’1(sb‘ 8k s V“b[(“aibb)z""z] :

21. Téznice ¢, =1 /2(a%+ b%) — ¢ ;

22 4ty +t; =3(a’+b°+¢%);

39 1 1 1 1 i1 ¥
W == —
7 7 ry s Vg v v,
1 1 1 1
B Sy et oy A e
Ta Ya L Ye

= r* cotg } o cotg } B cotg 1 y;

A =2Rsinx sinf siny.

c. Reseni kosouhlého trojahelnika.

1. Déna strana a a dva uhly ptilehlé £, y :
x=180"— (B +y);

@i
% sm e

g ; @’ sin fsin ¥
- sin =lgbsiny= ———=
sin o Prdiveg Y= T Ssina

2. Déany dvé strany a,b a thel sevieny y:
el

—b —b 1
+b cotgly = +b tg3(x+p), z tohoj (x—f);

=2(a+pf)+L(a—B); B=3ax+p)—}(x—h);
c=)a*+b*— 2ab cosy .

t’gg (o‘—ﬁ)
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Aneb
bsiny

asiny P
a—bcosy ’

b—acosy 0

tg & =

asiny a—bcosy
sin « cos f}

3. Dany dvé strany @ >b a thel x proti vétsi z nich:

G bst;w = 180° — (& + f) ;
S S8  avein v
sin « %

4. Dany dvé strany a< b a uhel « proti mensi z nich :
Je-li bsinx < a, jsou mo¥ny dva trojihelniky s thlem ostrym ﬂ
a tupym

B, =180 — B; y,=180°—(x+§,); y,=180— (a+B,).
Je-li bsin x >>a, neni trojihelnik urden.
5. Dany jsou tfi strany: 4
95 %g 2 /
S g 5
A=Vs(s—a)(s—b)(8—c).
Pozndmka. V intervalech od 0° do 45° a od 135° do 180° je sinus presndjsi

nez kosinus, v intervalu od 45° do 135° je kosinus piesné&jsi neZ sinus.

V blizkosti 0° a 180° podavéd kosinus, v blizkosti 90° sinus prakticky neupo-
tfebitelné hodnoty.

COS & =

15. Trigonometrie sféricka.

Strany sférického trojuhelnika a, b, ¢ jsou
oblouky hlavnich kru’nic na kouli o poloméru
r=1; jim protilehlé ahly «, f, y predpoklddame
. v mezich 0°—360° (obr. 17).

Vreholy sférického trojuhelnika, spojeny se stiedem
koule, tvori zdkladni trojhran. Poldrni trojhran mé hrany
kolmé k sténdm zdkladniho. Kazdému sférickému troj-
thelniku 4 BC prisludi poldrni trojuhelnik 4’B’C’ s tymz
smyslem ob&hu. Jeho

strany: ¢ = 180° — a, b=180°—- 5, c=180°— y;
thly: a=180°—a, B =180°—b, 7.=180°—e¢.

Nahradime-li v kterémkoli vzorei strany vypliiky uhlt a ahly vypliky stran,
obdrZime vzorec novy
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a. Zakladni vzorce.
Nésledujici vzorce plati pro Hulerovy trojihelniky, v nichZ
0<a+bdb+c<2a, ala+f+y<3a.
Cyklickou zéménou plynou z kazdého vzorce dva dalsi.
i —=—p=— (Véf}& SiI).OVé.) 5 23
sinex sinf siny :
2. cosa = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos « (véta kosinova pro stranu);
3. cos & = — cos ff cos y + sin fsin y cos a (véta kosinova pro tihel);
4. cosa sinb=sina cosbcos y+ sinc¢ cos «,
cotg a sin b = sin y cotg « + cos y cos b ;
cos « sin ff = sin y cos @ — sin « cos f cos ¢,
cotg « sin ff = sin ¢ cotg @ — cos ¢ cos f.

5

V dalsim znaéi
s=1(a+b+c); s =s—a; s,=8—-b; s,=s5—0c;

o=1(x+B+y); o,=0—a; o,=0—f; o =0—y.

. a |/ —cosocosg, a ][coso, coso,
6. sin—= | ———— co8 — = || —/———
2 sin fsin y 2 sin f} sin y
St _l/:smszsmas . = _-Vsms sin s,
3 2 sinb sine ’ 2 sinb sinc¢ ’
o 1 -COS 0, COS 0, COS g,
8. cotg — = H
2 Cos 0y —Cos o
& 1 sin s, sin s, sin s,
9. tg5=— - .
2 sin 8, sin §

10. Sféricky exces (nadbytek) trojuhelnika: &= x + f+ y — 180°.

& 4 S Sy Sy A Sral Ny
11. tg— = | tg 5 tg 5 tg 5> tg = (vzorec L’Huwilieruw).

0
12, Obsah A = —l—g-o—o-nrg, r polomér koule.

Neperovy analogie :
cos L — f) i ¢

1. tgl(a+b)= 3
g1l ; cos 1 (x+ f) €32
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sin 1 (« — B)
a%%m~m=—fl—_~4g%;
sin 1 (o + B)
cosl(a —b)
3. tg%-(o‘+ﬂ)=—2——— otg%;

cos 1 (a + b)
sin 1 (@ — b)

'S
—— cotg = .
sin} (a + b) 5

4 tg}(x—h)=

Vzorce Delambreovy :

1. cos} (x+p)cosJc=cosl(a+b)sin}y;
2. sin 1 (x+ f)cos}c=cos](a—b)cosly;
3. cos%(a—ﬂ)sin%c=sin%(d+b)sin%w;

4. sin l (¢« —pP)sin Le=sin L (a—b)cosly.

Véta Legendreova: Sféricky trojuhelnik o malych stranéch lze po-
kladati za rovinny, jehoZ thly jsou o tietinu sférického excesu mensi
nez dhly trojthelnika sférického.

Viéta plati i pro nejvétsi méritelné geodetické trojuhelniky (a = 200 km).
b. Trojuhelnik pravouhly. 90-d 9

Pravidlo Neperovo. Pieponuc, thly «, f a dopliiky
stran 90° — a, 90°—b, napiSeme v jejich pofadi

do vedlejsiho obrazce (obr. 18). a ¥
Kosinus libovolného proku se rovnd soulinu sini
dvou proki protéjsich nebo soucinu kotangent dvou a
proka sousednich. Obr. 18.
1. cosc =cosa cosb ; 2. cos ¢ =cotg & cotg B ;
3. cosx =cosa sin fi; 4. cos f=sinx cosb;
5. sin @ = sin « sinc¢; 6. sinb =sinf sinc;
7. cosx=1tgb cotgc; 8. cos f =tga cotge;
9. sin a =tgb cotgf: 10. sin b =tg a cotg «.

Prepona je ostra, jsou-li obé odvésny soucasné ostré nebo tupé;
prepona je tupd, je-li jedna odvésna ostré, druhéd tupa. Odvésna a
prot&jsi hel jsou soucasné ostré nebo tupé.
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Stéricky exces v pravodhlém trojihelniku

11. tg% = tg%tg%.
c. Reseni pravotihlého trojihelnika.
1. Déno a, b; hleddno «, f3, c:
cotg « = cotga sin b; cotg f = cotg b sina; cos ¢ = cos a cos b.
Jsou-li strany a, b nebo ¢ blizko 0°, uzijeme vzorcii
tgec=tgb:cosa; tgc=tga:cosp.
Zkouska podle rovnice: cos ¢ = cotg « cotg fi.
2. Déano a, ¢; hledano b, «, f5:
cos b=-cosc:cosa; sinoc=.sina :sine; cosf=tga:tge.
Proti vétsi strand leZi vétsi uhel. Podminka: |cose| < |cosa].
Zkouska podle rovnice: cos ff = sin « cos b.
3. Dano a, «; hledano b, ¢, :
sin b=tgacotga;y sinc=sina:sinx; sinf=cos«:cosa.
Zkougka podle rovnice: sinb = sin ¢ sin f.
Podminky: sin ¢ =sin «; @, & soufasné ostré nebo tupé.
Je-li a < «, jsou reSeni dvé. Vedlejsi trojuhelnik ma
thly «, 180°— B, 90°; strany a, 180°—b, 180° —c.
4. Déno a, f; hledéno b, ¢, «:
: tgb=sinatgf; cotgc=cotgacosf; cosx= cosasinf.
Je-li « blizko 0°, poéitame podle vzorce sin x =sina:sinc.
Zkouska podle rovnice: cos x = tg b cotg c.
5. Déno ¢, «; hledédno a, b, f:
sin@ = sincsin o; tg b =tgccos x; cotgf=cosctgx.
Je-li a blizko 90°, vypoéteme b, f a pak stranu a podle vzorce
tg a = tg c cos f.
Zkouska podle rovnice: sin a = tg b cotg .

Pti velmi malém thlu « je pro vypoéet odvésny b vhodnéa

rychle konvergujici #ada Lagrangeova :
P e 1o S g . %
b=c—sin 2ctg 2+2sm4¢:tg‘2 sin 6 ¢ tg 5

3 +...
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6. Dano «, f; hledéno a, b, c:

COS @ = cos o : sin f; cos b =cos f: sin «; cos ¢ = cotg « cotg f.

Podminka: |cosx:sinf|=1.

Zkouska podle rovnice: cos ¢ = cos a cos b.

d. Reseni kosothlého trojihelnika.

1. Déno a, b, y; hledéno'x, f, c:
x++p cosi(a—b)

Y
t, = cotg == ;
e cos}(a-+Db) 53
i sin 1 (a — b)
e Beo 2 cotg L
- 2 sin }(a +b) 2
¢ cosi(a+b)
cos = ——————sin%;
2 cos (x+pf) 2
nebo:

sinl(a +b)
sin< — = sin - .

2 cosl(x—p): 2

2. Dano «, f, ¢; hledéano a, b, y:

i a+b o cos}(x—f3) tgi;
2 cos 1 (o + f) 2

tga;b =§m%(o‘—ﬂ) tgg;
sin} (x + f) 2

o e iy

2 cosl(a—b) 2’

- nebo:

Ly cosl(x—p) ¢
sm - = ——————S8In—.
2 sinl(a+bd) 2

Z poslednich volime ten vzorec, ktery podavé presnéjsi vysledek

(viz pozndmku na str. 43).

3. Déno a, b, ¢; hledéno «, f, y:

1 Vsin 8, sins, sins,
sin 8 ;

. atd.
5. Déno a, b, x; hledano , y, ¢ :

e sinb
sin f = -

sin « ;
ina
sinl (a+ b) =
cotg%= : 3 ( azﬁ;
sin 1 (a—d)
& ¢ _sin%(oc+ﬁ)t a—>b
iz sin (o« —p) S

Nastati mohou tyto pripady:

sinbsinocgsina;
=2

4. Dano «, f, y; hleddno a, b, c:
1 Vcos 0,c080, 080,

s

— cosa
atd.
6. Dano «, f§, a; hledano b, ¢, y:
sinb = S.l—nésina >
sin o
c Sin%(o“l‘ﬁ) a—b
g o= Y ;
2 sin} (« —f) 2
y sini(a+b) i

§ 5% sin}(a—b)

a8

cotg g5

sinﬁsinagsinzx;
il
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v prvnim neni FeSeni, v druhém je feSeni jedno (trojuhelnik je
pravouhly, b= 90°); v tretim jest

1) a blize 90° nez b: jedno FeSeni, | 1) « blize 90° neZ f: jedno FeSeni,

pak f a b jsou téhoZ druhu t. j. soudasnd ostré nebo tupé;

2) b bliZze 90° neZ a: | 2) B bliZe 90° nez «:
R e dvs, . : tého
reSeni { ilsf?r?i it‘i, dus; jsou-li a, « rgzg sh } druhu.

C. Bourlet: Legcons de trigonométrie rectiligne, 1898.

W. Lane: Spherical trigonometry theoretical and practical, 1898.

E. Hammer: Lehr- und Handbuch der ebenen und sphérischen Trigonometrie,
5. vyd. 1923.

I1l. Funkce cyklometrické.

Cyklometrické funkce vzniknou obracenim funkei goniometric-
kych; vyjadiuji zévislost mezi danou goniometrickou funkei a p¥i-
sluSnym nejmensim thlem v mife obloukové.

Dané hodnoté goniometrické funkce

X

siny =, cosy =x, tgy ==, cotgy =
piislusny nejmensi oblouk (arcus) se znaci
y = arcsin x; Y = arccos ; y = arctg x; y = arccotg .
-3 X
T 1z
arc cosx / x \

x

= z

Z z g

arcsinx oAl

| - arclgx rechg x
=1 =1 A @ X

\L 2/’ \
Obr. 19. Obr. 20. Obr. 21. Obr. 22.

Oblouk je v mezich

F.1 n ek (1 b/ 1
=Yy I=y=m; TR e ST 0<y<m.

2 2 2 2

Na pi. y = arcsinz (arkus sinus proménné x) je nejmensi oblouk, jehoZ sinus
se rovnd z. K danému sinu vyhleddme uhel a vyjddiime jej v mife obloukové.

Rovnice siny==z, y=arcsinz jsou ekvivalentni.
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Obrazy cyklometrickych funkei vzniknou z goniometrickych pieklopenim
kolem piimky, pilici dhel kladnych os. Silné vytaZené ¢dsti kiivek predstavuji
jednogna¢né funkce, takZe zvolenému x piislu8i jen jedna hodnota y.

Ze vztaht na str. 33 plyne obrécenim ¢ili inversi -

: i : T 383 4 ¢ T

1. aresin 0 =0, arcsin =% arcsin 1 = 5 aresin (—1) =— 5
1 7 7

2. arccos1l=0, arccos 5 =73 arccos 0 = 5 arccos (—1) = W
3. arctg0=0, arctg 1 =—;1, arctgoc:-;i, arctg(—m):—%;
4.arccotgoc=0, arccotgl = %—, arccotg 0 = i;—, arceotg (—oc) = 75
5. arcsinz + arccos® = % : 6. arctg x + arccotgx = %;
7. arcsin(—z) = — arcsinz : 8. arccos (—z)=m — arccose ;
9. arctg(—«)= — aretgx; 10. arccotg (—z) = n — arccotg .

Z goniometrickyeh vzorci vzniknou inversi efﬁlometrické.

x
11. arcsinz = arccos| 1 — a? = arctg ———;
J1—a2
12. arccos = arcsin |1 — z* = arctg Ji—= .
x
i 1
13. arctg x = arccotg T 14. arccotg x = arctg bt

15. arcsinz + arcsiny = arcsin(z]/1—1? +y]/1—a?) ;

16. arccos z + arccosy = arcsin(y)1—a* +2]1—»?%;
zty

1+ay -’

Inversni operace se vzajemné rusi. Na pi.

17. arctgz 4 arctg y = arctg

arcsin (sinx) =2 ; sin (aresinx) =2 .

IV. Funkce hyperbolické.
(Viz Matematické a statické tabulky. Dil I., str. 46—48 a 55—567.)
Hyperholické funkee jsou v obdobném vztahu k rovnoosé hyper-
bole o poloose 1 jako goniometrické funkece ke kruZnici s polomérem 1;
nezévisle proménné (argument) x = 2.0ABO je dvojnasobny obsah
plochy (area) hyperbolické vyseée, v obr. 23 vyéarkované.

Technicky pruvodce, svaz. 1, 2. vyd. 4
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Definice:
x -z T —& .
e +e 2 ¥ —e
1. coshx=—+ 3 2. ginh 2 = ———=_/;
2 2
nhz e*—0o % osh R
3. tgha=— = : &cotghmzf_s_x=3._+ef,
coshx  o% 4 o~ sinhz®  of. g
5. sech ¢ = 2 : y
s ~ coshz’
6. cosech z — — ; e* 3 e*
sinh z
= Cosx Sinx
7 2
N 34
e k¥ £ b[ (g
1 & Sinx 7 Tgx
JCZ 3x
A
T ;C § =D, A oY 1 2
Cosx—=
t :
Tgx Sinx |-1
Ctgx ~
2
Obr. 23. 2 Obr, 24.

Jind oznadeni: Sinz =shz = Giﬁx; Cosz = chz = o3 x atd.
Priub&h hyperbolickych funkei je patrny z obr. 24.

7.sinh0, =0, cosh0 =1, tgh0 =0,  cotgh0 =oc,

sinh oo = 00, coshoo =00, tghoo =1’ cotghoo = 1.
8. sinh(—m):-—s‘nhx; cosh (— )=+ coshz;

tgh (—z)=—tgh «; cotgh (— &) = — cotgh z;
9. coshz + sinhz =e*?; 10. cosh z — sinh z — o~ %;

11. cosh® z — sinh® z = 1 (zékladni vztah);
12. tgha cotghz = 1; ;
; tghx 1

—Veosh?z — 1 = =
V1—tghtx Vcotgh2 z—1

3




1IV. Funkce hyperbolické. b1

14. coshz =/ 1 4 sinh® z = — 1 = cotgh x :

J1— tgh’s Veotgh® z — 1
15. sinh (z 4 y) =sinh z cosh y 4 coshz sinh y;

16.  cosh (z 4+ y) = cosh z cosh y + sinh z sinh ¥ ;
. _tghz 4 tghy
§ tEn (et gl 14 tgha tghy’
14 cotghz cotghy
18 cotghiz 4£y) = cutgh + cotghy '
19. sinh 2z = 2sinhx coshz = ﬂ—;
_ - 1—tgh’z 2
20. cosh 2z = cosh® z + sinh® z = 2 cosh®*z + 1;
2
cosh 2z = 2sinh*z + 1= _}-{-_tgha_x_;
1—tgh®z

21. sinh 3z =4sinh’z + 3sinh z;

22. cosh 3z =4cosh®*z — 3coshz;

AmuE 2k ootgtids e L 0WD =,
1+ tgh*z 2 cotgha
25. sinh « 4 sinh y = 2sinh 1 (x +y) cosh 1 (z+y);

23. tgh 2z=

26. cosh x+coshy =2cosh] (x+y) coshl (z—y);
27. coshx—coshy=2sinh%(x+y) sinh 1 (z —y);
sinh (v 4+ y) |
coshz coshy ’
29. (cosh x4 sinhz)"= coshna + sinhna.

/
Vzorce pro hyperbolické funkce plynou ze vzorct goniometrickych, klademe-li
v téchto a=iz, f=iy a uzijeme vztahi

28. tghxz4tgh y=

30. siniz =i. sinhz, cosiz =coshz,
tgiz =1i. tghz, cotgiz = — i.cotghz.

Hyperbolické funkece moZno vypodisti a zobraziti také useCkami
(obr. 23) jako goniometrické funkce thlu y podle vzoret :
31. coshz =sec y=0C; sinhz=tgy= BC; tghz = sin y =AD;
cotgh 2 = cosec y = EF; secha = cos y = O0T'; cosech z = cotg y = OH,
kde t. zv. hyperbolickd amplituda
32. y=2arctge® — =,

2
4
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V. Funkce hyperbolometrické.

Hyperbolometrické funkee vzniknou obrécenim funkei hyperbo-
lickych; vyjadiuji zévislost mezi danou hyperbolickou funkei a jejim
argumentem (dvojndsobkem obsahu piislusné hyperbolické vyseée).

Dané hodnotd hyperbolické funkce

sinhy =2, coshy ==z, tghy ==z, cotghy =2
jako nezévisle proménné prislusi funkce

y =argsinhz; y=argecosha; y=argtghe; y= a}gcotgh Y,
Jiné oznadeni: ArSin z (areasinus z); ArCos « atd.

Na pi. y = argsinh z (&teme argument hyperbolického sinu z) je veli¢ina,
jeiiz hyperbolicky sinus se rovnd z. K danému sinu (k ¢islu « uvnité tabulky)
najdeme v krajnim sloupeci pkislusné y.

1. argsinhz =lg(z+Ja* +1); ~ 2. argecoshz =Ig(z + |2? = 1);
I o z+1

2!
T Largcotghx:—g-lg—w—_-_—]—.

3. argtgh =z = %lg

VI. Analytickd geometrie v roviné.
1. Bod a pfimka v soustavé pravouhlé.

V pravothlé soustavé os x, y jest bod M uréen souradnicemi z, ¥.
1. Vzddlenost dvou bodi M (x,,y,), M, (v,,y,) a spdd uselky :

d =.Z'll1 J‘I2 — V(.l:2 — .’El)z + (yg e y1)2,

Ys=Y,

xe—xl

2. Soufadnice bodu M, M,, délicich tsecku M M, v pom&ru
min =2 vnité (A< 0) a vnd (2> 0):

tgp=

=x1—lx2' __?/1“’1-%_
= L RTSEE, Ly

Bedy M , M, M, M, tvoii t. zv. harmonickou &tvefinu.

3. Rovnice primky. BudiZ ¢ thel pfimky s osou i X, m=tg @
smérnice, a, b tiseky na osich x.y, p vzddlenost ptimky od podatku,
®, B Ghly normély s osami, 4, B, C konstanty; pak jest._

a) xcosx+y sina—p=0  rovnice normdlovd,

b) Ax+By+C=0 .  obecnd,
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ec) y=mx + b rovnice smérnicovd,
x Y ? .
‘d) 7+—b-=1 ,s. usekovd;
e) x =a kolmice na x; y=0> kolmice nay;

f) Ax+By=0, y=mx _rovnice piimky jdouci potétkem;
g) y=0 rovnice osyx; =0 rovnice 0sy y. :

4. Obecnd rovnice prevedena na normdlovou :
Ax 4+ By + C

—— = 0;
—sgne-Va* + B ;
A X B C
L e —— ——— 8l X = ————3 =
A2+B2 VA2+B2 VA2+B2

odmocnina mé opaéné znameni (— signum) absolutniho &lenu C.
5. Vzddlenost bodu M, (x,, y,) od pFimky :
d=2z,c05 x4 y,sincx —p,
Ax, + By, + C Y, — mx; —b

Fa:+ B Vm* + 1
6. Praseéik dvou piimek, dangch rovnicemi
a=A4,z+B,y+C, =0 y=m x+b
b=4,2+B,y+0C,=0 aobh y=m2x+b2;

feSenim obou rovnic plynou soufadnice pruseéiku (z, y).
7. Uhel dvou pFimek :
A,B,— A B m, —m,
tgp= et | LRE % 1 2
Al A2 + Bl B2

1+m m, "

8. RowvnobéZky. Dvé primky jsou rovnobézné, kdyz
Al. Bl
A'2 B2

=0; A :A,=B,:B, aneb m =m,.

9, Kolmice. Dvé piimky jsou k sobd kolmé, kdyz

A A,+B,B,=0 aneb m, = — ”t

2

10. Vzddlenost dvou rovnobéiek :
02 =0, b=,
Va2 SR Vm? +1

=P:—Ps-
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1L P#imka bodem M, (x,, y,) sméru « mé smérnici m = tg o a rov-
niei: Y-y, =m@—a,).
12. Pfimka bodem M, protinajici ptimku y =mz+b v tGhlu w:
m + tg o

y—y1=m(z_wl) g
13. Pfimka dvéma body M , M, :
Y, : Lzl
=¥ row 3 (x —=z); |z,9y, 1{=0
z,Y, 1
: z y, 1 $
14. T# body lett na pFimee, kdyz |%,9¥,1|=0.
z, Yy, 1

Al Bl Ol.
15. TFi piimky jdou jednim bodem, kdy? | 4,B,C,|=0.
AS BB 03

16. Svazek paprski. Oznaéme symbolicky a = 0, b = 0 normélové
rovnice piimek a, b. Rovnice treti pfimky c, jdouci pruseéikem
prvych dvou:
sin (ac)
sin (b c)

jest pomér vzdalenosti libovolného bodu pfimky c od piimek a, b.

c=a—Ab=0, kde A=

PFi prom&nném A znadi rovnice a — A b = 0 svazek paprski, jehoZ
stfedem je pruseéik piimek a, b.

17. Primky, pilict dhel danych dvow piimek : -
A,2+B,y+0, Az+B,y+C, e
Fa g o anenn
symbolicky a4+ b = 0.

’

2. Transformace soufadnic.

Soutadnice bodu v ptivodni soustavé budteZ x, y, soufadnice téhoz
bodu v nové soustavs 2/, y'.

1. Rovnobéiné podinuti os do nového polétku (z,,y,) a 2pét:
{ﬁ:xo?x’, {x’=x—zo;'
Yy=9,+9, Y =YY
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2. Otolent os o uhel « (v kladném smyslu od + x do +y) a zpét:

z=x coso—y sinw, ' =wxcosa+ ysin«x,
y=z'sin & +y cos a; Ny =—asinx+ycos «,
aneb struéné v komplexnim tvaru:
(22

r+iy=(@ +iy)e 7; x’+iy’=(x+iy)e_'ia.

3. Piechod ze soustavy pravoihlé v kosothlou (o témZ positku) a zpét.
Je-li « odechylka osy x’, f odchylka osy y’ od osy x, takZe osy kosouhlé
soustavy sviraji thel o =f — «, jest

a=a cosa+y cosf, 2 = (zsin f — y cos f) : sin w,
y=2a'sin x+y'sinf; Yy = (— xsin « + ¥ cos &) : Sin w.

4. a) Prechod ze soustavy pravouhlé v poldrni (o tém¥ poldatku) a zpét.

Je-li » pravodié, ¢ jeho uhel s polérni osou x, poéatek O pélem, jest

{x='rcos<;0, {":+Vx2+3/z’

y=rsin@; w:arctg%.

b) Prechod ze soustavy kosouhlé v poldrnt (o témé poldthu) a zpét.
Znagi-li w uhel os, jest

__ rsin (o —g) B o
{z— e ; {r =)o +y‘—|—..xy cos w,
rsin @ ysin o
== H = tg ———.
sin ET8 S x4y cosw

V obou vzoreich pro ¢ znaéi ¢ nejmensi tihel v intervalu od 0 do 27,
jehozZ sinus mé znameni itatele, kosinus znameni jmenovatele.

5. Souradnice homogenni (Hesseovy). Bod v roving, s pravothlymi
soufadnicemi x, y, jest uréen tiemi souradnicemi Zys Tys Ty takZe

._

€Xr = = y=
Zy 3

Rovnice algebraické kiivky je v téchto soufadnicich homogenni.
6. Souiadnice pitmkové (Pliickerovy). Piimka Az + By + C =0

vytiné na oséch tseky a S b=— % ; jejich pirevracené hod-
noty s opa¢nym znamenim
e e o h
Ak C
sluji souradnice primkové. Pii pevném w, v jest
ur+ovy+1=0 .

rovnice piimky; p¥i pevném 2, v jest rovnice bodu, kterym prochézeji
piimky svazku.
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Rovnici F (u,v)=0 déna je kiivka jako obalové éara teéen, je-
jichZ proménné souiadnice jsou wu,v.

7. Souradwice nomografické (d Ocagneovy) jsou zvlaStnim piipadem
soutradnic primkovych; », v znaéi tseky, vymezené piimkou na dvou
rovnobézkach, kolmych k ose x.

3. Projektivnost utvara zakladnich.
1. Dvojpomér é’ty;‘ bodiw A, B,C,D primé fady bodové:
_AC 4D
BE BD:S
2. Jsou-li xl.wz'. x,,x, Gsec¢ky bodl 4, B,C, D, jest jejich dvoj-
pomér

(A BC D)

s — Ly .xd—wl

(ABOD) ! :
QoS

3. Harmonickd (,‘nerma bodia A, B,C, D, v niz A4,C jsou zakladni,
B, D sdruzené, ma dvojpomér (4 BC D)= —

4. Dvojpomér Ctyr pFimek (paprski) a, b, c, d
sin ac  sin ad
faSedise sinbe ' sin bd °

5. Protina-li libovolné piimka svazek paprsku a, b, ¢, d v bodech

A, B, C, D, rovnaji se jejich dvojpomséry,
(abed)=(A BCD).

6. Zdkladni dtvary jednomocné: ptimé fada bodova, svazek primek
(paprsktt) v roviné, svazek rovin — sluji projektivni, jsou-li jejich
prvky jednoznaéné tak pridruZeny, Ze se dvojpomér &ty prvka atvaru
jednoho rovné dvojpoméru ptisluSnych prvka atvaru drubého.

Dvojpomér &étyi elementtt se promitanim neméni.

7. Projektivni vztah dvou rad bodovych je uréen tifemi dvojicemi
prislusnych bod.

8. Jsou-li z, 2’ Gsecky korespondupcich bod& dvou projektivnich
tad, jest

’

TG R e O )

9. Jsou-li dvé Fady bodové dany funkcemi F (z), f(x) a plati
mezi nimi vztah

()=

ar + b —dx-f—b

m-f(x) + n m n
p-flx)+q° P g
s konstantami m, n, p, ¢, jsou tyto fady projektivni.

i#o,
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10. Projektivnt rovinné transformace jsou transformace dvou rovin
(rtiznych nebo splyvajicich), v nichZ kazdému prvku (bodu, pFimce)
jedné odpovidé jediny prvek (bod nebo piimka) druhé roviny i obré-
cend, a jednomoenym utvaram zéakladnim odpovidaji projektivni zé-
kladni utvary jednomocné.

a) Kolineace. Bodu ptidruZen bod, piimce piimka; déna
jest funkcemi lomenymi s linedrnimi d&itateli a linedrnim stejnym
jmenovatelem

a,x+b y+c, o, @ 4o,y + o,
’_a2z+b2y+cz : _ﬁlx;+ﬂzy’+ﬂs
YT amtbyte,’ BT AR
kde &y By, y jsou subdeterminanty prvké a, by, ¢, v determinantu
al a:l aﬂ
b,b,5,) +0.
cl c‘.‘ ca

Kolineace jest uréena étyimi pary ptidruZenych bodii nebo ptimek.
b) Afinita je zvlaStni pripad kolineace. PridruZené rady jsou
podobné, rovnobé&zkam odpovidaji rovnobéZiky, obsahy ploch jsou
v stéalém poméru. Afinita je déna linedrnimi funkcemi
{x/=a1z+bly+cl, {x=a1m1+ﬁly'+}ll:
Y =a,x+b,y+c,; Y=, + By + ¥,
al bl

a b, |7 v

Zvlastni ptipady afinity: ' =, y = by;
x=ax, -y =4q;
podobnost: z'=ax; ¥y =ay.

Ktivky, jejichZ rovnici lze vyjadiiti tvarem f(az, ay) =0, jsou podobné. Tak
jsou podobné na pi. vlechny paraboly, viechny Fetézovky, nebot jejich rovnice

lze psdti
YV _a(2). Y oosh =
(p) 2(p), = cosha.
4. Kfivky druhého stupné (kuzelosecky).

Jsou priseky roviny s (k¥ivou) plochou kruhového kuZele. Je-li
kuZelova plocha rotaéni a rovina, kolmé k ose, svird s jeji piimkou
thel «, s rovinou fezu thel ¢, vznikne v ptipadech

p=0 Pu=sik (A P>
kruZnice, parabola, elipsa, hyperbola;
e=0 e=1 e<1 e>1
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sing
sin &

(numerické vystfednost).

1. Obecnd rovnice Icuzeloaeé’ky

f(x, yy=Ax* 4+ Bry+-Cy*+ Dz Ey+ F=0
nebo piehlednéji
f(®,y)=a, 2+ 20,7y +a, ¥+ 2a, 2+ 2a,,y+a,,=0.

Oznadime-li determinanty z redlnych koeficientt

all a12 am all a
D=\a, a,a,l|, 4= a,, a,, (diskriminant),
a, a,a
(@ = ;)
jest obecnou rovnici dana pti
D0 & D=0
4>0 | elipsa 2 piimky imaginarni s realnym praseéikem
4<0 | hyperbola | 2 piimky reélné razné
A=0 | parabola 2 piimky rovnob&iné nebo splyvajici

CJdeli a, %azz; a,, =0, znali obecnd rovnice kruZnici.

PoloZime-li v obecné rovnici kvadratické ¢leny rovny nule a feSime rovniei
Ax® + Bxy + Cy* =0 podle % , obdrzime asymptotické sméry: imagindrni (elipsa),
dva redalné (hyperbola) nebo dva splyvajici (parabola, smér osy).

2. Soufadnice stiedu kuZeloseCky (x,,y,) plynou TeSenim rovnic

of

2z =% aumo'{'amyo'*"am:o’
21 nebo

c

—‘W ks a12w0+a22y0+a23=0.

3. StFedovd rovnice kuZelosellky
a, *+2a, 2y+a,, y'=c

vznikne z obecné posinutim soustavy do stiedu (z,, y,). Linearni
Gleny chybi.

4. Osovd rovnice kuZeloselky. Pii A+ 0

u1w2+u2y2=——§;
1 IR T S TR £
u1,2=§(au+a22 iV(a11+a22)~—4A)'
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Vznikne ze stfedové otodenim soustavy o dhel ¢, kde
2a
12
e e
Fir Y

5. Kruznice.
Polomér a, souiadnice stiedu z,, ¥, .

1. Obecnd rovnice: (x—x,)*+ (y—y,)’ =a";

2. vrcholovd: y*= +x(2aF2); 2*=+y(2aFy)
3. stiedovd: o*+y'=a’;
- parametricky: =a cos?; y=a sint.
Soufadnice z, ¥ jsou funkeemi jiné promdnné, parametru {; vylou¢enim z obou
rovnic (souctem c¢tverci) plyne vztah mezi x, ¥

4. Tebna kruinice 3. Jsou-li X, ¥ soufadnice prom&nného bodu
na tedns, z, y souradnice dotykového bodu, mé teéna rovnici

2 X +yY =a’.
6. Elipsa a hyperbola.

Poloosy elipsy: a hlavni, b vedleji: hyperboly: @ hlavni, b vedlejsi.
Horni znaménko plati pro elipsu, dolni pro hyperbolu.
2 2 )
Sl Y =13
& bt

1. Osovd rovnice:

parametricky elipsa: x=a cost,

y=>bsint;
5 hyperbola: x =a eosh ¢, y=> sinht
(nebo: x =a:cost, y=>b tgi).
2. Vrcholovd rovnice. PoSineme-li poéatek do levého vrcholu na
0se X, je b2 b i
L= RiX S s 2
+y =2 == a,”x 2 px =
3. Vzdélenost ohmisek F, F, od stiedu &ili
linedrnt (délkovd) vystfednost: e =1a*F b®.

4. Staly pomér vzddlenosti boda kiivky od ohniska a od pirimky
tidiei éili =
numerickd (¢iselnd) vystiednost: BES e
5. Délka privodiéi z ohnisek :
r=+(a—ex); r,=a-+ex.
Elipsa mé staly soudet, hyperbola stély rozdil pravodiéa, rovny délce
hlavni osy 2a.
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6. Poradnice bodu s primétem v ohnisku (poloparametr) :

b2
p=+a(l—¢)= o575,
7. Sdrufené priméry a,, b . Tétivy, rovnobsiné s primérem,

jsousdruZenym pramérem puleny Teény v koncovych bodech priméru

jsou rovnobézny s primérem sdruZenym. Jsou-li « =<ja, x, f=<1b x
ostré thly, jest

2 2 . b2

a’+b=a +b ; ab =a, b, sin (x + f) ; =tga-tgh.

8. Pramérovd rovnice. SdruZené praméry a, b, jsou osami " koso-
ahlé soustavy. 3 i
ol Y
S el kA
al bl
xX yY

0
kde X, Y jsou souradnice promen_neho bodu piimky.

10. Rovnice normdly v bodé (z, y): 2Tt =+ Y: %
ay

b’z
11. Teéna a normdila v bodd elipsy a hyperboly putli thel jeho
ohniskovych pravodiéi.

Useky teény a normély od dotykoveho bodu (2, y) k ose x a ie-
jich priméty na osu:

9. Rovnice tetny v bodé (z,y):

1

12. Délka tangenty t = %—Vi (a® — & a?).

a? \
subtangenta  s; = =,

délka normdly n = —Vj—_ (a® — & a?),

subnormdla =F b—z
a
13. Polomér krivosti:
Q=a2b2[_.xi 2 _3!2_)% = (ry o)} by i,
a' b ab sin® 9

kde & je tihel teény s ohniskovym privodi¢em. Ve vrcholech 4 (+ @, 0),
u elipsy také B (0, + b), jsou poloméry kiivosti:
b2

- a2
QA=7’ QB=—-b-.
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14, Poldrnt rovnice kuZeloselek: Ohnisko F', pél, F', F'| o<a polarni,
anomalie ¢ méfena od vzdélenéjsiho vrcholu 4,, p kolmy privodié
k ose, & numerickd vystiednost.

P St 1—¢
l—ecosp — l—gcosg’

==

Pohybuje-li se pravodié¢ opaéné od bliz§iho vrcholu, je rovnice
kuZeloseéek
P

r=1+é‘co.ﬂp’ Vs P

15. Poldrnit rovnice stiedovdi: F', F, osa polirni, stfed pél

2 +b°
=
1—é& cos’
16. Konfokdlnt elipsy a hyperboly:
2 2 g LRt
PR A pti @ > b pro to8 Slpe
at=12 bi—A a® > 2> b* hyperbola.

1. Elipsa.
1. Obsah plochy omezené kiivkou, poloosou b a souradnicemi z, y :
1 1 G 300
Pz = —E-xy+ —2—ab arcsm;,
obsah celé elipsy: P =mab.
2. Délka kvadrantu elipsy:

S e 1]22_1[1-3)24_1[1-3-5]2a_ I=
T"“'z_[l [? Lo g g ey e ey ¢ Lt belda
kde E jest hodnota tplného eliptického integralu pro &*=¢".

Délka elipsy je uzaviena v mezich

7 (a—b)? 7 (@ — b)*
n(a+b)+— e <E’<ﬂ(a+b)+—"é—5'—‘.
8. Hyperbola.
1. Rownice asymptot %— + —%- =0.

b
2. Uhel asymptot tg —‘;— =+ 754
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3. Rowvnice asymptotickd; asymptoty jsou osami kosothlé soustavy.

a® + b?

S e

4. Obsah plochy omezené kiivkou, osou x a poiadnici y:
Pedr-pore (2+3)

5. Rovnoosd hyperbola: a=b; e=]2; @=090°;

2y =

2% — yz SR
parametricky
z = cosh ¢; y =sinh ¢.
2

Rovnice asymptotickd: Ty = aT z

Oblouk hyperboly je vyjddfen dvéma eliptickymi integrdly.

9. Parabola.
1. Rownice vrcholovd (x osa scumérnosti, y vrcholové tedna):
y*=2pxr aneb ¥y =azx.
Poloparametr p = -‘21 jest dvojndsobnd vzddlenost ohniska od vrcholu.
2. Rovnice te¢ny v bod$ (z, y): yY =p(X + ).
3. Rowvnice normdly v bodd (z,y): Y —y=— % (X — ).

4. Délka tangenty t = Vy"' +42°, subtangenta s; = 2w,
délka normdly n = Vyz + p*, subnormdla s, = p .

(p+22)°
P
6. Obsah plochy omezené kiivkou a soufadnicemi z, y:

5. Polomér kfivosti o = I/ ; ve vrcholu g =p.

2

7. Délka oblouku od vrcholu O k bodu M (z,y):

=4[ T (s GT)]

8. Konfokdlni paraboly: y* = 2Aiz + A*.
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9. Rownice vrcholovd, y osa soumérnosti, x vrcholovéa tefna:
’62 i
= —— aneb y =Cz".
2p y
1
Smysl osy uddvé znameni C; poloparametr p = 50"

10. Rowvnice paraboly s osou sméru -+ y:
y=4 + Bz + Ca.
Jest urdena tfemi body; konstanty 4, B, C plynou feSenim rovnic
Yp = A + Bx), + Cxy; k=123
11. Rovn’ce usekovd (a) obr. 25, b) obr. 26): :

a) paraboly, utinajici na y useky 4 b, na x tsek + @ nebo — a
b) paraboly, utinajici na x tseky 4 a, na y usek + b nebo — b

b b
/ !_\ Iy Skt \ b
(J ST -s g
‘ z? y , %
\JD/ Vataerst /\L/\

Obr. 25, Obr. 26.

12. Rowvnice paraboly s osou sméru — y jdouci polétkem; nalx
rozpéti oblouku I, vyska oblouku A (cbr. 27).

VIl. Analyticka geometrie v prostoru.
1. Bod, pfimka, rovina v pravoihlé soustavé x,y, z.
a. Bod.

1. Poéatek O, bod v prostoru M, jeho vzdélenost od poéatku
OM = r pravodié, tGhly pruvodlce S kladnym smyslem os «, f, y,
souiadnice bodu M

\
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& =1 co8 & >y=rcosﬁ, z=7r cos y;
r=+Vw“+y2+zz; cos® & + cos® B+ cos® y=1.
2. Vzddlenost dvou bodid M, M,

U= @ — )" + (4, — )" + (2, — 2,)".
b. P¥imka.
3. Smérové kosiny piFimky M, M, svirajici s osami uhly «, f, y:
Lty Y2~ Y, Py %

oy Dt cosfl = 7 . cosy = — §

cos® o + cos® f + cos’ y=1.

COS & =

4. Uhel ¢ dvou sméri l, (07;,/31, ) U (5, B, 7,):
COS @ = c0s &, €os &, + cos ff; cos f, + cos y, cos y, .
Dva sméry jsou k sobd kolmé, je-li

cos «, ¢cos &, + cos B, cos 8, + cos y, cos y, = 0.

Znak orthogondlnosti dvou smért podle 3. a 4.: 3
soucet soudini smérovych kosinii je nula, soucet &tverci kosini rovng se 1.

5. Smérové kosiny normdly n (A, u, v) k roviné dvou sméra 7,1,
svirajicich thel ¢ = <31, I, (40):

1 |cosp cosy, 1 |cosax cosy,
co8 A = ——— g GOt = — ~——— *
sin ¢ | eos f3, cos y, sin @ | cos «, cos y,
1 cos «, cos f3,
cos ¥ = ——— Sl
sin @ | cos &, cos f3,

_ . 8. Nejkratst veddlenost dvou mimobéZek, které jdou body M, M,,
jejichZ sméry (o, B, »,). (%, B, ,) sviraji thel @:

2y Y=Y %%
cosx, cosfi, cosy, |
cos«, cosf, cosy,

1

k=—
sin ¢

" Pro prtméty tseéky ! a praméty rovinného obrazce P do tif
k sob& kolmych rovin plati: -

ThAL =T P PP SR
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9. Obsah Ctyrsténu M M, M M,:
3 x Y2l .
1 x: y: ztl 1 Vo 70 Ys =Y1% =%
V:-E z yz-l 3 Ty =, Y5—Y1% 2%
SHOT S L Sy T
x4 y4 zdl 4 174 b B 1

Ctyii body jsou v jedné roving, je-li determinant z jejich soutadnic
roven nule.

10. Pi#tmka jest uréena dvéma priméty;

neni-li rovnobé’na s y z, je
dédna rovnicemi:
y =ma + p (padorys); z = nx + q. (narys).
11. Smérové kosiny primky:
cosa:—l—-, cosﬂ:/——_m.___——,
V1+m?+n? V14+m?4n?
n
QOB =" ety
V1+m?+n?

Odmocnina ve jmenovateli se voli kladnd.
12. Uhel dvou pitmek:

1+m, m, +n n,
Ccos ¢ = =

(1 +mi+nj) (l—i—mz—l—n:)
Dvé primky jsou k sob& kolmé, jestlize
14+m, m,+n, n,=0.
13. Dvé primky se protinaji, kdy% determinant

m;, —m, P, — P,
Wy oy

14. P#tmka jdouct bodem M , sméru (x,f,y), je déna rovnicemi:

==0.

-2, Y-y R

cosx  cosf  cosy

15. Piimka, jdouct dvéma body M, , M,:

B0 Y z2—z,

Lgia=r Ly Y5 7Yy e
Technicky privodce, svaz. 1, 2. vyd.
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¢. Rovina.
16. Obecnd rovniee roviny :
: Ax + By +Cz+ D =0.
Kazda linearni rovnice mezi x, y a z zna¢i rovinu; chybi-li absolutni
¢élen D, jde 1ovina poéatkem.
17. Usekovd rovnice roviny, jsou-li a, b, ¢ tseky na oséch:

A
b

. 18. Roviny kolmé k osdm ve vzdalcnostech a, b, ¢ od podatku:
z=a, (1x): | y=b (Lyh z=0 (L2).

19. Roviny souradnic:

A z
— 24— =1
a c

(xy) 2=0;  (xx)y=0;  (yz) 2=0.

20. Normdlovd rovnice roviny, je-li p vzdalenost od poéatku, «, f,
ihly normély s osami:

R=wacosx +y cosf~+z cosy —p=0.

21. Obecna rovnice 16. prevedena na normdlovou 20 :

Ax+By+Cz+ D 08
(—sgnD)VAz-i—B”—i-C’2
o¢~A oﬂ—B ‘)‘_C' el
cos »—7, cos _7’ an—T, p—T,

kde J =V A% + B>+ C* ; odmocnina mé opatné znameni (— signum)
¢lenu D,

22. Vzddlenost bodu M (x,, y,, z,) 0d roviny :
d=z,c05x + y,co8f +2,c08y —p
plyne dosazenim soutadnic bodu M, do normdlové rovnice roviny 20.
23. Primka 10. je rovnobéind s rovinou 16., kdyz
A+Bm-+4+Cn=0.
24. Primka 10. je kolmd k roviné 18., kdyz
AB:C=1:m:in
25. Normdla k roviné 16. bodem M je ddna rovnicemi:

T—% . Y-y, 2—z

1

A B o
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26. Rovina bodem M, rovnobéiné se dvéma sméry:

cosf, cosf © |cosy, cosx
. 1 2
(= e [ VI ) Sy s
‘03 ¥, CO3Y, 1’ | cosy, cos«x,
COS &, COS 0, 5
+&—32) |cos B,~cos Bt
aneb

m, n = 0.
m, n

©

27. Uhel dvou rovin 16 :

A A, +B B +0,0,
cos y = = s

Via;+B,+0)) (4,+B,+0)
Dv8& roviny rovnobézné R, ||R,:

Al Bl Ol

5 S ial) ToR T i

2

Dv& roviny k sob® kolmé R, | R,:

A A, +B,B,+0,0,=0.

28. Svazek rovin. Budte R, =0, R, =0 normdlové rovnice dvou
rovin; pii libovolném 4 jest

R,+ AR, =0
rovnice rovin, jdoucich prusecnici danych dvou (osou svazku).
29. Rowvnice rovin, pilicich vhel danych dvou:
R, + R, = 0.

30. 7% roviny R, =0, R, =0, R, = 0 prochdzeji primkou, mozno-li
urditi Cinitele 4, 4,, 4,, pro které

AR +4,R,+ A R, = 0.
31. T'#i roviny. Pii libovolném 2, u jest

R1+;-R._,+‘1LR3=0

rovnice rovin, jdoucich priseéikem tii danych.
32. C‘tyii roviny. MoZno-li uréiti ¢initele 4,, 4,, 4, 4, pro né%
AR-+24,R,+4,R,+4R,=0,

5*
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jdou v8echny jednim bodem. Determinant z koeficientii rovnic
dpz+Bry+Crz+ D=0, k=1,23,4,

je nula.
2. Transformace soufadnic.

Soutadnice bodu v ptivodni soustavé: z,y,2z; v nové: z, Y2

1. Rovnobéiné posinuti os do nového poldtku (x,, y,, z,):
z =z,+7,

’
2 =2 ——zo.

o =2+, Yy =y,+Yy,
nebo zpét ' =z —z, Y=Y —Y,»
2. Otolent os o 1hly «, 8, y: Jsou-li smérové kosiny otoéenych os
cos(z'z) =a,,
cos (z" y)=a,,
cos (z' z)=a,,,

cos(y' x) =a,,
cos (y'y) =a,,,
cos (y' z) = a,,,

cos (x'x) =a,,,
cos (x' y) =a,,,
cos (x' z) =a,,,
je transformace déna substituci:
s
& —a11x+a12y+a’132’

e ’ ’ ’
i +a21y +as1z s

— ’ ’ - S .
Y=0,,7"+0a,,y +a,2 Y =0,,2+0a,y+a,,z,

2% ’ ’ iy ok ~
z=a,v+a,y +a,?; Z=a,x+a,y+a,z.

Substituce jest orthogonalni, ponechévajic soudet étvercii souiadnic
v obou soustavéch beze zmény:
wz;*_ya F2t =t byt 2
Podminka orthogonality jest obeend vyjadiena’ vzorei:
.7 . .
. 2 op=1, 2 e Gz = 05 (i #:79)
i K
Dag=1, Dagag =0; (k£1)
k i

proménny index %, k je vyznaéen pod znakem souétu.

Determinant orthogondlni transformace:

-
By O L Oy
Gyy By Gy | = £ 1
gy gy . Oy

podle orientace soustavy (pravo- nebo levotoéivé).
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3. Plochy v pravouhlé soustavé.

Plocha jest déna rovnici, vyjadiujici zévislost mezi tiemi pro-
. ménnymi soufadnicemi:
z =f(x,y), tvar rozvinuty; F (a,y,2) = 0, tvar nerozvinuty;

nebo parametricky:

z =9 (%), y=v (wv), z=z (u,v).
Priseky s rovinami soufadnic obdrZime, kladouce
2=0; y=0; z=0.

Prisek dvou ploch
Fo(%: 9 2) =0, .= Gi(xs9,2) =0

je prostorova éara. Vyloulenim jedné z proménnych z obou rovnic
plynou rovnice priméta prostorové &ary:

pidorys f (z,y) = 0; nérys g (z,2) =0; stranorys h (y,2) = 0.
Rovnice F'+4 AG@ =0 znaéi plochu, jdouci prisekem obou.

4. Plochy druhého stupné.
1. Obecnd rovnice plochy 2. stupng. Prehledné ji piSeme
a,2*+a, 9y +a,2 +2a,zy+ 2a,, yz + 2a,, 2
-+ 2a14 x + 2a‘24 Y+ 2“34 z2+4a, = 0.
2. Druhy ploch. Budi% D = |ay;, | determinant z koeficientt (a;;, =

=ay;); oy subdeterminant pridruZeny elementu ay, ; ddle S =
=a,,a,, — a:s Faiasi— ajx RO — afz (soucet subdeterminantt
ptidruZenych v «,, prvkim a , a,,, a,,); 8 =a,, +a,, + a,,.
a) Je-li D+#0; o, #0, znaci 1. plochy stiedové: pro
D<0,8x,,>0, S > 0 elipsoid
D058 %,, << 0 nebo § <0 hyperboloid jednodilny
D <0, sx,, <0 nebo § <0 hyperboloid dvojdilny.
b) Je-li «,, =0, znadi obecné rovnice Aparaboloidy: pro.
D < 0, § >0 paraboloid elipticky
D >0, 8 < 0 paraboloid hyperbolicky.
¢) Je-li D=0, zna¢i 1. plochy zvrhlé: pro
&,, 70 kuZel; a,, =0 valec; &, = &,, = &, =0 dvojici rovin.
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3. Souradnice stredu :

(04 o *x

N > e 14 3 y = 24 » o 34
{19 ’ 0= ’ P e SR
a44 a44 “44
4. Poloosy:
D q /" D [ DR
A R ; b=| — - ; S ;
/ 4y gy Ay Xg4 3 %44
kde 2,2, 2, jsou koteny t. zv. sekuldrni rovnice
e Tar a,,
ay, a,, — A -—a, =0.
gy Ay Ayy — A i

Rovnaji-li se dva jeji kofeny a nejsou nuly, je plocha rotaéni.

5. Kufel druhého stupné znaci kazdé homogenni rovnice 2. stupné
o tiech proménnych:

Ax® +By2+Cz2+ny+Exz+Fyz=0.

6. Koule o poloméru a a stredu (., y,,2,):
@ =2 +(y—y,) +(2—2,) =a*.

7. Vdlec, kolmy k roviné souradnic. mé rovnici-souhlasnou s rov-
nici prusec¢né kiivky vélce s touto rovinou.

Osové rovnice ploch druhého stupné:

Stfed plochy je v pcéatku, osy plochy v osdch soustavy.

8. Koule: 2+ Yt 4 2 =a’.
T L A

9. Elipsoid. ;-}-%2.}..6_2:1_
x2 2 22

10, Hyperboloid jednodilny: — + ~ — — =1.
b
5 xﬁ y2 z2

11, Hyperboloid dvojdilny: — — %= — -— =1.
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Vrecholové ruvuice

Vrchol plochy je v poéitku, v ném z =0 rovina tedné, hlavni fezy
J»ouvr/vnnch = s :

\

ey et : B g
13. Elipticky paraboloid.: — == =2z
plcky p Zp T 2g
2 2
S ol s o b
14, Hyperbolicky paraboloid.: S 23
2p, 2¢q jsou parametry hlavnich parabolickych fezi y =0, z=0.
R N el ‘1-2 y‘.' _zz.
15, Elipticky kuZel: =3 o e,

mé vrchol v poéatku, elipsu o polooséch a, b v roviné z = c.
Roveoaji-li se dvé .z os, vzniknou z, cbeenych ploch druhého
stupaé (krom hyperbolickéhio paraboloidu) plochy rotaéni.

5. Zvlastni druhy ploch.

1. Plochy p#imkové vzniknou prostorovym pohybem primky;
protinaji-li se dvé soumezné piimky plochy, je plocha rozuvinutelnd,
jinak zborcend. Parametricky jsou soutadnice bodt pfimkové plochy
dany rovnicemi:

=@ +ef(w);- y=y@)+vg(u); z=y(u)+vh(uw);
pro = konst. znaéi pfimky plochy, pro » =0 kiivku fidiei.

2. Plochy wdlcové. Eliminaci x, y, z z rovnie, jimiZ jsou dény

Fidief kivka { £ 3 ) =0 a pohyblivé primka { o g

plyne mezi proménnymi parametry vztah ¢ (u, v) =0 a jich vy-
louéenim rovnice plochy vélcové

p(y—ma, z—nx)=0.
3. Plochy kuZelové s vrcholem M, (x,,¥,,%,). Eliminaci z,y,z
z rovnic, jimi% dana
— Ty =u(z—2 )
. Y=Y, =v(2 — %,
plyne rovnice ¢ (u,v) =0 a z ni rovnice p}ochy kuZelové

(x—.ro y——yo)
@ § =0
e R e,

ridiei kiivka { g = ?) svazek paprsku o stiedu M {
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Je-li vrchol kuZele v poéatku, mé rovnice homogenni tvar

z £]=
(p(z’z 0.

4. Plochy rota¢ni. Budiz z osou otaceni, z = f () rovnice merididnu
v rovind xz, u vzdéalenost bodu plochy od osy, » fthel otoé&eni
z roviny xz. Plocha je dédna parametricky rovnicemi:
X =u CcosV; Y =usinv; 2 =f(u).

u = konst. zna&i kruZnice plochy, » = konst. merididny v roving
prochézejici osou. Eliminaci parametra «, v plyne, je-li

osa meridian rovnice plochy;
z f(x,2) =0 aneb f(y,z)=0, f(Vx2+y2,z)=0;
X f(x;y)=0 3 f(‘l'r,Z)=O, f(‘vs Vy2+z2)=0;
Yo Hmg=0 5 fwa=0,  fly, Vst 12)=0.

V rovnici merididnu ponechdme proménnou. souhlasnou s osou rotace, beze
zmény, druhou nahradime odmocninou, charakterisujici kruznice plochy.

5. Konoidy. Primky plochy jsou rovnobézny s danou Fidici rovi-
nou, protinaji stédle pevnou pirimku a pevnou kiivku. Budiz: !

tidici rovina fidici primka ridiei kiivka primka plochy
i x=0 F=0 yr=u
xy z=0 z{y=0 -k{G=0 -P{ B

. Eliminaci z, %,z plyne rovnice konoidu

@ (u, v) =0 aneb ¢ (ﬁ, z) =
&

6. Plochy -posouvdnt (translaéni) se vytvoii rovnob&inym po-
souvanim kiivky w =konst. po kiivce v = konst. Parametricky jsou
dény rovnicemi:

@ =f(u)+ ¢ (v); y=9 ) +y@©); z2="h (u)+ 7 (v).

7. Plochy $roubové. Budi% z osou Sroubovou, z = f(x) rovnice profilu
v roviné xz, h = 2nc vyska zavitu, u vzdalenost bodu plochy od osy,
v thel otofeni z roviny xz. Plocha je déna parametricky rovnicemi:

T =u CcOosv; Y = usinv; z2=cv+ f(u).
u = konst. znaéi Sroubovice, v = konst. profilové kiivky. Eliminaci
parametri u, v plyne rovnice

h T
=2—narctg%+f(yaz +9°)-
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Je-li f(u)=0, vznikne pravouhlda plocha S&roubové (Sroubovy

konoid):

o= s arc t Yy

G g z

B. BydZovsky: Uvod do analytické geometrie, 1923.
C. Briot — J. Bouguet: Lecons de géométrie analytique, 23. vyd. 1919, *
G. Castelnuovo: Lezioni di geometria analitica, 8. vyd. 1935.
@G. Fano — A. Terracini: Lezioni di geometria analitica e proiettiva, 1930.

A. Schoenflies: Einfithrung in die analytische Geometrvie der Ebene und des Raumes,
2. vyd. 1931.

@G. Salmon: A treatise on conic sections, 6. vyd. 1879 (roz$. Analytische Geo-
metrie der Kegelschnitte, 2 sv., 9. vyd. 1922; také franc., ital.).

@G. Salmon: A treatise on the analytic geometry of three dimensions, 2 sv.,
6. vyd. 1914 (také ném,, frane., ital.).

J. Vojtéch: Geometrie projektivni; synthetické i analytické vysSetifovdni projek-
tivnich pifbuznosti a atvara, 1932.

VIill. Poéet diferencialni.

1. Funkce a mezné hodnoty (limity) funkci.

Proménné veli¢iny znadi se x,y, 2,¢, u, v,...; konstanty a, b,¢,... 4, B,C...;
funké¢éni znaky f, F, ¢, @,... (Cteme jako pismena).

1. Funkce. Proménné veli¢ina y je v intervalu (a, b) jednoznaéné
funkece nezavisle proménné z (argument), jestlize kazdé hodnotd x
od x =a do 2 =b piislusi jedna ur¢itéd hodnota y (zévisle proménnd).

Funkece y je rozwinutd (explicitni), ma-li zdvislost tvar

y=1f(z),
nebo y je funkee nerozvinutd (implicitni), je-li ddna rovniei
F(z,y)=0.

Velitina y=C, kterd nezdvisi na proménné z, je stdld &ili konstanta.
Resenim podie z plyne z rovnice
(@) y=f(x) obrdcend Cili inversni funkce x=g(). (B)

Rovwnice (a), () znad¢i tutéz kiivku; vymé&nime-li v (f) proménné, je obrazem
inversni funkece y=g (z) kiivka, soumérné sdruzend ke kfivce y=/(z) podle piimky,
pilici dhel kladnych os.

Funkce sudd: f (—x) =+ f(x); na pi. z°, cos z ; kiivka je soumé&rnd podle osy y.

Funkce lichd : | (— ) = — f(x); na pr. za, sinz; krivka je stfedov& soumérnd
podle pocatku.

Funkce periodickd s periodou p; f@+kp)=f(x); TG I P
Rozeznavame a) Funkce algebraické: raciondlni celistvé (polynomy str. 26, 1.:

linedrni, kvadratickd atd.); racionédini lomené (podil dvou polynomt); iraciondlni
(na p¥. mocnina s racionalnim zlomkovym mocnitelem). Nealgebraické sluji

b) Funkce transcendentni. Elementdrni transcendenty jsou: funkce exponen-
cidlni, logaritmické; funkce goniometrické, hyperbolické a k nim inversni.

c¢) Vysst transcendenty jsou definovdny integrdly nebo diferencidlnimi rov-
nicemi, na pi. funkce eiiptické, kulové, cylindrické atd.



~
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Veli¢ina z jest funkee dvou nezdvisle proménnych z, v, jestliZe
kaZdé dvojici @,y pristusi uréitd hodnota z. KHunkce z je bud
rozwinwrd z = f(x,y) nebo nerozvinuld F(z,y,z)=0.
Geometricky obraz funkce dvou nezdvisle promf"nns"eh je plocha.
2. Limita. Symbol lim @ = a nebo x>« znadi: proménni x se bez

omezeni bliZi mezné hodnoté neboli limité a, takZe rozdil |a — x| je
libovolné maly (mensSi neZ libovolné malé é&islo).

3. lim f(x)=b nadi: f(x) se neomezend bliZi hodnot& b, kdy#% x se

z>a
bez omezeni bliZzi k a.

4. lim x = 0 znadi: proménnd, z je ¢lslo nekoneéné malé, t. j. od
nuly se lisi libovolné malo.

Clislo nekonednd malé mizi proti &slu konednému, ¢islo nekoneénd malé
vygsiho fadu proti nekonec¢né malému rddu niz8iho.

5. lim @ = ~o znaéi: proménna z je &islo nekoneéné velké, t.j. roste
nad kazdé sebevétsi éislo.

Cislo kone¢né mizi proti éislu nekonednd velkému, &islo nekoneénd velke
niz§ho Fddu proti nekone¢nd velkému iddu vyssiho.

6. lim % _o, " , e
>0l A >0
1
; e i o 0 é
8 Im 'L+ =lim 4 k)T =e=271828 % .;
n—>o0 n h—>0 14
n m o
9. lim[l +£] —=e=7; 10 T 08 a1
n>c\ T N z=>0 %
Pro n celé kladné
e : 4 o
1=l =Sty ptia>1; 12 i S s
n-> oo g T->o0 N

13. Funkce y = f(x) je spojitd v misté @, je-li v ném (jednoznaéneé
definovand) hodnota tunkce zaroven jeji limitou
lim f(z 4 dz) = f(z).
dx =0
Nekonedn& malé zméné argumentu z o diferenci dz odpovidd nekonedn¢ maléd
diference funkce dy =7 (@ + dx) — f (x) = 4f (x), takZe s ubyvajicim dx—0
: lim [f (x4 dx) — f(x)] = 0.
Jinak je funkce pretrzitd s pretrzknua koneénou nebo nekoncénou.
Funkea je spojita v intervalu (a, b), je-li spojitd na kaZdém jeho
misté.
* 2. Derivace a diferencialy.

1. Derivace ¢&. diferencidlnt pomér funkce y = f(z) v mistd = je
limita diferenéniho poméru a znadi se:



VIII. Poéet diferencidiini. 5

Ha+4x)—f(2) o Af@) df(x)
e R Rt o
Ay o o dy
Jla:ril()/_’l.lf = 57 d.e s

Cte se: Derivace funkce f proménné x (krifce 7, # podle z nebo f s ¢drkonz;
y 8 tdarkou; diferenciil f, z podle diferencidlu & nebo d, y podie d, z. Nezavisie
proménna je vzdy ve jmenovateli.

Existuje-li tato limita, mé funkce deri- > /
vaci. Geometricky (obr. 28.) znaé¢i derivace yifa)
f'(@) tangentu thlu, ktery teéaa (mezné po-
loba seény) kiivky y =f(x) v misté @ svird
s kladnym smyslem osy x:y = tgao.

Derivace udava také rychlost zmény funk-
ce v misté .

Diterencidl dz je na mistu 2 nezdvisly, miZe Xidx
byt libovolng zvo'en (na pi. de=dx). Diferencidl .
dy = 4f (x) =/ (@) dr je funkei & a znadi piirastek Obr. 28.
na veéad, od prirastku funkce 4y (na kiivee) e li8i
0 nekonednd malou veiicinu vy8§ioo radu. Bodu (z, ¥) soumezny bod m4 soufadnice
z + dz, y+ dy.

Ma-li funkee derivaci v misté 2, je v ném spojitd; opak neplati.

2. Diferencidl funkce y=f (x) je soudin z derivace a diferencidlu
, nezavisle proménné

df (z) =f (z)dz; dy =y’ dx;
3. Derivace a diferencidl konstanty je nula.
do
o =t A =0,

3. Pravidla o diferencovani..
Budtez u =u(z), v=v(z), w=w(x)... funkce proménné z.
du

u’=—(—l;; V=—/ du = w'dz; dv =v'dz.

l.d(u+v)=du+dv, (u+v)=u+7v,
2. d(uv) = udv + vdu, (uv)’ = uwv'+ vu'.

SloZité souéiny diferencujeme po piedchozim logaritmovéni.

3. d(uvw . . . =[d—:+%:)—+%?i +Juvw
R RIS T
(u@...)—(u+v+w+..]umu
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u]_ vdu —udy [u)’_ v — uv’
—_— 5 PRGOS

4. d (—— P H B

v
5. Derivace sloZené funkce f(u), kde u =wu(v), v =v(x):

dx duy do.  dz -
Derivace funkce inversnt x =g (y) ku y = f (x) :
dz A
Y =—— = ——, kd, )y = 0:
7o) =g = 7= kayd f () #
. Derivace funkce dané parametricky x =z (), y =y (t):
dy dy:dt vy ()

dz  de:dt (@)

-

4. Diferencialy elementarnich funkci.
Oznadeni: ¢ konstanta, da =0, m libovolné é&islo.

1. d (a+2)=dz; 2. darx=adzx;
e Sl
3. da2™=ma™ " ldz; 4. dz™= _n—z_mm dz;
5. de® =e%dux; 6.da®=a"lgadz;
dx I da
7-d1g$=7, s.dlogax=lg—a~x—,
9. dsinz =cos xzdx; 10. d cosz = —sinxzdz;
11. dtgo = LA 12. d cotgw = — 2R
cos’z sin® @
13.darcsin:c=—dm—; 14. darccosz = — ,_E__:;
V1—a V1-a
15. darctga = g 3 16. d arccotgx = — i 3
142 14 2°
17. d sinhx = coshz dx ; 1v8.dcoshx=sinha:dx;
l9.dtghx=i; 3 20. d cotghx = — s 3
cosh® z sinh® 2

21. Diferencidl sloZené funkce f[p(z)] = f(X). Predchézejici vzorce
rozsifime, piSeme-li v nich X misto z, pii ¢emZ X = ¢ (x). Obecné

df(X)=f(X)dX, kde dX =¢'(z)dz.
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Na pt.
Y= (sinx)? = X2; dy=2Xd X =2sinz dsinz =2sinz. goszdz.
%
y=sinz® =8inX; dy =cos XdX =cosz*. 2z dx.
3.4
Z diferencialtt plynou derivace, d8lime-li na obou stranéch dife-
rencidlem nezavisle proménné.

5. Vyssi derivace a diferencialy.

1. Druhd derivace funkee y = f(x) jest derivaci prvni derivace;
znadi se:

1 (z) = df () _ d*f (@) nebo y” Aodgtedly :
da da* / < d= dz*
Druhy diferencidl:
Q@ f(z) = ' (x)da?s Py = y'da’.

V symbolech se pi%e d® misto dd; dz® misto dz . dx. PondvadZ diferencidl dz
je na z nezgvisly, dluzno jej pro kazdé daldi diferencovédni poklddati za konstantu.
Podobné vznika a se znaci tfett derivace.

2. Obecné n-td derivace:

Gt ) ) ) Ay

(M) () i
88 C Rt dan dw dzn
3. Operdtor D: Predpis derivovéni vyjadiuje stru¢né operaéni znak
ok i S e St
dz da® ’ dz™
4. Nezdvisly tvar n-té derivace nékterych funkci:
D*2s™=mm—1)..,. (m—n+1)z™ ", DEt = n'l%
o 1
D"'ng=(— l)n-l__(n%; Dneazzem; Dna:c=az(lga)n;
x
D”sinz=sin[x+n%]; D"cosx:cos(m+n%‘].

5. Vzorec Leibnizidw. Jsou-li u, v funkee z, je symbolicky
D™ (uv) = (u + v)".

V binomickém rozvoji vyjadiuji mocnitelé f4d derivaci; ™ v° znaéi
u™ v, u® "™ podobnd w™ (nulté derivace je funkce sama).
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6. Derivace a diferencialy funkci nékolika proménnych.

1. Parcidlnt &ili édsteéné derivace a diferencidly funkce dvou nezé-
visle proménnych
z=f(2y)

Céstetna derivace podle x (pii stdlém y):

\

3’ (d, f parciéing podle d, x) jo nedilny znak misto %

Difex encujeme jen podle z, poklddajice y za stdlou, a difereccidlem dz hned délime.
¢ ol ey = ; 2 X
Castetny .diferencial vzhledem k @ : d,f= —i de.
° f

Céstetnd derivace podle y (pFi stédlém x):

37

—fyzfg;

d,f
(d,f parcialné podle d, ) je nedilny znak misto W
Diferencu)eme jen podle y, poklddajice z za stédlou, a dlfelenctmem dy hned dé&lime.
9
Céstetny diferencial vzhledem k y: d,f= —a—f—dy.

2. Druhé parcidlnt derwace vzniknou ¢asteénym derivovanim
prvnich:

A R [sf] & drah islni 4 al
Sl Pk = fyp = f,, druhd parcidlni derivace podle z;
et
Pl o e e R SRR
3 3 (Sf] :
%23y = PR =/W—f1,, druhé (smiSens) derivace podle z a ¥ ;
3 f 3 (ot
ayb\w = A [W]:fyz=f21 ” ”» 53 i »w Yyaz.

3. Pofad diferencovdnt je lhostejny:

2 f __32_[_. P
dwdy - dydx ’ e

existuji-li obé prvni a druhé smiSené derivace a jsou-li spojité,

4. Totdlni &ili uplny diferencidl:
df (z,y) =

of
aydy.
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5. Druhy (Gpiny) diferencidl:
s T f
dz® + 2 dz dy = &
oz’

A
<

2

C

& (z,9) = y’; dy'.

6. Obecné n-ty (Gplny) diferencidl symbolicky:

n n
a*f(x,y) = ( dy] f(2y) .
7. Derivace nerozvinuté funkce f(z,y) =
2f
S Bz s Iy
5% A<y han

Diferencujeme totdln& podle 4., diferencidlem dx délime a ¥’ vypod&ieme.
.

8. Druhd derivace nerozvinuté funkce f(z,y) =

7 dy’ B2 f11f3—24f12f1f2+f22/f
G .

. 9. Totdlnt (Gp'ny) diferencidl funkce vétsiho podétu nezdvisle
proménnych f=f(z,y,2,..): :

df(x,y,z,...)=%i~dx+

of f

R AN

10. Derivace funkce slofené wu =F(x, Y, 2), kde @,y,z jsou funkce
jediné proménné ¢, plyne z totdlniho diferencidlu du délenim d¢

du F dv  OF dy  OF d
& T 9z at T oy & 3z dt °

11, Derivace nerozvinuté funkce u ndkolika nezdvisle prom&nnych

F(x,y,2,...u)=0 podle #,¥,2,... plynou z rovnie:
?_F SF.iqi=0’ oF SF_i_u=0’ 3F+2_‘Su oy il
0, du o Yy ou dy oz ‘u oz

12. Homogennit funkce f(x,y,2, ...) je stupné n-tého, jestlize
f (2, by 625 o F=t (Y5 25 vai)

13, Buleriw vzorec pro homogenni funkes n-tého stupné:

f +y——i+z—f—+ —nf(.z‘,y,z....).
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7. Pomocné véty.
1. Véta Rolleova: M4-li spojitéd funkee f(z) v intervalu od z =a do
z =b wéité derivace a je-li f(a) =f(b), jest v tomto intervalu nej-
ménd jedno misto z=§&, v némiZ f/(§) =0. Aneb: v intervalu (a,b)
mé rovnice f'(z) =0 nejméné jeden koten.
Mezi dvéma body kiivky se stejnymi poifadnicemi jest nejméné& jeden jeji vrchol.

2. Véta Lagrangeova: Jsou-li v intervalu (a, b) funkce f(x) a deri-
vace [’(x) spojité, je

f(b)—=F(a) = = G

—b—a—hf(S)’ a< < b;

an‘b, klademe-li a=x, b=x+h, E=x+ 9 h, kde ? je kladny pravy
zlomek, jest

f(x+h)—f(x)=hf(x+R), 091

Mezi dvdma body kiivky je n¥kde jeji teéna, rovnob&znd se seénou jdouci
t&mi body.

8. Rozvinovani funkci v Fady mocninové.

1. Rada Taylorova: Funkee f(z), se vSemi derivacemi v intervalu
od # do z+ h spojité, se dé rozvinouti v ¥fadu

7 ” D (n)
f(x+h):f(x)+Iﬂh+%flh2+...+ininf. L (!”) n™,
=0

1! n

Prerusime-li fadu po n-tém dlenu, je zbytek

D P e E TR b
Rnf o~ h CES] h +...dn inf.

Zbytek lze vyjadriti v riznych tvarech; chybu, vzniklou sou¢tem neaplné rady,
mozno jim odhadnouti. Na pf.:

Zbytek Lagrangeiw: .
(&)
1% Al P :
Pro # =0 a #=1 obdrZime dv& hodnoty, mezi nimiZ zbytek jest uzavien.

: E=z+0h; 0=0=1.

Taylorova fada plati, konverguje-li zbytek k nule,

limE, = 0.
n—>w0

2. Rada Taylorova, jiny tvar: Klademe-li z =a + (& — a), jest

1l 2
> f(n)(é)

n n!

, 70 D 4(n)
t@=f@+ LD @0+ LO ooy = LD o _apy
0

(z—a)™ E=a+ P(x—a); 0<H<1.
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3. Rada Maclaurinova: Funkee y = f (z), kters v mistd x = 0 se
viemi derivacemi je spojité, muZe bytl rozvinuta v fadu

0 0) /11 (0 s ‘")O :
fiaypoy ¢ L0 L I SO L SO
0
Rn ﬂ(ﬂ_x) 0B 1.
n!

4. Rada Taylorova pro funkei dvou proménnych z = f(z, y):

fot oy + 0 = @)+ 4 (sor+ L) +

2 42
+L(3fh2+2 f hk+dfk2]+
2! Yaz? dx Qyt
Zbytek Lagrangeiw (symbolicky):
§=x+9,h; %5
n_ [3): Jf(‘f’ n=y+0,k; 0 oLl
5. Rada Maclaurinova pro funkei dvou proménnych:
3 .
1) =10.0)+ 77 (552 +5-9) 10,0+
¥ (oo, 3 h .3] 4
REECTH b i +2W~”y+ Syzy £(0,0) + ---
1 2 i) Szt
Rn:'m[sx‘v_i_ Sy y] f(ﬁl‘l‘!ﬁgy); OQﬁlyQQI
6. Fada Taylorova pro funkce nékolika proménnych:
: 4 < 2 2 : n
f(.ll-*—hl, .l:2+h2,..‘ Zn—[ /1 +§x—2h2 +...] f(.l'l,xe...).

n=0

9. Mocninové fady pro funkce elementarni.

U kazdé rady jest uddn obor konvergence; nerovnost | |< e znamend, Ze rada
konverguje pro kazdé z,
a. Rada binomicka.

ey o, n(n—1) 2.*.7"(”_1)("‘2) 3
L (lF 2 = 15 1:1:+ e 1.2.3 S

Technicky pruvodce, svaz. 1, 2. vyd.
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aneb, oznaéime-li binomické koeficienty

. (n nn—1)n—2)...(n—k+1)
[k] k! !

(5

L

(1+x)"=§[2]x"=1+['f)x+ [g]xz—i- [g)x3+ s
k=0

Binomicka rada konverguje pii libovolném n pro |z| < 1

Je-li a>b, rozvineme podle 1. pii libovolném 7

(@+b)* = a® [1 F %)"=a"(1 + ).

Na pi. pro n=—1,n=%,n=— % || <1 plati fady :
A+z)~=1Tx+2’T2*+.. (fada geometricka)
1'1+z=1¢;— —2%4—::24- 2‘14':_36 z* — 2{;.38 28
et pet e e gy -

b. Rady exponencialni.
2.e“°~l+l‘—r!+;—j+§—j+..., |@| <o ;

3. =1+ Igl:I x4+ (lng)z x® + (lga(!z)a 4. fia a>0,|x|<o.

c. Rady logaritmické.
4.1g(1+x)=1‘—§+£;——'—§+-.-, = lT<wp=1;

5.lgi__l_z=2(x+§ ;+] || < 1;

6.lgii_i=2(%+3;3+515+...), @] > 1;

Rl

8. lg (a+;v)=lga+2{2aix + %{7{%5 3 4 }, a>0,x>—a.
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d. Rady pro funkce goniometrické, cyklometrické
a hyperbolické.

V fadéch 9.—17. jest x Ghel v mife absolutnf; rovnéZ v rfaddch 23.—25. Ghly z a y.

8 5 7

z x
9.smx—-x—?+ﬁ—?+ || <0l
x* z* x*
10. cosw=l—§+1—!—~ﬁ+..., || <03
1 2 ¥ 2
.3 A | IR Wk 2 £ 4 o} ‘_____ 6 Sty 8_ -
ot Bt (1 sty B 7Y s 7 S ]
1 2 1 2
2 St i 2 Sl 1 ok S_— 10 -
12. cos*z=1 x+3x 45 Sr 315 14175:49 e
g LS il Sl
. SINX COST =2 —-gx —}—ﬁm 315 + 5835 x
4 10 ]
BRI e o
4 2 3 13 41 671 ]
3 AN R o 4_ 6 8o -,
e (1 5% T 150 % ~ 3024 © T 604800 * ;
e S e e o ke ey
15. cos’z = 1—?m+8 —mx +—1mx
RO3 s ae -
= 199000 = ¥ xS
% 2 2 vy £
16. tgx—?+§—+ﬁx +mx IRy v |x|<2,
1 PR 2124
. =—— e — — " — ..., 0 H
17. cotg « =g T3 915 © 0 |z|<m
: 1 2% 1.8
s A LY s O b
18. arcsin @ a,+2 3+2-45+..., fel==1:
3 5 T
19. arctgm:w—%-}-%—%——}—..., fo=1:
; R x3
20.su1hx=?—!+§—' + + x| << ;
2 4 xs
21. cosh x——1+ + 6'+..., fli<sdots

6%
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x? et 17

i ST |z|<<ooj;

1 -
23. sinz si_ny=wy[1——.[x”+y2]+ o0 (3:1: +10x2y2+3y]
: (x +72'y® + T2y + ]+
~ 5040 v, y'+y
1

+ 1814400 (5”8+60x°y2+ 125x‘y4+60w2y°+5y”] - J

1
cosx cosy=1——2——[x2+y2] + ﬂ-(x"—}—(ixzyz-[»y‘] e

(z + 15z y? +15xy +y]+

©

1
=720
= m[m“-{—%x‘gf—i— 70x"y‘+28x2y“+y“] SN,

e I O
25.smxcosy—x|1—Fx+3y +1—20x+10xy + byt —

= ,040 [x +21x‘J2+35x2y‘+7y]
+W[m“+36x“yz+126m‘y4+84x2y“+9y8]—. ! ]
e. Jiné rady,

Funkce, které nelze rozvinouti v radu Maclaurinovu, protoZe
v misté @ = 0 nemaji derivace koneéné (jako cotg z), nebo obtiZné se
rozvinuji (jako tgx), maji zvléétni ro7v0je
x x D
= =B, +B,— +B, +B—+ e =y
e —1 1! 91 6!
Bernoulliova &tsla B,,, obsaZend zde a také v koeﬁgientech fad 16.
a 17., jsou dédna symbolicky rekursnim vzorcem pro n — 1 (od n = 2):

B,=(1+B)® kde B*=B,,B =1, $=1,2,3,4,...;

26.

1 1 1 1 1 5
Blrwé,B,::'é,Bdl:'—*gﬁ;B“:ﬁ,BB=*‘§6,BIO=€E,...
BszBszr..zB”H_l: T

(22)* (22)* (22)°
27. zcotgx =1— B, T + B, T =0 o1 -+ slicksen
4
28. wtgr—= (2" — 1)3( ) = 1B (24’f) |a;|<_12

Poznimka. Zbytek (chyba) v souétu alternujiéi fady, t. j. fady se stridavymi
znaménky, se odhadne podle pravidla 4. misledujicihp odst. 10
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10. Konvergence nekoneénych ¥ad.
[==)
1. Rada Uy +ug+uy, + ... in inf. =Zu, je konvergentni, jestlize ¢dstedny
g
souet prvych n ¢lentt s, =u; +u,+...+u, pii n do nekonedna rostoucim ma
jednoznaénou, urcitou a kone¢nou limitu s. Rozdil R, =s— s, sluje zbytek rady.
2. Nutnd podminka konvergence: lim u, = 0 neni postacujici.
n->co
8. Rada s ¢leny rtizného znameni konverguje absoluiné, konverguje-li fada
absolutnich hodnot jednotlivych &lent.

4. Rada se st¥idavymi znaménky (alfernujict) konverguje, zmensuji-li se abso-
lutni hodnoty ¢lent k nule. Zbytek alternujici fady je absolutné mensi, neZ prvni
jeho &len a md jeho znameni | R, | <l| 4y, 4.1|-

5. Rada s komplexnimi ¢leny w”=uﬂ+iv,n konverguje, konverguje-li tada

absolutnich hodnot jednotlivych é&lentl |w,,|= I/u,ﬁ + vp; pak konverguji i fady
2 Uy S+
n n
6. Rada 2w, s kladnymi ¢leny konverguje, jsou-li v8echnyy jeji ¢leny mensi
neZ stejnolehlé ¢leny konvergentni rady s kladnymi éleny 2'v,.

7. Je-li s, fady 2'u, absolutné mensi nez jistd mez 4 a v posloupnosti a,, a,,...
je lima, = 0, konverguje rada sou¢int Xa, u,

Kriteria konvergence ad: Rada konverguje, jestlize pro n—>w

lun+ll

[n |

n
8. lim <1 (D’Alembert). 9. lim ]Vu_,,|<1 (Cauchy)-
Up +1
Up,

11. Rada 2u,, jejiz ¢leny jsou funkcemi proménné z, konverguje rovnomérné
v intervala (a, b), kdyZ pro libovoln& malé kladné ¢isto ¢ 1ze vzdy udati kladné »,
na z v uvedeném intervalu nezdvislé, takZe pro kazdé n = » plati IR” (@) | < e

Jsou-li ¢leny rovnomérnd konvergujici fady spojité funkece proménné z, definuje
fada funkei spojitou.

10. lim n (1— ] >1 (Raabe).

12. Rada s promé&nnymi ¢leny konverguje v daném intervalu rovnomérné, jsou-li
jeji ¢leny neustdle absolutnd mensi nez stejnolehlé ¢leny jiné rovnomérné kon-
vergentni rady.

13. Rada mocninova ayta,;x+a, o+ ay, z"™ +4,.. konverguje rovnomérnd
pro viechny hodnoty z, absolutn& mensi neZ polomér konvergence 7:

|lz| <r=Ilim
n—>c»

. ]

a1 |
14. Rada sluje semikonvergenini, kdy# jeji zbytek R, pro jistou hodnotu n
md minimum; tiebaZe diverguje, 1ze ji aZ po udany index uziti k vyjddreni funkce.

15. Rovnomé&rnd konvergentni fadu lze diferencovati ¢len po ¢lenu, konverguje-li
odvozend rada rovnomérnpé.

Rovnomérné konvergentni fadu 1ze ¢len po ¢lenu integrovati.
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16. Methoda neurc¢itych souciniteli: Ve dvou identickych mocninovych fadéch
rovnaji se soucinitelé u stejnych mocnin proménné.

17. Soutin dvou mocninovych fad je opdt fada mocninové; jeji polomdr kon-
vergence rovné se aspoit menSimu poloméru konvergence fad ptvodnich.

M. Godefroy: Théorie ¢lémentaire des séries, 1902.
T. Bromwich: An introduction to the theory of infinite series, 1908.
K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 3. vyd. 1931.

11. Poéitani s malymi é&isly.

Jsou-li ¢isla & 0, {, n vzhledem k jedné tak mala, Ze jejich
mocniny a soudiny mohou byti vynechdny, plati piibliZzné:

L. (L+e)"~1tne 2. (1 +e)~142¢

—— 1 1 e
3.V1i£~]i—2—e, 4 1i8~1+8,
D —1———wl$2e; 6. 1 %1?—'—1—8;

(T+e)? /1 +e 2

SRR, e ag | TS G AU S e S D

1+ +0)... g
s A+ +£n)... ~l+teto. ... FLlF7n....

- Rtzni-li se p, a p, malo od sebe, je priblizné:
9. /p,p,~1(p,+p,)-

Pro maly thel ¢ v mire obloukové (absolutni) piiblizné:

10. sin e~¢; sin (x + &) ~sin @ + ecos x;

11. cose~1; cos (& + &) ~ cosx — esinx;

e
12, tg ERzE; tg (’v-}-s)%tg x+?gs2—x—'
Presnéji:
13 sinsfve[l—i 2)- 14, /cos,gwl__l_e?.
£ ~ g 3 A~ e
L B P
15. tg e~e|1 + 5 &' |5 16. Ig(1+8)~¢— 5 &%
& x+ & € 2 &
17. lg(x+e)~lgx+;_.—.__; 18. Ig _€~2;+§;;
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12. Nekoneéné soudiny,
1. Souéin (produkt II, velké pi)

Atu)(t+u)A+w,) ... = [[(1+u,)
1

oo
konverguje nezavisle na potadi, konverguje-li fada Eun.
1

2 2

Z.Smnxznm{l—f—z){l—%]... pro |z|<w;
2 .2 2,2

- 2 cosn:c:(l—— 2126 )(l— 23? ] s | B{<C 03

4. Vzorec Wallistuw:

13. Neurcité tvary,

0 o f(x) £ =t 3o
1. T Zlomek (@)’ ktery pro x = a jest neurcitym tvarem

f(x) f(a) 0 oo
{ ¢ 47 e s o
mé hodnotu
im J@) | F(=) s s ol (2)
achj)na @) | F @) po pripadé = () atd.
=0 . T=G

Derivujeme zvlast citatele, zvlaSt jmenovatele a do podilu dosadime z =a;
po pripadé vykon opakujeme.

Substituéni znaménko (svisld ¢ara) se ¢éte: mé se do vyrazu dosaditi z = a.

2. 0- &: Soucin f(x)-F(z), ktery pro x =a je neurcitym tvarem
0-~, prevedeme na predchazejici

1 i
f(@)-F (x) = f () “Flay F () I
3. ® — »: Rozdil F(z) — f(x), ktery pro & = a jest neuréitym
tvarem oc — oo, pievedeme na podil, kladouce

e ’ oy = u, ()

v, (%) 7
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aby pro z=a jmenovatelé byly nuly, Citatelé ani 0 ani oc; pak

Uy Uy — U, 0, xd 0
v, v, 0

} [F(z) —f(2)] =

rT=a

7 R e V)"raz = [f(x)]F(z), ktery pro # = @ nabyvé neuréi-
tého tvaru, napied logaritmujeme; stanovime hodnotu tvaru

gy = F(@)ig (@) =

podle piedchézejiciho a piejdeme k funkei exponencidlni y = eC.

14. Maxima a minima (extrémni hodnoty).

V nejblizsim okoli maxima mé funkece f(x) hodnoty mensi neZ
max., v okoli minima v&t§i neZ min. Okoli vrcholu krivky y = f(x)
je v maximu pod teénou, v minimu nad teénou rovnobéznou k ose .

1. Maxima a minima funkce jedné proménné y = f (x).

Funkee f(z) mé v misté x = a extrém (maximum nebo minimum),
jestlize nejniZsi derivace, kterd pro z=:a nevymizi, je suda. Je-li
zépornd, jest f(a) maximum, je-li kladnd, minimum.

Prvni derivaci poloZime rovnu nule. Refenim rovnice f’ (z) = 0 plynou kofeny
z,, T,, ..., t.j. mista, v nichZ miZe byti extrém (vrcholy s te¢nami sméru x).
o jeho druhu rozhodne znameni druhé derivace. Je-li na pi. pro koien x =a
druhd derivace

zapornd, t.j. < 0, ['maximum
" (a) { mé funkce v misté x = a -
kladnd, ,, >0, l minimum

Kdyby f’ (a) =0, §”"(a) + 0, neni v misté z = @ extrém, nybrz kiivka y =7 (x)
mé tam bod obratu s tetnou sméru x.

Jestlize f’* (a) =0, f““ (a) #+ 0, jest f(a) maximum nebo minimum a o jeho
druhu rozhodne znameni étvrté derivace; atd.

Poznamka Je-li prvni derivace (kterd 'byla poloZena rovna nule) zlomek

f(a).

' (x) =—, jest 1" (x) = %— ; t.j. 0 znameni druhé derivace rozhodne vyraz, ktery
obdrzime, derivujeme-li jen ¢itatele a jmenovatele ponechdme beze zmény.
2. Maxima a minima nerozvinuté funkce f(z,y) = 0.

Hodnoty x, pro néZ nastanou extrémy proménné y. plynou fe-
Senim rovnic 2 f

9 : 3f
s vyhradou 59 # 0.

f (xs :'/) o
O drubu extrému rozhodne znameni vyrazu
of < 0_. maximu,

Sk 59 , ktery jest < Opm iR
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3. Extrém funkce dvou mezdvisle proménnych z = f(x,y). Hodnoty
z, Yy, pro které mé z extrém, plynou reSenim rovnic

e LR S
Jz dy
s vyhradou, Ze pro vypoétené dvojice kofenl je vyraz

j21 i ox* 3y’ 2z dy
Pak obé druhé derivace i“ =5 = - maji soudasné totéZ znament :
cx Yy

zadporné pii maximu, kladné pii minimu.

Kdyby byl diskriminant D < 0, mé funkce t. zv. mazimum-minimum, zobra-
zené na plose z = f(r,y) sedlem s horizontdlni rovinou te¢nou.

4. Extrém funkce nékolika proménnych w = f (x, x,, ...,x,). Pod-
minky pro extrém:
2 3 2
£f=o. ‘f=a e qf=a
(L‘l c x2 ; o mn
Prvni parcidlni derivace podle v8ech proménnych poloZime rovny nule; feSenim
této ésoustavy rovnic najdeme hodnoty z,, z,, ..., ,, pro které muze funkce miti
extrém.
V misté extrému jest totdlni diferencidl du identicky nula (t. j. pro vS8echny
piirastky dz,, dz,, ..., dz,); druby diferencidl d*z musi miti stdlé znameni: je

zdporny pii maximu, kladny pii minimu. Povaha tdkolu ¢ini zpravidla toto vy-
Setfovani zbytetnym.
5. Relativnt extrémy. Extrém funkee V= f (z, ¥, z), v niZ proménné

x, Y.z jsou vazany vztahem ¢ (z,%,z)=0, stanovime jako prosty
extrém vyrazu W =V + 4 ¢. ReSenim &ty rovnic .

oW oW W

b e 3z
uréime x, ¥, 2z, pro néZz nastdva maximum nebo minimum, a pomocny
Lagrangetv faktor .

=10; ¢ (2,y,2) =0

6. Relativni extrém funkce V = f(x,, z,, ..., 2,), Vv némZ n pro-
ménnych z,2,,...,z, jest vidzdno m < n podminkami
@, (%5 .0 2,) =0, Py (X5 ce0sZp) =0, oot @ (@ oo vy z,)=0,

najdeme jako prosty extrém vyrazu
W=V+}1tp1+lz(p2+ D L
ReSenim n + m rovnic
oW oW :
xl —O,...,W—O, (Pl"oa"'!(pm_o
plynou, ..., @, pro extrém (a pomocné faktory 2, ..., 4,).

@
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15. Funkce zavislé a nezavislé.
1. Déno je m funkef y , ¥,...,y,, 0 n proménnych z , z,..., 2,
yi'zfi (e Tty 000 t="1, 20510,

Funkce jsou na sobé& zdwislé, je-li mezi nimi néjaky identicky, t. j.
pro kazdé z platny vztah

B0 Yo mns s Upn) = 035
jinak jsou na sobé& nezdvislé. Rozhoduje tad funkciondlnt matice

2 2] 2
Y, °Y, °Y,
-
3:(;1 dz, cx,
M e T e e e
Q
Ym O Ym Y
3 < >
Zl [ 1?2 < :L'n

Funkece jsou na sobd nezavislé, kdyz matice M je Fadu r=m.
Je-i m=n a M iadu r <m, jest mezi m funkcemi jen r nezé-
vislych; zbyvajicich m —r moZno jimi vyjadiiti.
2, Déno je n funkeiy,, ¥,. ..., ¥, on proménnych z ,x,,...,x,,
yi=fi(ml,x,_,,...,xn), P ey R 6

O zavislosti rozhoduje funkciondlnit determinant

3 3 o
%Y1 °Y °Y,
oz, Jx, Sz,
QA
7 (Y19 Yss - Yn)
N 2 : Sz, Ty5 - o0 TY)
°Yn °Yn °Yn
) 3 )
‘.ml uxz vZ‘n

Funkce jsou na sobé zavislé, kdyZ funkcionalni determinant J = 0.
Funkece jsou na sobé nezdvislé, je-li J = 0 (t. . rtizny-od nuly).

3. Déno je n funkei y,, #,,...,¥, jedné proménné z,
Yi=1; @), Py s b
Funkce jsou na sobé linedrné zdvislé, plati-li mezi nimi lineérni vztah
Y, +CY,+ oot Yy, =0,

kde konstanty ¢ , ¢,, ..., ¢, nejsou soutasné nulami. Podminku
vyjadiuje Wronskiho determinant, slozeny z funkeci a derivaci.
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Y, TR e Yn
g g v
P e R e v e 5 et
(n—1) (n—1) (n—1)
: % R

Funkce jsou linearné zévislé, je-li determinant W= 0. Funkce jsou
line4rn& nezavislé, je-li W = 0.

IX. Poéet integralni.
A. Integraly neomezené (neuréité).
1. Definice a pomocné véty.

1. Neomezeny (neuréity) integrdl funkce f(z) sluje funkece F (x),
kter4 vyhovuje identité f(x) = F"(z), takZe diferencidl

f(x)de =F'(x)de=d [F (z) + C];
znadi se
(1@ ae=rF@+0,

kde C je libovolné integraént konstanta. Dva formAlné razné integraly
téZe funkce mohou se liiti jen integraéni konstantou.

Diferencovani a integrovani jsou operace inversni, které se
vzadjemné rusi:

djf(x) da = f (¢) dz; de(x):F(x).
2 ja-df(x)=a~jdf(x)=a-f(x)+0; a = konst.
3. j(u + v) dx=judx+5.vdas, kde wu, v jsou funkce .

4. Integrace po Cdstech:

judv = uw —jvdu.

5. Substituce v =@ (t); doe = ¢’ () de;

{t@ae={itweny @a.
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2. Zakladni vzorce.
Z kazdého diferencidlniho vzorce plyne obrdcenim vzorec integrilni.

n+ 1
1. jx" dic — :Z+ 7 + C. Neplati pro n = —1; v tom pifpads

2 J% =lgz + C=1gC z, zvolime-li konstantu C =IgC,.

xZ
x T ? z e AL >
#.j‘edx—e + C; tfadx—la+0,
5.fsinxdx=——cosx+0; 6. fcosxdx=sinx+(];
dx dz
R e e s'fcoszx et
9J‘dx — arctgz + C = — ¢ o
e M retg = — arecotgz + C';
dx :
10. | ——— =arcsinz + C = — arccosz + C’;
J1— a2
142
ujl —?lgl_x-i-C, (x< 1)
dz 1 z—1
12, g —?1 s + C; (v.>H
13. —dx—=lg(x+]/w2_-tc)+0_:
Vo £ ¢
14. j‘si_nhxdw‘:coshx—i- @ 15. fcoshxdw:sinhx-f—(};
16 j—d” = —cotghw +C;  117. j —tgha + O
*J sinh*z i el % cosh B 10X

dz
18.[———=argsinhx+0=lg(x+]rx“+ )0k
Ja?2 + 1
ls.fyf—x1=argcoshx+C=lg(x+l/x“—1)—l—C;
x —

20. j—li—xx,— = argtgh 2z + C = argeotgh z + C’ (viz 11.);

21. 5 xzd_x g argeotghz + C = (viz 12.);
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3. Integraly funkci racionalnich.

A g L (a + ba)" t1 ! = :
l.j(a—i— bx) = T e + C, neplati pro n = — 1;
dz 1
dz 1 : |
3. gy =-—1g(a—~bm)—|—0’—~? e o + C;
4. L: : arctng—+C
a + bx? )/ ab
dz 1 Vab—}—bx i l/
4 1 = argtghx + C.
s'fa~bx5 2] ab gl/ab—bx |/ ab e

V dal§im jest

X =ax*+bx+ c; q = 4ac — bi.
6. dx:i/_arcth+O,Jellq>O
X Je I'q
e
P SN T e il S S g
X /I —q b+2ax+)—¢q
dx —2 i
8'j7=m+0’19'h9*0’

zdx b dx
Q'J X =2ang 5

lojdx_l x? bydx
: xX_-2ch

Reduléni vzorce. Pii celém kladném m a n plati vzorce:

1. b+ 2ax 1 i 2a(2n — 3) J i
fX" (m—1)(4ac—8%) X" ! (n—1)(4dac—0b?) ) X"’

padas —1 B =
x* (2n—1-—m)a x*1 \
% (n—m)b 2 ida (m— 1)e ™ 2dx
2n—1—m)a x* | (2n—1—m)a xn
s vyhradou: m # 2n — 1.

12.
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18 dz —1 4
ol gt X (m—1)ex™ X" 1
S (m—2+m)b dax _ (2n—3+m)a e )
(m—1)e Xl (m—1)e¢ e 4
s vyhradou: m = 1. i
4. Integrace racionalni funkce ryze lomené.
2 R ORI L RS T
;?(x) =f - . 2 da. (m < n)
(®) " +ax +...+a,

Integrovanou funkei rozloZime na ¢asteéné zlomky.
a) Kofeny rovnice F (x) =0 jsou redlné rtizné:

Fx)=(x—a)(x—a,)... (¢ —x,).

f(l‘) o A1 A2 An

Fr) =x—o x—a, SRz r—o,

f(a,) F(a) ' fog)
Al:F’((Xl), A2=F/(a2):-'-f An=F/((Xn)

b) Reéalné koreny rovnice I (x) = 0 se ztasti opakuji:

F)=(@—a)f@—plz—p)(x—7p)...

A Aa; A
If,,(x) -t Ty
() (x — o) (x —«) -
B1 B2 Bl
25 TEE e i i
(=" (z—15) x—f
C C
...
L=y zE=9

¢) Vyskytuji-li se kofeny imaginarni (komplexnf), spojime sdru-

Zené korenové rozdily souéinem v kvadraticky trojélen; Easteéné

zlomky maji pak tvar
Mx+ N

a+ bxr+ cax?

Konstanty v citatelich najdeme methodou neurc¢ityeh soudinitelii; pravou
stranu upravime na spole¢ného jmenovatele F (z) a po odstran&ni z'omku pfirov-
néame na obou strandch koeficienty u stejné vysokych mocnin z. Tak dostaneme

fadu linedrnich rovnic, z nichZ mozno konstanty 4,B,C,... M, N vypoéisti.
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Integrace racionalni ryze lomené funkce je tim prevedena na
integraly tvaru

dz Mz+ N
R Y nebo T e T g e
(x — &) (a+bw+cx)
da 1 z+1 2z —1 A
—_— =g ——arct — +0;
jx’+1 3gV2~x—}1 1/3 RRHTE

da [ 2+ x)2+1 xVE]
2 2|/2 R et

Neryze lomenou funkei (m > n) pievedeme délenim na celistvou
a ryze lomenou.

5. Integraly funkci iracionalnich.

n
1. j‘R (@, ) a + bx ) dz, kde R znadi raciondlni operaci, piejde na

integral racionalni funkce substitueci:
n

Va + bz = y;
Z.J—i—x—_—=arwmﬁ+0;
Vaz_xz a
e PR S / < R ’
3[]@ lg (@ + Ja*+a2)+C argsmha+0.
V dalsim jest X=a:c2+bz+c

ot A e TS /
f]/m Va —lg(2az+b+2JaX)+C, a>0;

J\———____ = 4 arcsinﬂ_x_—__i———l- C, a>0;
I ¢ + bz — ax? ]/— J 4dac + b2
xdx 1
E o fVX
p a, 2" + a, 2" 1—i—...-f—ctnd 2,
z 54 =

S d
=(4,+ 4,2 +A4,2°+ ...+ 4, 2" 1)VX+A,JV—2—

Diferencovanim a pak methodou neuréitych souéiniteld plynou
konstanty 4, 4,,

n*
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D B —_ 2
8. jVa* —dde = %Vaz— x? 4 (;—a.rcsi.n% + C;

GBSO T a e S 2 e S
9-ij’+a’ dv = SV + a2+—z—1g (@ +Va* + a®) + C;

%V 21 2% —argsmh—+ Gk

fo’—a”dm—-Vw”—a”——§-lg( + Va* —a?) + C;

=—Vx2——a2—— ——2—a,rgcosh —+ O3

i 2az + b bac— b [ da
11.jVde - VX4 o= VY+C

1
— ; substituce «x + fx = N vede na tvar 7.

‘z'f(awx)mv

: 6. Integraly binomické.
Integréaly tvaru j:vm (@ + ba™)? dz, kde m, n, p jsou &isla racio-

nélni, prejdou na integrély raciondlnich diferenciala, je-li

é) m+1
m 4+ 1
n

gislo celé, substituci: a + ba" = y;

b) + p ¢&islo celé, substituci: az™" + b = y.

7. Integraly funkci transcendentnich.
1. Jx”e”dx=ex (& —nma™ Ehn s Dt = L =1
pro n celé kladné;
2 j(lg z)"de =z (Ig z)" — nj(lg z)* 'dx;
- jlgmdx::vlgx—x—kC;

4. jm"(lg z)™ dz =jyme("+1)ydy, kde y=1lgz;

(Ig =) _j nde  (got? e
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de |\ (dlgz e
o'jxlgx =) e =1g (Igz)+C. \
7. j‘R (6®)dz, kde R znadi racionélni operaci, eSime substituei:

®=t; xv=Igt, dng.

8. Integrily funkci goniometrickych.

I.Jsinzxdm=%x*—i—sin2x+0; 3
% jcoszx<lx=—1—x+lsin2z+ C;
2 -4 ‘.
sin max

3. jsin maedr = _cosmm+0; 4, jcos maedr = +0;
m ; m
3 __cos(m+mn)x - cos(m—n)x
5. 5smmxcosnwdx = S ) T =) +0, :

% s ol sin(m—n)x“iin(m—!-n)x 2 e
6.j81nmsm nx doe— S e +0, |m| £ |n|;
(A jcosmxcos nedr= SREIvE S S e —}-—-n)x_*_o’

2(m—n)\ 2 (m+n)
8. Itgxdz= —1gcosz+ C: 9. fcotgxd:c:lgsiﬁx—i—c;

de. - @ ;i da =7 i (n x] ‘
lo’jsinx —lgtgA—2—+Q', u'Jcosx =lgtg TRA ; +0

dags - : de: i ;
ij— — 2 argtgh %+ C; l3.5m—2arctghe +C;

dz z dz x
l4.j 1+ cosz =tg?+0, ls'jl—cosx = o Sotas bl

; il ; dx = :
16. Jsmzcosxdz— —2—sm x4 C; l7.jm—lgtgx+ C;

18. j'R (sinz, cos @, tg z, cotg ) dz, kde R znadi racionélni operaci,
prejdou na integréily racionédlni funkce substituci:
2de
gl
: 2t 1-¢ 2¢
SNy =——; COS¥= 3 Agr= X
14¢ 14¢ 1-¢
Technicky pravodce, svaz. 1, 2. vyd. 1

tg;=t; de =
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19. J'sin%xdx =— —j;— cosz (2 +sin®z) 4+ C;
20. jcosaxdx=%smx (2 + cos®x) #C;

21. j‘sin2 z coszdx = % sin®z + C;

22, 5sinx cos’zde = — % cos’z 4 C.

3 9. Redukéni vzorce.
Pro n celé kladné: .

1. jsin”xdx: 5 %cosxsin”’ L N 2 jsin""*xdx;
2. jcos”mdx= %sinxcos"-‘x—f— n; : jcos“_zxdz.

Pri lichém n vyéislime integrély také substitucemi:
1) cos & =1%; 2)sin v=t. =

3 j‘ i el cos z n—2 dz

sin™ z n— 18l oo n—1J sm® S
4 j 10 S 1 sin x n—2 dx :
") cos™z n—1 cos" 'az n—1J cos™ *zx

"3

5.thnxdx=u —jtg”_zxdx l

; n—1

ot 0>t

6. jcotg”x de = — %ﬁ «jcotg"’"z;vdx ]

10. Integraly smiSenych diferenciald.

axr

l.Je“”sin ba dz = —ase—_*_b—z(asin bx — b cos bx) + C;
2 ~fe‘“"cosbaz:da:— —ﬁ——(acosbx+bsinbx)+0-
: ~ at+b? :

3. jxsinax doe = — %xc{)sax—i— —alz—sin ax + C;

4. s‘mcosaa;dx= %xsinarc—{r El—z—cosam+0;
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1
5. fxsin“mdx: sz +-i; sin”m——;—xsinxcosx—i—c';

1
6. jxcoszxdx — %xz = %sinzm Sk e zsina cos + O

7. stinxcosmdx:%(sin2w—2xcos2m)—;0;
8. farcsinxdv:xa,rcsinx—(-t]/l—m”+0;
9. farctgmdx:waretgx—%lg(1+x2)+0’;
10. fsinhﬂxdx=~3—x+-—l—sinh2:c+ C;

2 4 <

5 = o ¢
11. J'cosh wdx———é—z+zs1nh2x+ C.

. Petit-Bots: Tables d’intégrales indéfinies, 1906,
F. Télke: Praktische Funktionenlehre I., 1943.
*

B. Integraly omezené (uréité).
1. Definice a pomocné véty.
1. Omezeny integrdl funkce f(x) v mezich od ® =a do z=1>b jest
rozdil dvou hodnot, kterych nabyvé neomezeny integrél
[f@dz=F@+cC

pro hornt mez b a dolni mez a (zékladni véta); znaédi se
b z=b b
ff<x>dx=[F(m)+0] = | F(x) = F (b) — F(a).
a z=a a

V omezeném integrd'u neni integra¢ni konstanty. Omezeny integrdl m4 ve sté-
1y¥ch mezich stédlou, uréitou hodnotu (uréity integrdl). Na oznadéeni proménné nezdlezi.

2. Omezeny integrdl funkce f(x) v mezich od z =a do z =105 jest
limita soudtu (souétova definice)

n b
lim > /()4 x,,=ff (z) dz.
1 s

n—> oo a

Interval (a,b), v némz je ddna kone¢nd funkce f(x), rozd&élime na n libo-

voinych dilka 4 z,, 4 Tyyeens ATy, V kazdém dilku 4z, zvolime libovoiné misto

§, 8 funkéni hodnotou f(&,) a utvoiime soudiny f(&,) 4z, . Soutet té&chto soucinit
po celém intervalu od a do b:

n
b
‘l‘?l(é,,)Ax,.-S,.. By g by By
7.
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Roste-li » do nekoneéna, zmensuji se 4z k nule a soudet § picjde v |ntcgr61 5 5

Integril existuje, konverguje-li souéet S k téze
hodnoté, at v jednotlivych dilech dz intervalu
jukKkoli rozdéleného volime hodnoty f (&) kterékoli,
tiebas nejvétsi nebo nejmensi.

Omezeny integrdl funkee f () jest soutet neko-
ne¢ného poc¢tu nekoneénd ma'ych elementa f(x) dz
vdaném intervalu. Geometricky zna¢i obsah plochy,
omezené krivkou y = f (x), pofaduicemi y, = 1 (a),
Yp=1(b) a osou x (obr. 29.); je to limita, k niz se
bez omezeni Dblizi spulet obdélnika opsanych,
vepsanych i stiednich. .

Omezeny integrdl s promé&nnou horni
mezi je spojitou funkef horni meze a defi- .
nuje t. zv. integrdlni funkci.

h a a
3. J\,f(x)dx=—-f/(x)dx; 4. Jf(x)dx:O.
a b a
5. Je-lia< a<<p<b, jest
b a y; b 5
ff(x)dx=f/(x)dx+f/<x>dx+f/(x)dx._
a a o B A
6. Je-li integrovand funkee sudd, t. j. f(— )= + f(2)::

f/(x)dx=2jf(x),dx.

Al
L

7. Je-li integrovand funkee lichd, t.j. f(—x)y= — f(=):
U]
J f(x)dz=0.
—a
- 8. Integrace po &dstech: ~

b b b
Iudv = fuv] — Jvdu
a L |

9, St¥ednt hbdnota funkee:

\ b
& f ()= b'i = f[ () dz, aritmeticky pramé&r vicch f(x);
4 av

|

\

b
[f (5)];7' -3 _{ = J[/_(x)]%lw, &tveree aritm. praméea viech [I(a.;)]_f.,
a -
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10.. Integrovand funkce je nekoneénd pro x =c:
C=2
f (x)dé = hm ff (z)da +11m f (z) dz.
; a oc +7
11. Integraini interval je nekoneény

ff () dx == hm fl (z)dx + lim Jj () dz.

12. Derivace integralu podle mezi:

d

dv
av

b
f/(x)dx f@); d—if/md“?'(“)- 3

{ 13. Derivace podle parametru, na ndm%Z meze nezavisi:

L Ji(x, &) dz = J @) g

3t f koneéné.
o

14. Derivace. podle’ parametru, na n¥m¥ meze jsou zavislé:
=g (x) v=y(x)

v v
2 , d d
%J/(%a)dz:j f‘gi”ao‘)dz-*-f(v, a)%—f(u,a)ul

15. Integrace za integraénim znamenim:

[{femasias=["{[fwmas}as

16. Zavddént nové proménné do omezeného integralu.” Substituci
r=g@(t), z éeho% t =y (x), transformuje se integral

b vy (b) : 1 (b)
ff(x)dx= f[fP(t)]tp’(l)dt=Iy(t)dt
a p(a) p(a)
s vyhradou, Ze prom&nné ¢ se méni ve std'ém smyslu. M&ni-li se
na pt. v uscku od a do ¢ v jednom, od ¢ do b v opagném smyslu,
dluZno integraci rozdéliti podle 5. takto:
y(e) y (b)
f(m)dx g(2) dt+fg(t)dt.
v (a) y(c)

V intervalu (a,
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2. Nékteré omezené integrily a funkce. '

i Sl e dzx T
“J e+ 2fab ] zojyaz_mz 2’
b :
3. —dx—=lgi; 4. j*z:=ﬂ;
o) @ g o) J(@—a)(b—=)
jnh £2 = 1 arccos—b— pro a® > b*.
at+beosz  Jgr_p? a
2 2
= 1 1gb+Vb i s a2<b2'
Vo2 — a2 a
=‘}" ’5 a.=b;
: a
6 7/2 dzx ks
g 5 2 2 RS AR -
oJ a@’cos®z+ b sin*z

Pro cisla m, n celd kladné:

7 23 0 pro m #n,
73 sinma sinnz dx = fcos mxcosnedr ={ @
0 0

5 » m = n;
Ty 0 pro m —n sudsé,
sinma cosnx dr= 2m g
o ey ,»o m —n liché;
Y 27
0 mEn
8. | sinma sin nx de = = { w I Th
S 7} yy M=mn; 5
. MFEN,
os max cos nx d.z: = s LES,
e n - by M=Mn;

7T

sin me .cos nx dr= f

7T/2 T2 o
N fsm rvdr= fcos xdx:z;

0

e = 1-3.5...(2n—1) @
o sin wdx cos™xde = 5 4. 6 P

7/2

11. sm*""’1 xdx fcos2”+lxm=

+4.6...2n
- 5.

: RETES TR



IX. Poctet integralni.

7e[2
: 1-3...2m—1)-1.3...(2n—1) =
2m 2 L s

12. ofém * £os G L R AT 55

7|2

1 m! n!

in2m+1 2n+1 s =
13.0fsm z cos zdz = T mEntlL’

sm bx ; . : ;
14. de =sgnb-—+ (signum, t. j. znaménko).

ov

Dirichletiw pr"etréity’ faktor signum:

o + 1 pro t>0, =
sgnt:E Smwdx= 0 t=0,
42 4 -1 ” t<0;

oo

T e S LI SRR L e
z az+x2

2

16. Md —sgnb. Zo—lodl,
0 a® +2° p

~ Fresnelovy integrdly:

17. jcos(xz) dx=J‘sin(x2)dw=%l/g-; aneb
0 0 >

18 feosx RS sinx dx=l/z;
e o e :

2 1
19. Laplaceiw (Gaupiv) integrdl: j o P dy = 5 V7 ;

20. fe'"“t”'b‘”dx = V.ﬁ 94“, a™>0;
a
0

21, fe"”‘cosbxdx:———a—, a0
a2+ bz
22, fe ‘"’smbxdx——b-, a>0;
0 a"‘+b2
23. Je axsmbx x=a,rctg%, a>0;
0 '

103
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oo 1 N b2
TR
24, fe_“'cosbz&=?VEe gs - a> 0

.
7T[2 7|2 -
25. flgsmxdx lgcosxdx=——2—lg2;
26. Funkce gamma je definovéna Eulerovym integrdlem 2.druhu

F(w)=j:_'t"‘ldt; Fz+1)= j:—‘fdt

pro kladné hodnoty argumentu x>0 ; jako nekoneény konvergentm
soudin (GauBovo oznaceni II) plati pro kazdé z:

""’(n-—l)'

B e L oy VY ) e e Vb
# Lz +1)=lim A4l = I (2).

n—o (T+ 1)(x+2)...(x+n)
Zékladni vztahy funkce gamma:
27. (e + 1) =aD(x) &ili H@x)=all(@—1);
28. I'(@)I'(1 —2) = =H(x— 1) (—2a); :
29, I'(0)=o00; I'(1)=1; I'(2)=1;
—[ ; / I'(3)=2-1; I'(4)=3-2.1;..
/ / Pro celé kladné »

3

I'n)=Mn-—1)!=Hn—1);
1\ | T4 1) = nt = (n),

sin

1 Funkce gamma rozsifuje pojem fak-
L % toridlu na &isla x, je% nejsou celd,
- S R R B z takze

\ ) Zl=1l(zx)= I'(z 3-1);
-2

_5 MOk
{/\\ 2 ’ r[ i
3 1.,—
Obr. 30. F[2]='§"2‘ AREDTC
V mistech =0, —1, —2,...(poly) je I'(z) =
Prabéh funkee gamma je zfejmy z obr. 30. a z tabulky,
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Tabulka funkce I'(z) od 2=0 do z=2.

a5 I'(z) x | I'(z) {2 I'(z) x I'(x)

0 co 71 0560 | 1,77246 | 1 1 1,50 | 0,88623
0,05 | 19,47009 65 | 1,61612 | 1,05 | 0,97350 b5 88887
10 9,61351 60 | 1,48919 10 95135 60 89352
15 6,22027 66 | 1,38480 15 93304 65 90012
20 4,69084 G 1,29806 20 91817 70 90864

0,25 3,62661 | 0,75 | 1,22542 | 1,25 | 0,90640 | 1,75 [ 0,91905
30 2,991567 80 | 1,16423 30 89747 80 93138
3b 2,54615 85 | 1,11248 35 89115 85 94561
40 2,21816 S0 | 1,06863 40 88726 90 96177

45 1,96814 95 | 1,03145 45 88566 95 97988

0,50 1,77245 | 1 1 1,46 | 0,88560 | 2 1

minimum

Bk ?
31. ]gT(x):(5—-?]lga¢—x+lgl’2n+n; 00 <I:

32. Vzorec Stirlingiw:
- 9
1:2:%. .. n=n")2ane ** 70

pro veliké n jest priblizng

nla~n"e " 2zn ;
ema L)1,
33. Oje dm_21“ 3 __?Vn,

e 1 21.-+1] 1-3.5,..(2k—1) ;—
ot 2k
34. ofe & dr = 5 I’( 3 = kT V.

Funkei gamma je mo’no vyjadiiti &etnd integrély a funkce.

35. fe—"'ﬂ—ldt-_-—”—:);

" ’

sin zeos?? " lpde=—

0
S ety 1L ImI)
7 % 2 I'(m+n) ’ s

/2 /2 ! 3
- 9n=—1 S 2n—1 _aan—g I''(n)
37. ofsm mclx—()fcos zdr=2 TEn
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38. Funkce béta, definovana Eulerovym integralem 1. druhu:

L S5,
.B(p,q>=Jx’"—‘( 2)1 o = J AR
0

(1+x)p+a
je funkei dvou kladnych argumenti. p >0, ¢ >0
I'(p I'(q)
B0, q)i= o
Bl uLioks (p+q)

39. Gaupova funkce ¥:
W(x>=dlgll(m) LL () Sl (o -1y

dz = H(@) T(@+1) °’
40 ?I/(x)—lim(l e AU R s T ).
; mimflga—l sl
?’(0)=lim(lgn—%—%—..,-7:- Y@

n—> oo

kde O = 0,577 215 665. .. je Hulerova konstanta.

R 1
41. B"(n)——0+T+—2—+...+;.

3. Integrilni funkce vyjadfené Fadou.

Cetné integrdly nelze vy¢isliti elementdrnimi funkcemi v zakondeném tvaru.
Mozno-li funkei f(x) rozvinouti v konvergentni fadu mocninovou

f@)=ay+a,x+ay2*+ .,
plyne integrovanim rada

@ 2 3
F(m):f!(l)dt=u.,z+a,—?:;-+a,%+
: 2

kterd konverguje v témze ivtervalu a vyjadiuje integralni funkei F (z). Pro razné
funkce tohoto druhu jsou sestaveny tabulky.

1. Integrdlni sinus:

Siwe [ SRfg_, 12 12 s
2 S ss a8 T o it DLt
2. Integrdlni kosinus:
: cos ¢ 52 Fia? 1wt
Clzr——mf dt = Cﬁ—]gﬁ—'?wﬁ-TT*.., IJJI\CL.
3. Integralni logaritmus-
X
R de T flga)o1 (lg:v)3 -
llm—oj igi -—C’+lg(lgx)+lgx+ 3 g +-?—’- 30 T

0o,
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kde Hulerova konstanta
C—hm[l RIS R ]gn) =0,577215665. ..
N> oo 3 n
4. Fresnelovy integrdly:
4 6

& 2 :
cos ¢ - x x x
: Vt_ d‘zgv’”[l_a-zx +9-4!_13~6!+"']’

28 5 7 i v

X x

‘21/”“[ 7-31 +11.51_15-7!+”']'
Vt

Fresnelovy integrdly jsou pravouhlé soufadnice Cornuovy spirdly (klothoidy).

5. Laplacevv-Gaufiv integrdl:
2 A
D (z) =_2_ J‘ o *dt; &

0

2 (= 1zt 1
Semikonvergentm fada pro velké x:

o= 1 1.3 158
o ehlE s et
= x|z 22 (2x%)? (2%)° 3

6. Eliptické integrdly ( Legendreovy ) normdini prvniho a druhého
druhu:
L ou= f J = F(k p);
V(l—x 1—-k*2?) V;—c‘sm(p

J ] I—L- : JVI—-L sinpdo=E(k,¢).
l—m

Tvar s proménnou ¢ je obvyklejsi; modul % < 1.

1 2 1:8:5 .,

F (ko) = 2AJ+24kJ+246LJ5+.~.,
X 1.1 1-1-3 :

Bk ) =J,— kT, 5 WA A

w :
kde J2n=jsm2n¢<1¢; =072,
0
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7. Uplné eliptické integrdly I. a II. druhu:

1 7[2 "~
wafi i ey
o Ta—a)@—r2?) o) V1—k*sin’g 2

rleg) = lue3)e + ag)es (Fee)er s

o= [ )5 o i ar - (1),
() - 3 - ()% - (9% - (39)% -

8. Dopliikové eliptické integrdaly s modulem &'= + V1 —%?

w-rle.g). - E-£(n).

KE+WE—KW=%.

9. Eliptické funkce Legendreovy (Jacobiovy).

Vzniknon obrdcenim funkéni zdvislosti zlintegrdlu w = F (k, P)- Pii pevném
modulu k£ je horni mez p funkce integrdlu u; sluje amplituda » pii modulu k:

g=am u (mod k)

r=sinp=snu, V1—2® =cosp=cnu, V1i—rkat = Vl—k“sin%p:d.nu,
sinusamplituda », kosinusamplituda u, deltaamplituda w.

Goniometrické funkce jsouzvld$tnim pripadem t&chto eliptickych (k=0; dnu=1).

3
snu=u—(l+k”)—u—'+(l+l4 k2+k4)_5'f!- %

4
cnu=1-— -—-+(1 +4k*) ——(1+44k2+ 16k‘) +

61
4
dnu=l-kz-;l—+lc“(4'+k2)%—k2(16+44k’+k‘)%'—+

sn(—u)=—snu, cn(—u)=+cnu, dn(—u)=+dnwu;
snutenu=1, dnlu—rilenu=1—k*=£k", dn®u+ k®sn’u=1;
dsnu:cuudnu, Jens = —snudnu, ddgy =—k’snucnu.
duw du d :
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4. Priblizny vypoéet omezenych integridlia

J (mechanicka kvadratura).

b
Omezeny integral J/(x)dx vytislime jako obsah plochy, omezené kiivkou

a
y=1(x), krajnimi potradnicemi y, = f(a). 7 =1(b) a osou x. Integra¢ni obor (a, b)
rozdélime rovnobézkamik ose y v pravidlech 1., 2., 3. na sud ¥ pocet 2 n stejnych

dila 8ifky & = 1'2—na azrovnice y=f () vypoéteme hodnoty funkee v dlicich bodech
To=a, z,=a+h, zo=a+2h, 1m=b;
Yo=Ffla, yy=Ff@a+h), Yg=1(@+2h), ... Yp,=1(0).

Nezndme-li rovnici kiivky, zméiime jednotlivé pofadnice. Mcechanicky stanovi
obsah plochy krivkou omezené (integruji) piistroje, zvané planimelry.

1.  Pravidlo lichobéintkové: Polet dild 2n.

Oblouky mezi sudymi pofadnicemi jsou nahrazeny se¢nou,

> v ¥s
Ji(x)dxmh(—;—+y,+y2+ e T R T"] + R

3 I
s chybou R=—gr;—h-/"(5); a<§<b.

2. Druhé pravidlo lichobéintkové: Pcéet dila 2n.

Oblouky mezi sudymi poifadnicemi jsou nahrazeny te¢nou,

b
f/ (x)de~2h (y,+ Y, + Y5+ - - +Yp_,) + R
a

nh'.,,
s chybou R=+—3—f (6); a<&<b.

3. Pravidlo Simpsonovo: Polet dild 2n.

Oblouky mezi sud§mi pofadnicemi nahrazeny parabolou y = a + pz + yat.
Pivg h
f(z)dz~ 5 |%+ B i S
a
a5 2(y2+ 8P o yzn—z) +yénI+ vis

7 5
s chybou R=——%f‘4)($);‘ a<E<b.
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Prakticky vyhovuje Simpsonovo pravidlo upln&; v piipad&, Ze v krajnich
bgdech intervalu je f/ &) =oeo, t. j. te¢na kfivky kolmd k ose x, je vysledek méné
plesny.

4. Vzorec Simpsonuw: Je-li integrovand funkce celistva, nejvys
tretiho stupns f (x) = x + fx + y 2* + d2°, stadi rozdéliti interval na d va
stejné dily a stanoviti t¥i funkéni hodnoty nebo potadnice y,, ¥,, ¥, ;
pak plati piresné

b .
ff(x)dx=—b—%i(yo+4y1+yg)-

5. Integrdl raciondlnt funkce celistvé je moZno vyjadriti presné li-
nearnim vyrazem z funkénich hodnot (potadnic); pro jinou funkei,
kterou nahradime funkei racionélni, plati vzorec piiblizné.

a) Néhradni funkee je t¥etiho stupns; pti n=3 dilech, hA=(z,—z,) : 3
je hodnota integrilu (obsah plochy mezi krajnimi poradnicemi).

Ty 3
Jydx= = h(y,+3y,+3y, +y,)-
EX
b) Néhradni funkee je &tvrtého stupnd; n=4, h = (x, —,):4;

Ty 2
< fydx=-gh(7yo+32yl+ 12y, + 32y, + 7y,)
x

¢) Néhradni funkce je patého stupné; n =25, h = (x, —x,):5;

Ly
5
fydx= -2§§h(19y0 + 75y, + 60y, + 50y, + 75y, +19y,).
Xy

}Iiné vzorce odvodili Cotes, Cebysev a Gaup.

6. Vzorec Cebyseviw: Substituci
b +1
= b
x=-¢ﬂ+b 20 plyne i de= s F(u) du ;
2 2 2 S

f(x) piejde na F(u), integral do mezi — 1, + 1. ,Pak plati vzorec

e 2 !
ff(x)dwa—;g[ﬁ‘(ul) +F(u,) + ... +F(uy)],

kde » je podet pofadnic, , pfedepsané tsetky, soumérné rozloZené
kolem w =0, F(u,)= f(z,) =y, pofadnice kfivky (obr. 31.).
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Usetky ve zlomeich poloviny intervalu:

n=2; u, = — 0,5773503,
u, = + 0,5773503.

&
A
1

n=3; u, = — 0,7071068, S
u, =0, Ye
u, = + 0,7071068. }1
V‘ obou pfipadech plati vzorec presné <55 Uy UUs | UglUs u,)b -
pro celistvou funkei tietiho stupné. 5
Obr. 31.
n=4; U — —0,7946545, uy = 0,1875925 — — u,
u,=—0, 1875925, _ wu,=0,7946545 = — u, .
n.=5; u, = — 0,8324975, u, = 0,3745414 = — u,
u, = — 0,3745414, u; = 0,8324975 = —u, .

U, 0,

V obou piipadech plati vzorec piesn& pro celistvou funkei pédtého stupné.
n=6; U =— 0,8662468, u, = 0,2666354 = — Ug s
‘u, = — 0,4225187,  u, = 0,4225187 = —u,,
u, = — 0,2666354,  u, = 0,8662468 = — u, .

Vzorec je pfesny pro celistvou funkei sedmého stupné.

5. Integrdly krivkové.

BudteZ v jistém oboru roviny xy dany jednoznaéna spojitéa funkee
P (z,y) a kiivka C rovnicemi x=g(t), y =y (). Rad¥ bodi na ob-
louku kiivky od 4 (z,, y,) do B (x,,y,) piislusi parametr ¢ v mezich

a=t=p. V bodech kiivky mé funkce hodnoty
P =P (x,Y,), P (x,Y,)s.-. s Pp(@yYp)s ... Pp(@yy,)=Pp;

diference usefek jednotlivych bodd 4x,=z,— 2, , s rostoucim
poétem n-> oo konverguji k nule: 42—0. Utvoiime soudiny P,_, Az,
a secteme.

1. K#ivkovy integrdl funkce P podél kiivky C je limita soudtu

n—>00

#
lim ZP,,_IA.t,, fP(x, y) da =fP [o (t)s w ()] ¢’ (2)dt.
c o e
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8 jinou funkef @ (z,y) a diferencemi pofadnic 4y utvofené sou-
diny Q@ 4y podél oblouku 4B kiivky C daji kfivkovy integrél

n B
lim 2Q,-. 4y, =fo W vdys f Qe (vl vDa.

n—>oo 1

Soucet obou je také kiivkovy integrél
: SRERE :
fear+au = ey +apa

Hodnota ktivkového integralu zévisi na tvaru thky C=AB &ili
na integraéni cesté.

2. Jsou-li P (z,y) a Q (z,y) podél léivky C s prvnimi &asted-
nymi derivacemi spojité a je-li splnéna podminka
eP SQ
ay
dplnym dz/erenczalem Knvkovy integrdl uplného dxferencmlu

f(de +Qdy) =de=F[w<ﬁ>,w<ﬂ>1— Flp(e), p(a)] =Fg—F,
C

,je Pdz+ Qdy =d[F (x,y)+ konst.]

je dan rozdilem hodnot, jich¥ nabyvé funkce F v krajmch bo-
dech kiivky C; nezdvisi na integradni cestd.

3. Krivkovy integrdl tplného diferencidlu podél uzaviené kiivky
(C) mé hodnotu nulu:

f(PcLHQdy) =§dF=O.

4. Bud'tez P (,y,2), Q (z,¥.2), R(x;y,2) jednoznacné spojité funkce
polohy (x,y,2) v jistém oboru trojrozmérmého prostoru a v ném prosto-
rovéa kiivka €, dand parametricky rovnicemi z = ¢(f), y= p(t), z2=x(2);

hodnotami «=¢=f jost uréen oblouk kiivky C = AB a podél ndho
piislugné hodnoty funkef. Kiivkovy integral

f(de+QdJ+de> quu +Qu+ Ry)dt

al

zévisi na tvaru kiivky C=A4B ¢ili na integraéni cests.

5. Integrovany vyraz jest wuplny diferencidl
Pdx+Qdy +Rdz=d(F+ konst.),
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jsou-li splnény podminky
oP  23Q YA Kot AR R

By =z’ 2z Y W0
Kiivkovy integrél Gplného diferencidlu podél C mezi body 4, B

J(de+Qdy +Rdz)=Fp—F,
c
je na integraéni cesté nezavisly.

6. Poddl uzaviené kiivky (C) mé kiivkovy integral tplného dife-
rencidlu hodnotu nulu:.

§(de+Qdy+Rdz)=§dF=o.

6. Integrdly dvojnisobné a trojnasobné.

1. V dvojrozmérném oboru 2, uzavieném rovinnou kiivkou C

s rovnici @ (x,y) =0, kterou rovnobé’iky s osami protnou nejvys

dvakiat, je dana spojité funkce z = f(z, y); soustava piimek z=konst.,

~y = konst. d3li obor na pravouhelniky obsahu 4 Q2 =A4x4y. Limita

souétu vSech souéint 24 Q= f (z,y) Az Ay po celém plosném oboru 2
sluje dvojny (¢ili plosny) integrdl

fde=J f (@,y) da dy

s integra¢nim oborem Q Vymshme jej dvoji (]ednoduchou) integraci
jako dvojndsobny integrdl:

Ya da Ty
[Jren aray=[ar [f@nay=[ay [fo) as
Q2 a U ¢ Z,
Meze y, (%), ¥, (), %, (¥), %, (y) jsou obecné vyrazy, plynouci fesenim
z rovnice kiivky @ = 0; a,b jeji krajni tsecky, ¢,d krajni pofadnice.

b

Poklddajice « za stdlou, integrujeme napfed vzhledem k y v proménnych me-
zich y,.u, a pak vzhledem k z ve stdlych mezich a,b. Nebo poklddame y za stédlou
a integrujeme napied vzhledem k x v proménnych mezich z,,x, a pak vzhledem
k y ve stalych mezich ¢,d.

Geometricky vyjadfuje dvojny integral objcm ¥V védlee, omezeného plochou
z=f(x,y) a oborem ¢, jako limitu sou&tu hranolovitych elementd AV =z4LQ.

Plocha integraéniho oboru, uzavieného kiivkou C, mé obsah

b Y2 i Ly
Q=dexdy=fdxfdy=dede
Q avy gy, 4 x,

Obdobné jako jednoduchy integrél byl zobecnén v integrél kiiv-
kovy, zobeciiuje se dvojny integral v integral ploSny na ploSe kiivé.
Technicky pravodce, svaz. 1, 2. vyd. R
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. 2. Transformace dvojndsobného integrdalu. Zavedeme-li substituci
z=@(u),y =y (v) nové proménné w, v a funkciondint determinant
L ohd

_ %@y _|ou Bv

T 3(u,v) | oy oy

= Pu¥y — Po¥u

v celém oboru £ nerovné se nule, jest obor 22 dé'en soustavou Gar
u = konst., » = konst. na elementy obsahu d 2 = Ddu dv.

V novych soufadnicich jest

[ @9 azay= {f 1600 Dauas.

Q

Na pi. v soufadnicich poldrnich r,¢ jest
T=7rcosgp, y=rsing; dQ=rdrde;

: I3 Ta b Ps
fj /(z,y)dzxdy =ff/(rcos @, rsin @) rdrde =jdrp j/rdr=jrdr j[dtp.
) Q2 a r a 1

Zde jsou a,p Ghly krajnich telen k 2 s osou polédrni, a,b délky nejmensiho
a nejvétsiho pravodice.

3. V trojrozmémém okoru V, uzavieném plochou S (z,y,2) = 0,
kterou rovnobézky s osami protnou nejvys dvakrit, dédna jest spojité
funkee polohy w = f(z,y,2z). Soustava rovin = konst., y = konst.,
z = konst. déli obor na hranoly obsahu 4 V = 4z 4y Az. Limita souétu
vSech souéint w4V = f(z,y.2) 4z Ay 4z po celém prostorovém oboru V
sluje trojny (&ili prostorovy) integral

JuA 17=WU f(z,y,2)dedydz

s integraénim oborem V. Vydislime jej troji (jednoduchou) integraci
jako trojndsobny integrdl.

Prvni dv& integrace provedeme v mezich proménnych, t¥eti v mezich kon-
stantnich (jako u integrdlu dvojného) v libovolném pofadi, oviem s prisluSnymi
mezemi, jak plynou z rovnice plochy omezujici obor V.

Objem integraéniho oboru V (té&lesa), uzavieného plochou § = 0, je

K= jJ] dady dz.
V

4. Transformace troindsobného integrdlu. Zavedeme-li substituci
z = @ (u, v, w), y=vy(u,v,w), z =y (u, v, w),
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jeji# funkeciondlni determinant nesmi byti nula,

_%(=wy2)
R 3 (u, v, w) e

jest obor V dé&len soustavou ploch % = konst., » = konst., w = konst.
na elementy dV = D du dv dw. V novych ‘soutadnicich

J] f(@,y,z)dzedydz = jjf}((p, v, %) Ddudvdw.
V [

Na pf'. v soufadnicich kulovych 7», ¢, # jest

z=rcosousin0;‘ y = rsin ¢ sin J9; z=rcos?d; D=1r¢sin;

ff f(z, y, 2)dx dy dz =ff f (r cos @ sind, r sin ¢ sin ¥, r cos J) r2 sin & dr de dd.

7. Vztahy integrali prostorovych a plosnych.

1. Véta GauBova. V trojrozm&rném oboru V, uzavieném plo-
chou 8§, dény jsou tii jednoznaéné spojité funkce P (z,y,z2), Q (x,¥,2),
R (z,y.z) se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi; norméla
plochy, sméfujici dovnit¥, svird s osami uhly «, #, y; plocha S bud
vzhledem k oboru V orientovéana kladnd (soustava pravotoéiva).

Rovnice

2750 aR
J‘(W-l-'g@—‘i' Sz]dV_ f(dedZ+dedz+Rdxdy)
v S

aneb

fff :P 9R]d,zr:d dz——f (Pcosx+Qcosf+ Rcosy)dS

o

pwvédn integrdl prostorovy na ploany.

Vyjddiime-li sm&rové kosiny vnejsi (dovnitt sméfujici) nbrmdly derivacemi ve
sméru uormxily, plyne tvar

Jﬂ + ]dxdydz——_ﬁP—+Q +R—]<1s

2. Plodny-integrél je nula, jestliZe v celém oboru V
cQ
Pz i ey 9z

V tomto piipad& plo$ny integrdl po ¢asti plochy, ohranitené pevnou kiivkou,
z4visi jen na okrajové kiivce, nikoliv na tvaru plochy.

]*
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8. Vdvo jrozmérném oboru 2 v roving xy, uzavieném kiivkou C, jest

ﬂ o ]dxda_—f(de+Qdy).
c

Plosny in.cgrail vlevo se vztahuje k wvnitini ¢dsti oboru Q, k¥ivkovy integral
vpravo k okrajové ktivee C, kterou dluzno projiti smyslem kladnym, aby obor 2
ztstal po strané levé,

4. Véta Stokesova. Cést kiivé plochy S ohranitena jest prostorovou
darou C; smér normdly, svirajici s osami uhly «, f, y, tvori s obdhem
kiivky C soustavu pravotoéivou.

JAGE - 2oy (22 - 2w (22— 22 aear)
S

- f(de+Qdy+Rdz).
¢

5. Véty Greenovy. Dany jsou dvd jednoznaéné spojité funkce
wu (z, ¥, 2)7~v (2, y,2) se spojitymi prvnimi a druhymi &asteénymi deri-
vacemi. Oznacéime

N o) Ak e i) SR kT
i [ S T e T I Syl ke
derivace ve sméru normaly, sméfujici dovniti prostorového oboru V:
%’-:‘-=g: 003a+3—-cosﬂ+—g——cos;r, g:: g; eosa+§—ycoqﬂ+3—c057

D au ) du av]
Plati: =
A J:[f dx cx ay Jy 24 9z 3z 3 5 -
——Jﬂ u2las
)

obdobné rovnice po zdméné funkei w a v; z rozdilu obou plyne

ij(u dv —vdu)dedydz = JJ(U;—Z — u;l%] ds.
v s
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8. Rozvoj periodickych funkci v fadu Fourierovu.

1. Periodickd funkee f (z) = f(x + 2k n) s periodou 2 7, v intervalu
od 0 do 27 jednoznaéna a koneéna, s konednym poétem maxim, minim
a pretrzek. se d& rozvinouti v konvergentni goniometrickou fadu
zv. fada Fourierova :

f(x)=a,+ a,cosxz+a,cos2x+a,cos3zx+ ...
+ b, sin 2 4 b,sin 2z + b, sin 3z 4 ...
&ili ool
f(x)=a, + 2 (a, cos nx + b, sin nx).
n=1
Koeficiefity Fourierovy Fady pro funkeci v intervalu od 0 do 2z:’

14 27 7T
1 1 # 1 :
a,= ?Ejf(x) de; a”:—ﬁj/(x) cos nxdx; bn=;JI(x)smnxdx.

Absolutn{ &len fady pife se také ve tvaru la; pak je a, zahrmuto
ve vzorci a, pro n=0.

J=ou-li spln®ny hofej%i predpoklady (Dirix‘hlelnv]/), vrjadiuje Fourierova fada
skute¢n® funkei f(xr) mimo mista pretrzky, kde jeji soun¢et ma hodnotu aritmetic-
kého praméru oboo hodnot sousednich. V kazdém mtervalu, v némz neni pie-
trzka, kouverguje Fourierova rada rovnomérnd.

2. Koeficienty Fourierovy fady pro funkei v intervalu (— @, @) :

=-2—1n—5f(x) dz; anf%j/ (x) cos nx dx; bn=%j/(r)sinm:dx.

' -~

3. Fourierova fada pro _funkci v intervalu (—1,1):

ot n v N
f(x)=a0+2(ancos —l—x+bnsm-Tx);

n=1

nwx

a =—-—-5/(x)dx a, J/(x)cos dz; b,= lj/ x)sm—d :

4. Rada pro funkei f(f) s periodou T — —wzt—v intervalu (0, 7).

f&)=/(t£T)=a,+ E(ancosnwt+ b,sinwi);
n=1
T.

T
a,= -;—, f(e)de; an=%f/(t) cosnwtdt; b, TJ t)smnwtdt...
0 0 o
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5. Funkece liché4, pro kterou f(— z) = — f(x), mé v ¥ad® jen ¢&leny
sinové.

6. Funkce suda,, pro kterou f(— ) = + f(z), ma v fad$ jen &leny
kosinové.

7. Funkce, jejiz hodnoty =z prvni poloviny periody se opakuu
v druhé polovme s opalnym znamenim f(x + x) = — f(x), mé v radsé
jen ¢leny liché.

8. Funkce, jejiz hodnoty z prvni poloviny periody se opakuji
v druhé s tymZ znamenim f(x + #) = + f(x), mé jen ¢leny sudé.

9. Funkee f(¢) s periodou 7' piejde na f(x) s periodou 27z substituci

t= .

P#iklady.

A - ﬂ/

Obr 32. Obr 33.
a) Obr. 32. f(x)=2 pro 0=z ==} f(x)=2x—2 PrOo n=2x=2mx:
F3 4 (cosz cos3z cos5x
b) Obr. 33. f(x)=z pro 0=x=2x:

sinz = sin2z |, sin3z
f(:c)=n—2( S thgey +)

Obr. 34. Obr. 35.

¢) Obr. 34. (usmé&rnény stfidavy proud): f(z+ x)=f(x);

f(x)=sinx pro 0=xr==: f(x)=—sinz pro n=x=2=x:
2 4 (cos2x cosdzx cosBzx
s’”‘?‘;( T ol Y mlge % +)

d) Obr. 35. (rovnoramenné lichob&zniky): f(x +x)=—f(x);

f(z) -%Iprooézém f(x)=vprop=z=n-p; f(x)=— 1’- (z—7) prox—p=x=m:

f(z):-%%(-—l-slnpsinz+¥sin3psm3:c+—sln5psin5:c+ )
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e) Obr. 36. (rovnoramenné trojuhelniky) plyne z d) pro p= £

2
/(:c)———[sinx— su;:z _ sin5fz —)
—
v
A e 4 T A -
Obr. 36. Obr. 37.

f) Obr. 37. (tselky rovnob&Zné s osou) plyne z d) pro lim p=0:

f(x)y=v pro 0=zx=w=; f(x)=—v pro n=x=2x:

f(:)-%v(sln:c+ L + e +] .

3 5
Piejde-li f(x) s periodou 2z na f(f) s periodou 7', pfejde v piikladech vpra-

vo & na -QTnt a ve vzorci d) tsetka p na 27”1).

10. Fourierova fada v komplexnim tvaru. V intervalu0=2=2x:

f(x) =2 L e Oy = 2_17-r f(@)e~ " da,
. 0

N=—00

V intervalu 0=2=[! a pro n=0, +1, +2,...:
1 [ _ 2xing
f(z) = 2 ,.=Tff(t)e T dt.
‘o

N=—oo
9. Fourierdv integral.

Znim:

1. Rozsifenim intervalu do lim ! — oo piejde Fourierova rada ve
Fourierav integrdl)

f.(x) = —17; fzu [;?t) cosu (t—x)dt.
0 —o0e

ancb, rozvedeme-li

f(z) = % fcosuxdu f/ (t) cosutdt+ — fsmuxdu f/(l) sin wut dt.
0
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Vzorec plati s piedpokladem, ¥e funkece f(z) mé v ka¥dém konetném
intervalu koneény pofet maxim a minim a Ze f/(x)d.v existuje.

V mistech pretrzky podévé aritmeticky pramér h(;(;onot zprava a zleva
U@+ 0+ @O
2. Je-li f(x) funkce sud4, t.j. f(— z) = + f (2), jest
f(x) =%0f;s uxduof;?t) cosutdt.
3. Je-li f(x) funkcc; lich4, t.j. f(—2)=— f(x), jest
f(z)= & fsmuxdu f/(t) sin ut d¢ .
o

4. Fourieriw integrdl v komplexnim tvaru. Je-li f(z) v ka%dém
koneéném intervalu funkce s variaci koneénou, jest

f(x+ 0)+ f(z—0) =0 %fe—ixydyff(t)eiytdt.

2

H. Lebesgue: I.econs sur les séries trigonométnqueq 1906.
H. Carslaw: Introduction to the theory of Fourier’s series and integrals, 3. vyd.
1930.

E. Hobson: The theory of functxons of a real variable and the theory of Fourier’s
series, 2 sv., 2. vyd.

X. Funkce komplexni proménné.
1. Komplexnt proménnd
z=x+ iy =r (cos ¢ + i sin @) =rel?

je v GauBové &iselné z-roviné xy zobrazena proménnym bodem 2z
o soufadnicich z, ¥y nebo 7, ¢ (viz str. 13). Je-li soudasné x =0, y =0,
je z2=0; vzroste li byt jen jedna z proménnych z,y do n(,kouecna,
bod z =

Soustavn knmplcxnich &isel zohrazuje také Riemannova &iselnd koule o pra-
md&ru 1, dotykajici se z-roviny v poc¢itku. Paprsky, vedené z protéjsiho konce
primérn jako stiedn promitsini, protinaji kouli a rovinu v piidruzengych bodech
(stereografickd projek-e); bodu odpovidd bod, kruZnici kruZnice nebo pfimka a
naopak. Stiedem promitdni je zobrazen bod 2 =, jimZ~komplexni 2 rovina
je uzaviena.

Obor proménné z je souhrn hodnot, jichZ proménnd miiZe nabyti;
obraznd je to bud celd &iselnd z-rovina nebo jeji vymezeny dil,
kfivka nebo piimka.
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Obor jednoduse souvisly sluje &ést z-roviny uzaviend kiivkou bez
dvojnych bodi.

Orientace. Bod probihd kiivkou smérem kladnym, je-li plocha,
uzaviend krivkou, po strané levé.

2. Funlkce komplexnt proménné w=f(z). V jistém oboru je w funkei z.
jestlize v ném kazdému z prislusi jedna hodnota w (nehledé k funkeim
mnohoznaénym). Oddé&lime-li ¢ast realnou od imaginéini, jest

w=[f()=f(@+iy) =u(y)+iv(y),
kde u,v jsou uréité redlné funkee promeénnych z,y.
Mez (limita), spojitost. derivace jrou obdobné poimy jako v oboru redlném;

zndmé vzorce difcrencidlni a inversni k nim integrélni ztstdvaji pro komplexnf
proménnou v platnosti.

3. Elementdrnt transcendenty e°, cos z, sin z jsou definovény fadami:

et w s R sl ;
N g b TR S b O
2* 2! 2® < : Ry 2
2)COSZ=1—ﬁ+-T!-—a+..., 3)smz=z-——3—!+-a—-ﬁ+...,

které konverguji absolutné pro kazdé z. Z definic plynou vztahy dalsi.

4) el.gr=pnt zx;

b) e?=cosz+isinz; e P=cosz—isinz (Eulerovy vzorce);
2 =8 2 Te
e’+ e z s e“—e o a8 e
6) coshz=———2—=cos1z; smhz=———2—=-—-1sm1z;
7) cos z = cosh iz; sin z = — i sinh iz;

tg z=—1itghiz; cotgz=icotghiz;
8) cos (z+ 2 kw) =cos z; sin(z+2lgn)=sinz; ‘tg(z+2kn)=tgz;

9) cosh (z 4 2kin) = coshz; sinh (z 4+ 2k in) = sinh z;
tgh(z+2kin) = tghz;

10) (cos z + isin 2)™ = cos mz + i sin mz (Moivreova véta).

Ce:d soustava goniometrickych vzoret platf I pro komplexni argumenty.
11) e? t2kiz _ 2. (viz té% str. 14 a 15);
12) Igz=Igl|:|+i(p+2Ekn);

13) arcsin z =—]i'— argsinh iz = ll Ig (iz + VT=2%);

14) arccosz = 3.4 argcosh z = 2.5 Ig (z +if1=2%);
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1 Sl In el L 1+4iz
15) arctg 2 -—ia.rg\gh iz =5+ g =
; ; 1 iz—1
16) arccotgz = i argeotigh iz = 57 Ig s ol

4. Analytickd funkce komplexni proménné f(z) mé v kazdém mistd
svého oboru derivaci, nezévislou na sméru piiblizeni k bodu z:

) f(z+h)—f(2) dy . 9v . 1 (3 . dv
Badm oo ax“n—T(W“'@J-
(h=h,+ ihv) (fy—0) (h”-—> 0)

Analytickd funkee f(z) je reguldrni tam, kde jsou splnény

Cauchyovy-Riemannovy podminky:
du dv du dv 5

e a3
Pak vyhovuji funkee u,v také Laplaceové diferencidlni rovnici
"2 22 g
4 ¢ ’P
372 + =0%

Vsechny elementdrnf funkece redlné promcnné. algebraické i transcendentnf,
jsou i pii komplexnim argumentu analytické (reguldrni) ve svych oborech.

5. Singuldrni body sluji mista oboru, v nichZ funkes, jinde ana-
Iytickd, nespliiuje podminky Cauchyovy-Riemannovy. Jsou to:

a) body nekoneénosti, kde f(z) = co. Bod nekone¢nosti funkee f(z),
v némz 1: f(2) = 0, sluje pdl.

Na pi. funkce f(z) = B T i md v bodd z=0 p6l prvniho ¥4du, v bodd /

gig—2,)*
z=2, p6! druhého Fddu.
Funkce, kterd v koneénu nemd jiné singularity neZ pély, sluje meromoryni.

b) podstatné singuldrnt body: v jejich okoli se funkce libovoln¥
blizi kazdé hodnoté.

Na pi. funkee f(2} =elZ m4 v potdtku z=0 podstatnd singnldrni bod; bli-
Zime-li se mu po zdporné ose reilné, jest e~ *° =0, po kladné et® =co,

¢) body rozvétvent, kde jinak mnohoznaéné funkece se stdava funkei

jednoznacnou.
o

Na pf. funkce f(2) = |z2—2, méd v mistd =2, bod rozvétveni.

Singuldrni bod, v jehoZ okoli neni jinych singuldrnich bodd,
sluje isolovany. Na pi. p6l je isolovany singuldrni bod.
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6. Konformnt zobrazeni. Analytickd neb reguldrni funkce w = f(z)
zobrazuje konformné z - rovinu na w-rovinu mimo mista, kde f'(z) = 0.
To znamend: bodim (2, y) v roviné xy pritad'uje body (u, v)
v roving uv; kazdy uhel prevaddi v thel téZe velikosti i smyslu;
nekoneénd maly obor roviny xy zobrazuje oborem roviny uv
jemu podobnym. Linedrni pomér skresleni ¢ili modul zobrazeni

; | dw
m=|f(2)| = e
zavisi jen na poloze bodu z.
Pfik!lad 1. Funkeci
1 x— iy

1
= Seciy ™ TSR0 P
je ddna transformace
x =Y
PN Ry v =— (1)
o+ a®+y’

kterd vyhovuje podminkdm Cauchyovym-Riemannovym. Vyjddiime-li z a y jako
funkce proménnych u a v, dostancme (z podilu, podle véty o imérdch a dosazenim)

(u__x_. SRR raiRTa o v* =_"’_=_r,,J
v -y’ Wl zi4yl 4 Wi iyt
u -
S TN T b R T I (1
u 4 v u +v

rovnice tvaru (1), v nichZ jen prom&nné jsou vyménény: transformace, dand
funkei 1:2. jest jednojednoznaé¢nd. t.j. kazdému bodu z-roviny odpovidd jeden,
ur¢ity bod w-roviny a naopak. Z rovnic (1) dostaneme pro

u=konst.=—é~: P=x(C—-1); v=konst.=-—%: 2=y (-,

t.j. rovnobézky s osami v,u piejdou na kruZnice praméru C, dotykajici se os x,y
v podtdatku (v prvém piipadé je y, v druhém r stiedni mdéricky amérnou obou
tsekda praméru). Obé soustavy kruznic protinaji se v piavém ahlu.

V poldrni soustaveé
w=21=(e?) 1=rtei? = RI?;

podle toho soufadnice bodu w jsou

R= % : b=—g; 2

obréicenim zdvislosti plynou rovnice téhoZ tvaru
1 ’
r=— p=-a, @)

Prvni z rovnic (2) znadi inversi »R = 1* na kruZniei polomé&ru 1, druhd pie-
klopeni ahla ¢ili zrecadleni na ose redlné; pofad operaci je Ihostejny. Konstrukece
piidruzenych bodi provedena ve sjednocenych rovindch na str. 15 obr.6. Vnéj-
8im bodam jednolkové kruznice r=1 odpovidaji body vnitini a naopak, bodim
horni poloviny obvodu body dolni poloviny, soumé¢rné¢ k oném sdruz 'né podle
osy realné; body z= -+ 1 =w ziistavaji beze zmény. Poditek z = 0 je singuldrni bod
funkee 1:2z, zvany pdl; jecho obrazem je ub&zny bod w= <, kterym komplexnf
rovina je uzaviena.
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Obecendjsi funkee linedrni lomend

az+b a b
" ez+d’ L lc d'*o’
je regnldrni. s jednoduchym pélem v misté 2z = — d:c, obapolnd jednoznalnd

V konformnim zobrazeni pfevddi kruznice na kruZnice a naopak; primky
poklddime za kruZnice o nekone¢nd velkém poloméru; transformace sluje_ kru-
hovd pribuznost.

Pfiklad 2. Funkei
1(2) == (z+ly)’ =2 -yt 2lay=u+iv=w
je déna transformace
u=a:’—y’, v=22ay,
podminkdm Cauchyovym - Riemannovym zieim& vyhovujici. Sit rovnobé&zek
u=konst.. v=Kkonst. je v z-rovin& zobrazena siti rovnoosych hyperbol; ob& soustavy

jsou kolmosedné mimo nulovy bod 2=0, kde se protinaji v Ghlu 45°. Konformita je ta
poruéena, nebot’ f/(0) = 0. Viude jinde f'(z) = 22 = 0. Vylou¢enim y nebo & dostaneme

vP =42 (2®— u); V=49 (ut+h);

pro x=konst., y-=konst. zna¢i tyto rovnice dv& orthogondlni soustavy konfo-
kélnich pa.xabol s osou +u a spoletnym ohniskem v bodé w=0. Usekovy tvar
obou rovnic (str. 63)

2 2

sy _% %3 Lz el

z evy Y

Ctvercove siti royncbéZek s osami g-roviny od povidéd étvercovitd (isothermickd)
sit’ parabolickd v roviné w. V polarni soustavs

Sl s
@zY?

Y w=2=(re'?)2=1%2ip; R=1r%; D=2q.

OpiSe-1i bod z kruZnici kolem z=0. opiSe bod w, pohybujici se dvojndsobnou
uhlovou rychlosti, pfisludnou -kruZnici dvakrat. Horni polovina z-roviny je
zobrazena celou w-rovinou, dolni polovina touZe w-rovinou znovu. Obricend
funkce z= Vl; je tedy dvojznaénd. Aby kazaému bodu w-roviny ptislusela jen
jedoa hodnota w, predstavime si w-rovinu ve dvou listech; roziizneme je podél
zdporné¢ osy redlné od 0 do oo a kraje ezt spojime napri¢ — horni s prot&j%im
dolnim. Tak vznikne dvoulistovd plocha Riemannora; na kazdém listu md funkce
jednu hodnotu. Body z=0, 2=, z obdhu vylou¢ené, jsou singuldrni a sluji
body rozvétvent; v nich je funkce jednoznaénou. ot

Ptiklad 3. Zndzornént funkce komplexnt proménné
w=f2)=fz+iy)=u@y) +iv@y).

Vinde. kde f(z) je reguldrni a j/(2)3=0, odpovidd siti rovnobdZck s osami
w-roviny sit koimoseénych ¢ar v gz-roviné, Sestrojime-li pro rézné hodnoty
konstanty ¢=0,+1,+2.... soustavy c¢ar u(z,y)=konst,, v(x.y)=kons*., mi-
7eme pokldadati jednu soustavu za vrstevnice, druhou za krivky spadua na pluse.
Plocha mé zapornouw krivost (bez maxim a minimj; nulovd mista v prisccéicich
¢ar u=0, v=0 jsou =edia p'ochy; v nich zobrazeni neni konformni. V jedno-
duckém poélu- v¥bihd plocha do ®b&Zného hrotu.a. nekomeéné prohlubné.
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V hydrodynamice rovinného proud&ni znad¢i jedna soustava kiivky ekvipo-
tencidlni, druhd proudnice. Singuldrni body jsou zfidla nebo viry, nulovd mista
body kiiZzeni, pély ztidla s propadem.

Funkei f(2) zndzoriiuje také plocha absolutnich hodnot. Zde znadi
|w|=r(x,y) =konst. vrstevrice; @ (x,y) =arctg % = konst. kiivky spddu.

Soustavy jsou kolmoseéné, kde dand funkce a funkce k ni inversni jsou reguldrni,
Krivky spddu vychdzeji z p6la (ahézné hroty) a sbihaji se v nulovych bodech
(ndlevkovité¢ prohlubné), Plochu mozno zm‘zzorm,i juko plasticky model axono-
metrickym obrazem.

7. Integrdl funkce komplexnt proménné jest integral kivkovy (str.111).
Oblouk krivky C mezi body z, a z, =z rozdélime body 2, 2,,...2,_;
na intervaly 4z,=z,—2, ;. V libovolném misté {, intervalu 4z, mé
funkce f(z) hodnotu f(¢,). Integrdl po kiivce C

n
dz =1 A >
Off(z) ”gnw;f(g) z,

zavisi obecnd na tvaru integracni cesty C, spojujici-body z, a z,.

Pro vypodet integrdlu vyjddiime soufadnice bodiu kiivky C v komplexni ro-
viné rovnicemi z =x(f), y =y({) jako funkce proménné {, kterd mezi poc¢ateénim
a kone¢nym bodem integra¢ni cesty probihd v intervalu (a, g).

z=x+iy=2); J@)=u@y) +iv(zy)=7[z1)

B
jl(z)dz =jl[z(l)]z'(t) dt.
a

P#iklad. Stanoviti integral

§(z—-zo\""dz pro m=0,1,+2,+3,...

K
po kruZnici K o stiedu 25 kterou bod z prob&hne smyslem kladnym. Klademe

2—2zy=r (cos i+ isint)

§(z—z )"‘dz—jrm (cost+ isint)™ . » (—sin ¢+ icost)dt

27

= ir”"*‘lj-(cos {+ isin fym+1 dt=irm+1j[oos (m +1) t+isin (m+1) {] dt
0 o

podle Moivreovy véty, str. 14). Oba integrdly jsou nuly, takze

§(z—zn)m dz=0.
K
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§: . ="2xi.
2—2

K
Integrovand funkce mé v bod& 2, DOL; jeji integrdl po uzaviené kiivee neninula.

Pro m = — 1 vSak plyne

K tymZ vysledkim dospéjeme, klademe-li 7 (cos t+isint) = rolt:

8. Integrdl analytické funkce je na integradni cestd nezavisly. Je-li
f(2) regularni v oboru jednoduse souvislém, v ném F (z) jeji primi-
tivni funkee, t.j. £'(z)=/f(z), a body z,z spojeny jsou libovol-
nou integraéni cestou, kterd neprochdzi Zadnym singuldrnim bodem
funkce f(z), pak

2
: ff(z) dz=F(2)— F(z,)-
zﬂ

Hodnotu integralu 1ze odhadnouti:

ff(z)dz

M je kladné &islo, které na integraéni cesté Zadnou hodnotou funkee
f(2) neni ptekroeno, ! znaéi délku oblouku kiivky C od z, do z.

»

=M.

Pii pevném z jest integral regulédrni funkei horni meze.

9. Véta Cauchyho. Integral regularni a jednoznaéné funkece f(z)
v oboru jednoduSe souvislém po uzaviené kiivce C, kterd neob-
kli¢uje Zadny singuldrni bod funkece ani jim neprochézi, mé hodnotu

nulu. ]
§f(z) dz=0.
¢

10. Jsou-li C, C, uzaviené kiivky, C, uvniti O, a je-li na téch
kiivicdch i mezi nimi funkece f(z) reguldrni (nemusi byt uvnit C)),
pak pii kladném ob&hu ohraniéené¢ho oboru

§f(z)dz=§f(z)dz.
¢ G

Integra¢ni cestu € mozno nahraditi libovolnou jinou kiivkou 01' lezici uvnitd
C (na pf. kruznici), pokud mezi kfivkami a na vnitini kiivece je funkce ana-
lytickd.
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11. Pii v&t8§im podtu uzavienych, vzdjemnd oddélenych kfivek

C,, C,, ... uvniti C, vesmé&s téZe orientace, jest
§I(Z)dz=§f(Z)dz+§f(z)dz + ...
(d Gy Gy

Vzorec plati, i kdyZ uvniti ktivek C, C,,... funkce neni reguldrni.

12. Vzorec Cauchyho. V jistém oboru regulédrni funkee f(z) mé
v libovolném mists z, uvniti oboru hodnotu

L oE e g

27l ze—z

f(zy) =

poditanou po ka¥dé uzaviené, kladn& orientované kiivee bez dvoj-
nych bodi toho oboru, z, uzavirajici.

13. Derivace analytické funkce. Z piedchoziho vzorce plyne derivo-

véanim podle z

T e ) 1(2) I
["zy) = o Ty dz, Sy L e SR
n

t. j. analytickd funkce mé ve vSech bodech svého oboru derivace
kazdého radu.

14. Mocninovd rada Za"(z —z,)" mebo Zanz". kdyZ z, =0,
0 0
konverguje pro hodnoty z, jeZ uzavird kruh konvergence K o stiedu z;
a polomeéru (polomér konvergence) -

n
r=1:limV|un|.
n—>o00
Mocninova fada konverguje absolutnd a rovnomeérné v kaZdém
kruhu, jehoZ polomér |z —z |<r; diverguje, kdyZ |z —z |>r.
Uvnitié kruhu konvergence definuje analytickou funkei f(z).

15. Rada Taylorova. Analytickou funkei lze v okoli reguldrniho
bodu z;, uvnitt jejiho oboru, rozvinouti v mocninovou radu

I () 1 (2,) 4
f(z)=f(zo)+——1-!°—(z—z°)+ 2!° —2)+...,
aneb
oo fm)(zo) 1 f(z)
f(2)=5an(z—zo)", ST Bl T 2ni§(z-—zo)n+1 dz.

Rada konverguje v nejvdts§im kruhu, ktery lze v oboru, kde funkce
je analytickd, opsati ze stfedu z,.
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16. Analytické pokralovdni. V jiném bodé& z, =z, + ¢ uvniti kruhu
l(o plyne z rovnice ;

Za'n(z‘— z, +e)f* = 2 by(z —2,)"
0 0

rozvinutim podle v&ty binomické a srovnédnim podle mocnin fada,
konvergujici v kruhu K, o stiedu z,. Pfesahuje-li K, kruh K , ma
funkce analytické pokradovéni. Obor funkece lze tak rozSifovati bud
po celé z-roving nebo jen k uréité hranici.

17. Rada Laurentova rozvinuje funkei v okoli singuldrniho bodu 2,.
Funkce f(z), regularni a jednozna¢nd v mezikruzi soustiednych
kruznic K, a K, (0<r, <7,), opsanych z bodu z , se dd v kazdém
bod& mezikruZi rozvinouti v fadu

a_, a_, 3
f(z2)=...+ R =+ i—z, +a,4a,(2=2)+a,(z2—2,) +- .5
nebo -
1@ =Sai,G=2)0""+ 3a,e—2)"
kde n=1 n=0
1 12 1 f(2)
a = - dz: a, = 2
=N 2ni (z_zo)—n+l B 2nmi j (z_zo)n-f-l
N 1B, 8 B== 019008

Laurentova tada konverguje absolutné a rovnomérné mezi kruz-
nicemi, jeZ vnitf a vné mezikruZi prochdzeji nejbliZz&§imi singulérni-
mi body; hlavnt édst se zdpornymi mocniteli vné K, (|z—z,|>r,),
¢ast s kladnymi mocniteli uvniti K, (|z —z|<7,).

Neni-li uvnitt kruznice K, Zadny singuldrni bod, odpadé hlavni -
¢ast a zbyvé rada Taylorova.

18. Funkce f(2) s pdlem k-tého #ddu, v okoli pélu z, jednoznaéna
a regularni, je vyjadiena radou
a_y, a_,

f(z)=m—k..+ Z—Zo

+a,+a, (z—2)+a,(@—2)"+ ...

V tomto pfipadé mé fada Laurentova jen koneény poéet élenti se
zapornymi mocniteli.

’
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19. Residuum. V Laurentové fadé pro funkei f(z) v okoli sin-
gularniho bodu z, sluje koeficient prvni zdporné mocniny residuum

funkee f(z) v bodé Z3%
1
a_,=——=@PpfRdz=Rf@.

.2 i e=2,
C
Na pi‘ funkece f(z)= —mé p6l v bodé z=0. Laurentova rada v okoli pélu
a residuum v ném
et 1 1 z 2

_—— — — — H (2) =
= z+1!+2l+3!+...(5#0), zz({z) 1.

Po uzaviené kiivce, p6l obkli¢ujici, jest

e?
—dz—l' §—dz=2ni.
2:!1 2z

20. Véta o residuech. Je-li funkee f(z) v oboru uzavieném kiiv-
kou C jednoznaénd a regularni aZ na koneény poéet singuldrnich
mist z,, 2, ..., 2, jest

—fj;f(z)dz—Rf(z)+Rf(z)+ .+ Rf(z).

s=3 z2=2
Funkei f(2) = zfz_l) 1ze rozvinouti v ¥adu Laurentovu v okolf p6la z=10
a £=1; uzitim vzorce pro soucet geometrické fady plyne
=1 Tot s eset X £
A e e U (24 0)
1 1 1 s
)= — e — = SiY=(g= e = |
I o Tt ) (e—1)"+ (z+1)
Residua Rf(z)——l Rl(z)=1. Po uzaviené krivce, oba p6ly obklic¢ujici,

2=0

1 dz dz
. 2xi §z(z—1)‘_1+1=0’ é;z(z—l)_o'

Véty Cauchyho a o residuech maji vyznam i pro Fefeni redlnych integrila.

Cést redlné osy se dopliinje v komplexni rovind vhodnymi kiivkami na uza-

vienon integra¢ni cestu (na pf¥. pilkruznici, jejiZz polomér roste do nekoneéna);
z residui je sloZen komplexni integrdl a z toho plyne pak integrél redlny.

Method funkéni theorie pouZivé se v aerodynamice, hydrodynamice a zv1dsté
v elcktrotechnice.

E’. Borel: Legons sur la théorie des fonctions, 1898.

Q. Kowalewski: Die komplexen Ve:énderlichen und ihre Funktionen, 2. vyd. 1923

E’. Goursat: Cours d'analyse mathématique II., 5. vyd. 1933.

Q. Vivanti: Teoria delle funzioni analitiche, 1901 (ném. 1906).

L, Bieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie, 2 sv., 3. vyd. 1930.

R. Rothe - F.Ollendorf - K. Pohlhausen: Funktionentheorie und ihre Anwendung in
der Technik, 1931.

Technicky priuvodce, svaz. 1, 2. vyd. 9
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XI. Diferenciilni geometrie.
1. KFivky rovinné.

'l. Rovinnd kiivka v soustavé pravouhlé jest analyticky déna né-
kterym z tvar rovnic:

a) y=f(=); b) F(z,y)=0; = c)ax=¢(), y=vy ().
Derivace g
Sy Ayl A T dy _ v/ (9
Bty g SR S TR VYRS i 7

zna¢i tangentu thlu «, ktery teéna v daném bodé kiivky M (z,y)
svird s osou +x (v obr. 38 je oznaden 7).

Obr. 39. NN

2. K#ivka v soustavé poldrnt je dana rovnici:

r=f(p); derivace-—g%=r’
znadi délku subnormély ON (obr. 39). Pro thel teény s pravoditem w: -
tg w=r: g = & ¥
de 4

3. Diferencidl obloukuw:

ds® =da® +dy*; ds® = (rde)® +-dr*;
R R B Vﬁ
da=ll+y dzr = l+-—-—,2—dy; ds=Vr*+r*de;
Yy
e s T e S g selupaidnii g B
©08 o = — ; in o= == 08 W= == in @=—o .

4. Rovnice tebny v bod$ (, y), béiné souiadnice X, ¥:

d oF oF
Y—y=— (X—2); S X Sl e (Vg
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Dotykové body (z, y) tecen, ke kiivee F (2, y) =0 z (bodu X , Y )
vedenych, plynou feSenim rovnic:
)

AF B
(Xo—x)-ﬁ+(Yo—y)W=0; F(z,y)=0.

5. Rownice normdly:

ds
y =y A2 o 2,

6.V soustavé pravouhlé (obr. 38): V soustavé polarni (obr. 39):

délka tetny DT = % 1+ délka telny MT = r_’,~l"rﬁ +7%;
s y ; i 72
subtangenta Pir=— ? 3 subtangenta OF = — i

délka normdaly MN =y l/_rl +y*;  délka normdly MN = Vet 12,
subnormdla PN =yy'. subnormdgla ~ ON =17,

7. Uhel dvou Ikfivek, danych rovnicemi y = f(z), y = g(x) nebo
rovnicemi % (x,y) =0, v(x, y)=0:
g(x)=f(x) dxdy Jydiz
IaFimg iy Aneh Sty 9v

tgw=

Kiivky v =0, v =0 se protinaji v pravém thlu, je-li
du dv | du dv:
29z T3y 9y
8. Dotyk dvou kfivek je Fadu n-tého, rovnaji-li se sobé vsecky
derivace téhoZ fadu z rovnic obou kiivek aZz do n-té véetn&; kiivky
maji tu, jak Fikdame, spoleénych n + 1 bodi nekonetnd blizkych.
Pri sudém n se protinaji, p¥i lichém »n se dotykaji.

9. Kfivost k, polomér kfivosti 0. Kontingendni vihel dvou soumeznych
teden (normal) sluje diferencidl d x =d arctg y/'.

ds )?*
(1+57)% . [WJ
Y’ 4 d*y ;
dz*
Polomér kiivosti ve vrcholu kiivky, v ném# tefna je rovnobéZna

; 0=

do
i Kder e

At

s osou x ¢ili kde y' = 0: 9, =

9*
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V soutadnicich polarnich:
b=

(r* +17)3}
P20
10. Souradnice stifedu kiivosti v soustaveé pravoﬁhlé:

g s +u +y

J’ —q/+

KruZnice poloméru g a stredu (&, n) sluje kruznice k¥ivosti (kruZnice
oskulaént) dané krlvky v jejim bodé (z, y); md tam s danou kiivkou
dotyk 2. fadu (mé s ni 3 nekoneéné blizké body spolecné).

11. Kru#nice hyperoskuladni. Plati-li pro bod (z, y) kifivky o de-

rivacich y podle x relace
3 y1y112 = (l ZE ylg)ylll= 0

mé tam oskulaéni kruZnice s danou kiivkou dotyk 3. fddu (4 ne-
koneéns blizké body spoleéné) a sluje kruZnice hyperoskulaént, jeji po-
lomér je extrémni hodnotou poloméru kiivosti dané kiivky.

12. Pribéh kfivky y = f(x) v bod$ M (=, y). Kdy# kiivka

stoupé, klesa, je nad tefnou, je pod tecnou,

f (%) >0; f () < 05 1 (x) > 05 f (x) < 0.

13. Vrcholy kfivky vy = f(xz) se uréi jako maximum a minimumi
funkce y = f(x) (str. 88).

14. Body obratu (body inflexni) plynou iefenim rovnice

d2 lay
=0, s predpokladem, Ze £0;
da® e z
obecns Mgz =0, ,, e e oY () £0)

15. Asymptoty jsou teény v nekoneéné vzdalenych bodech ktivky.
Z rovnice kiivky a rovnice teény vylou¢ime y a pirejdeme k lim 2 = oo
Asymptoty rovnobé&iné s osou y najdeme tak, Ze uréime x, pro néz
lim y =o0.
16. Singuldrni body kiivky F (z, y) = 0: Refenim rovnic
oF oF

=0

=)
dx ’ Qy

plynou souradnice singulé,miho bodu. Podle diskriminantu
RF *PF T F )\ 3 7
JLTE VR e i,
dxt  3y? dxdy e F’
je pti 4 << 0 bod dvojny (uzel), v ném dvé rea.lne teény razné;
A = 0 bod vratu (hrot), dvé teény splyvajici;
4> 0 bod isolovany bez realné tecny.
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17. Obalovd kfFivka soustavy &ar F (z,y, w)=0. Existuje-li, do-
~ staneme jeji rovnici vylouéenim proménného parametru u z rovnic
oF

F(x,?/,u)=0, au == (0

18. Ewoluta dané krivky jest geometrické misto stredi jeji kri-
vosti. Rovnice evoluty kiivky y = f(z) plyne eliminaci @, ¥ z rovnic

Ly L+y*
E =T 77 e ’ = ’ e x) .
7 Y (ot Bt o=kt
19. Evolventa dané kiivky F (&, 1) =0 jest kiivka vytvofena bo-
dem primky, jeZ se z té kiivky (evoluty) jako jeji teéna odvinuje.
Eliminaci &, » z rovnic

1432 1+4° >
y”'ll Y, N="4 T __‘—7 F(¢ﬂ7)=

§=a-

dostaneme diferencidlni rovnici soustavy evolvent.

20. Orthogondlnt trajektorie protinaji danou soustavu F (z,y, u)=0
v pravém uhlu. Eliminaci proménného parametru w z rovnic

3F VF
ow

J =0, F(xay;u)A=0

plyné diferencialni rovnice dané soustavy f (@, y, ') = 0. PiSeme-li tu
- % misto 3, dostaneme diferencidlni rovnici soustavy orthogonél-
nich trajektorif

f[x,y,— %) =0.

V soufadnicich polédrnich eliminujeme z rovnic

OF oF dr
W_*-a—r—d_(p_o’ F(T,(p,u)=0
proménny parametr %; dostaneme diferencidlnf rovnici f (r, ,7') = 0.
2
Zéménou 7’ za — —- plyne diferencidlni rovnice orthogonalnich tra-
jektorii

f[r,zp,—— 7::J=0.

21. Isogondlni trajektorie protinaji danou soustavu v stélém tihlu w.
Je-li diferencidlni rovnice dané soustavy f (z,y, y') =0, je diferen-
ciglni rovnice isogondlnich trajektorii
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y—k } L =
f[x,y =) =0 = 5 o
Je-li v polarnich soutadnicich diferencidlni rovnice soustavy dar
f(r, @, ") =0, jo diferencialni rovnice isogonélnich trajektorii

- 2 ’
flr’ @, k_T—*—_’rT_] =1,

r— kr
22, Upatnice dané kiivky vzhledem k danému bodu je geomet-
rické misto pat kolmic spusténych na teény té kiivky F (z,y) =0
z toho bodu (a, b). Jeji rovnice plyne eliminaci @, y (a ¥’) z rovnic
3F 3F

k=tgw.

1
n—y=y({—=x), '1—b=—7(5—a), F(x,y)=0, y=—

23. Traktorie ¢ili ekvitangencidly. Usek tetny od dotykového bodu
jejiho k pevné kiivee I (z, y) = 0 ma stalou délku a. Jsou-li &, n b&Zné
soufadnice traktorie, plyne jeji diferencidlni rovnice eliminaci z, y
z rovnic

d ; ;
F (z,y) =0 N—y =g -2, (§=2) + (1 —y)* =a’.
Pti parametrickém uréeni pevné kiivky @ = @ (¢); y =y (t) jsou
soufadnice bodu traktorie
z aq ay
:=(pi/—,(p—72-. r1=w_—t,=w,.
Vo + v ; Vo™ +y" _
24. Ekvidistanta ¢ili éara paralelni (rovnob&zka) s kiivkou F(z,y) = 0

vznikne, naneseme-li na jeji normaly stalou délku a. Rovnice ekvi--
distanty plyne eliminaci x, ¥ z rovnic

: 1 :
Eleapi= 0 N=Y = a); (E=a)'+ (n—y)' =a

P¥i parametrickém uréeni dané kiivky z =g (f), y =1 (¢) jsou
soufadnice bodi ekvidistanty
AL
Vo™ + "

q

ae

S T S
Vo +v®

» n=y+

2. Kr¥ivky prostorové.

1. Prostorovd kfivka v soustavé pravouhlé je déna a) dvéma rov-
nicemi jako priiseénice dvou promitajicich vilet (na pt. padorysem
anarysem); b) jako priseénice dvou ploch; nebo ¢) parametricky tiemi
rovnicemi :

{y=)‘(x), {F(x,y,z)=0, {z=x(t)’
a) b) c)

y=y(t).
z=g(x), G (z,y,2) =0, z=z(2).
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2, Diferencidl oblouku ds = V da? 4- dy® + dz%.
3. Smérové kosiny teény kiivky v bod& (z, y, 2), jsou-li B, ¥
thly teény s osami x, y, z:
L cos fi; = i p coS y; = =
ds ’ kT gt "=gs
4, Teéna v bodé (x, y, z), jsou-li b&Zné soutadnice X, ¥, Z, je
vyjédiena rovnicemi 5

X -z Ny R =

COoSs Oy =

dx - dy dz
Je-1t kiivka ddna jako prusecnice ploch F = 0, G = 0, jsou rovnice teény
X-—-x Ve Y-y s Z—z
F‘Z FS F3 Fll Fl E".!
G, G, G, G, G, G, 1

kde indexy 1, 2, 3 znad¢i parcidlni derivace podle z, ¥, 2.
5. Rovina normdlovd k¥ivky v bodé (z, y, z):
(X—z)de+ (Y —y)dy + (Z —2)dz=0.
Je-l kiivka ddna rovnicemi F =0, G =0, jest rovnice roviny normdlové
X-—-=a Y—-v Z—-z
r F F

1 2 3

G, a, @,

6. Rovina oskulaént prostorové kiivky (obr.
40) v bodé (z, y, z) jest uréena teénou a
soumeznym bodem krivky. Rovnice roviny
oskulaéni:

X—x Y-y Z—2z a7, a:/’,,J.

Obr. 40.

7. Hlavninormdla k¥ivky jest v jeji oskulaéni roving norméla k teéns:
X B ey oS =2
d*s:dz®  d’s:dy? dls:da®
8. Binormdla ktivky vbods (z, 7, 2) je kolmice k jeji roving oskuladéni:
X—z i 3l

A B (O8ER

kde A, B, O jsou subdeterminanty, pi¥isluSné k prvkam 1. fddku
v determinantu 6:

A=dyd*z—dzd’y, B=dzd’z— dzd’z, C=dzd*y—dyd*z.
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9. Smérové kosiny binormdly, jsou-li jeji Ghly s osami oy, B, ¥,:

cosah=%, cosﬁb=%, cosyb=—D-;

D=VA2+B2+02.

10. Ki#ivost &ili flexe k a polomér kifivosti o. Kontingenéni uhel
dvou soumeznych teéen:

de= V(d cos oy)® + (d cos f;)* + (d.cos y)* ;

3
e den oY o (dz® + dy® + dz*)?
Sue tlar SRR e a D

11. Smérové kosiny hlavni normdly, svirajici s osami thly o, 8,7, :

decos «, dcosfy dcosy,
dgs— 008 B, = 2 W= ass

C(-)S Otn =

12, Kroucenost ¢ili torse x a polomér torse v. Torsnt hel dvou
soumeznych binormal :

dn= V(d cos o)® 4 (dcos B,)* + (dcosy,)’;
dn 1 1 D*

== s T =

; s ok
ds 7 % Ad’z + Bd’y + Cd’z

Kiivka je pravo- nebo levotoédiva, je-li »x=0. Torse rovinné kiivky
je nula.

13. Frenetovy wvzorce:

dcos« dcos «
a) — i pcosn; ) Y S A S Ry e
ds ol ds »
dcosx
c) _d,;—n =—kcosay+ % cosay, ;...

Dalsi vzorce plynou vyménou « za f nebo y.

14. Rovina rektifikaéni v bodé (z, y, z), uréend teénou a binormaélou,
je kolmé k hlavni norméle :

(X —=)cosx, + (Y —y) cos B, + (Z — z) cosy, = 0.
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15. Vektorové pojeti (odd. XV). Souradnice bodu kiivky jsou sloz-
kami polohového vektoru r; smérové kosiny teény sloZkami vektoru t;

jest to jednotkovy vektor, nebot t* = cos® &, + cos®f, + cos®y, = 1.
Jednotkové vektory teény, hlavni normdly a binormdly

dr dt
a)t=§, b)n=7g.lc, c) b=t/ A\n
tvoii zdkladnt pravouhly trojhran. Podle polohy prst pravé nebo levé
ruky je s trojhranem (t palec, n ukazovak, b prostiedni prst) kiivka
pravo- nebo levotoéiva.

Vektorovou symbolikon 1ze vzorce diferencialni geometrie vyjadriti
struénymi tvary. Na pi. Frenetovy vzorce 13:
dt db dn

E._k W=—xn; W——kt—i—nb

Sroubovice. Bod (x = a, y=0, 2=0) se ot4di kolem osy z (od + x do + y) a sou-
dasné posunuje v jejim sméru tak, Ze posuv jost Gmérny ahlu otadeni ¢. Je-li &

vyska zdvitu, je stoupédni tg ¢ = 5 -’:a; z definice plynou rovnice

x=a cost, y = a sint, z=at-tgp =ct, c=2in.

Vylou¢enim parametru ¢ dostaneme priméty kiivky do rovin souiadnic:

2 4 93— g2 T e o Y _sinZ;
pudorys z2+y?=a?, narys 5 cos 7 stranorys = sin =3
diferencidl oblouku ds = Va* +c2 dl = co: = dt; oblouk s = Va2 +c2t

Pro t = 2x jest 82 = (27 a)? + h?; §roubovice vznikne navinutim pravouhlého
trojihelniku s odvésnami 2za, h na rota¢ni vélec o poloméru a. Rovnice teény
jsou

X—z Y-y Z-—z2

—sint cost tg ¢ °
Smérové kosiny teény

cosay = — cos ¢ sin ¢; cos f; = cos ¢ cost; cos y = sin ¢ = cos (90° — @),
t.J. tetna svird s osou stdly thel 90°— . Teény jsou rovnob&zné s piimkami ro-
ta¢niho kuZele; je-li polomdr podstavy a, jest jeho vySka ¢ = d (redukovand

vyska zévitu). 27
< abiied
Kiivost k = ¢ H polomé&r kiivostip = B O TG =
a?+c? a cos? g
i o8
Torse %= 4 3 polomé&r torse = gute Sa .
a?+ c? - sin®¢

Sroubovice je pravotodivd (¢>0) nebo levotoctivé (¢< 0) podle toho, je-li vyska
zdvitu kladnd ve smyslu + z nebo —z.
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3. Plochy.
1. V pravouhlé soustavé muze b&ti plocha déna rovnici tvaru
g=1{x;¥) nebo (%, 9,2) =0
nebo parametricky tiemi rovnicemi se dvéma parametry wu, v
x =12 (U,0), Yy=9y (%), 2 =72 (u,v).

Krivky w = konst. s kfivkami » = konst. tvoii na ploSe sit kiivoéa-
rych soufradnic.

2. Teénd rovina plochy v bodé (z,y,z), jsou-li béZné souradnice
>, 48 €5 0

oF oF oF
(X - @)= X =gyt (L 0y S =0,

3. Normdgla plochy v bodé (z,y,2) mé rovnice

SF " F CaF
dx dy dz
4. Diferencidl oblouku kfivky na ploSe:
ds* = Edu’ + 2Fdudy + Gdo*,
kde E, F, G jsou Gaupovy zdkladni veliiny 1. fddu

. ax]a [Sy]s {az]{ ‘_(er (ay]a 3z )2
B= (5 thel P ST sy w5y

_dw dx oy 2y dz 9z
R RS DT i T Y T

Pro u=z,v=y je z=2z(x,y) a GauBovy zékladni veliéiny :

3z @
E = 1+(az), S B4 P G—l+(az].
ox dzxz Jdy oy

5. Uhel kitvolarych soufadnic w =Xkonst., v = konst. v bodé plochy
je déan rovnicemi :
3 sinw = —VEG Fg.
VEG VEG
“Je-li F=0, je sit orthogondlni &ili kolmoseéna.

CcCosw =
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6. Smérové kosiny normdly plochy, svirajici s osami thly 4, u, »

O i B G ity
cosy—a—y-.VAF, 005”=TZ-VAF’
L BF)“ (BF}B [SF]
AF‘(ax 28 b s e ! B
1 [Ey_ dz. .3y az]atd
sz du dv  dw 9 ’

7. Priméty plochy : padorys, nérys, stranorys plynou vylouéenim
jedné souradnice z, ¥y, ¥ z rovnic

aneb

cos A =

F(z,y,2)=0 F=0 F=0
oF (2)3 ap (W) oF }(”"
S En B IRy -0
dx oy

8. Element plochy:
S OF SLFnes
dP =VAFdzdy: -,- = /EG—Fidudv;

25 3f )2 of ]z
dP_V1+(SzJ +[W dady.

9. Normdlovy ‘Fez je prusek plochy s rovinou jdouci normélou
plochy. Budtez «, f, y tihly teény normélového Fezu s osami a struéng

3z R 32z_r Ogl S“z_t_
S =2 3y e Py B 3%y =38, W—' H
polomér k?‘;’ivosti normdlového Fezu:

G /7" + ¢ +1

rcos® & 4 2s cos o cos f + tcos® B

10. Kosyj #ez je prusek plochy s rovinou jdoueci teénou normélo-
vého Fezu (ne vSak normélou plochy). Je-li ¢ Gihel roviny fezu s nor-
mélou plochy, R polomér kiivosti normélového tezu, je polomér kfi-
vosti kosého Fezu o pramétem poloméru R do roviny rezu:

o= Rcos ¢.

Véta Meusnierova: KruZnice kiivosti viech (rovinnyeh) fezii, jdou-
cich spoleénou teénou plochy v uréitém (obydejném) bodé jejim, JSOU
na kulové ploSe poloméru R (poloméru kiivosti normélového Trezu
plochy onou teénou vedeného) se stiedem na normaéle plochy v onom
bodé, jimZ prochézi.

U rota¢nich ploch jsou stiedy kiivosti normélovych fezt v ose rotace; kruz-
nice plochy je (obecné&) kosym fezem.
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11. Hlawvni normdlové Fezy plochy z = f(x,y) jsou ve dvou k sob8
kolmych rovindch; maji nejvétsi a nejmensi t. zv. hlavni poloméry
kfivosts plochy R , R,; tyto se uréi z rovnic:

celloovd (totélni) k¥ivost plochy:

il ey o rt — 8° 2

BR, (1+p'+¢)
stfedni kFivost plochy:

2 st 2
2H=—1—+ Vi AL+ @) = dmat (=0 )t :

K

R, "R, 1+p*+¢)h
Prohnutim plochy bez prota.ieni se celkové kiivost jeji (GauBova
mira kiivosti) neméni.
Je-li K=0, je plocha rozvinutelnd (15).

Bod plochy jest elipticky (K >0), huperbolicky (K < 0) nebho parabolicky
(K =0). V eliptickém bodu je rovina te¢nd jen po jedné stran& plochy, v hy-
perbolickém plochu protind; v bodu parabolickém md& e ement plochy povahu
parabolického vélce, te¢nd rovina se ho do'ykd v piimce.

Rovina rovnob&Znd a soumeznd s rovinou teénou protind plochu v kiivee,
zv. Dupinova indikatriz. P¥i K -0 je to elipsa, pii K < 0 hyperbola: délky jejich
poloos jsou Gmsrny odmocnindm z hlavnich poloméra kiivosti. Bod plochy, v ném%
indikatrix je kruznice, sluje kruhovy (R, = R,).

12, Véta Eulerova. Kiivost libovolného normalového fezu, ktery
s rovinou prvniho hlavniho fezu svird thel ¢:

3 cos®’p  sin’g

R R, R,
13. Soudet kiivosti dvou k sob& kolmych normalovych fezt (@ | b)
v bodé plochy je stéaly (stiedni kiivost):

1 1 1 1
R—a+E=1T+F=2H.

1 2 -

14. Obalovd plocha soustavy ploch. Podle druhu uréeni soustavy
(jednomocné v pripadech a. ¢, dvojmocné v ptipadé b) plyne rovnice
obalové plochy vylouéenim proménnych parametri z rovnic:

a) F(2,y,2,a) =0, Laf: = 0 eliminaci parametru a;
QP 3F

b) F (x.y,2,a,b) =0, g 0, S il 0 elimin. nezévislych a, b;

¢) F(2,9,2,a,b) =0, pii zavislosti parametru ¢ (a,d) =0, :

3F oF 3b dp 3@ b Ry 3b
Py S bt —é—b—W_O ehmlnacla,ba.—a?-
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15. Rozvinutelnd plocha obaluje jednoparametrickou soustavu
rovin. Je bud plocha teéen prostorové kiivky (hrana vratu) nebo
kuzel & vélec. Jsou-li z,y,2z soufadnice kiivky vratu, a’,y’,2’ de-
rivace podle oblouku, jest rozvinutelnéd plocha déna rovnicemi:

E=a(t) +uz (1); n=1y () +uy(); C=2z(t) + uz (¢).
Rozvinutelné plochy lfla.jj jen body parabolické.

16. Geodetickd kiivka na ploSe. Hlavni normala kiivky je nor-
mélou plochy; nejkratsi spojeni dvou bodt na plose je éarou geodetic-
kou (pf. Sroubovice na rota¢nim valei). V celém prubéhu kiivky plati:

oF F oF 3_F oF y’.
oz Jy oz e R LR e '
| de  dy dz ; d*z d*y d%z
[d*z-dy -d*z ds® ds* ds®

K#ivoznatné k¥ivky. Teény obou kiivek v kazdém bod& plochy dotykaji se tam
hlavnich FezG normélovych; kiivky tvoif na plose dvé soustavy kolmoselné.
Plocha normAl podél kiivozna¢né ¢ary je rozvinutelnd.

Asymptotické kFivky (K < 0). Teény kiivky se dotykaji normd'ovych fezi s kii-
vosti nuloyou; jejich oskula¢ni roviny jsou te¢né roviny plochy.
4. K¥ivocaré souradnice v prostoru.
1. Analytické uréent bodu v prostoru:
z =2z (u,v,w); y=1vy(u,v,w); z=2(u,v,w).

. . Ve - lia
Rovnice  u = konst., v = konst., w = konst. znaéi trojnésobnou
soustavu ploch; prom&nné u, v, w sluji kiiwofaré soutadnice.

2. Soustava orthogondini. Soustava je kolmoseénd, kdyZ

dx o dy dy 0% O et e
Qv Jw g dv Jw + dv Jw g
dx dx dy 2y 9% rdzi iy
dw du dw du ow du
‘x dw oy dy oz 0z 0
du v du Jv du dv

3. Sousadnice cylindrické ¢ili semipoldrni (obr. 41):
u=r v=@ W=2.
Dé&li prostor na elementy soustavou kruhovych vdlci r = konst. s osou z,

svazkem rovin ¢ = konst. (v mezich od 0 do 2x) s osou z a soustavou rovin
w = konst. rovnob&znych s xy.
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z Souvislost s pravouhlymi soufadnicemi :
M X -
® = r COos @; r=+Vx2+y’;
% , -
Yy =7rsine; ; <p=a,rctg%;
Y = W=z
Obr. 41.

4. Element oblouku a objemw v souradnicich cylindrickych:
ds* =dr® + r*d ¢’ + dw®; dV =rdrdedw.
5. Diferencidlnt parametr druhého ¥éddu funkee V = f (z, y, 2) v sou-
radnicich cylindrickych:
AW T PN e

1
= Sl
ox? dy? 32° or® r

150 Ve s A%
+—2 =+

eV
or r? J¢?

dwt

6. Sousadnice poldrnt prostorové ¢ili sférické (kulové) (obr. 42):
u=r, v=0, w = 9.

Dé&li prostor na elementy soustavou kouli r =konst. se stfedem v poddtku.

svazkem rovin ¢ =konst. (v mezich 0,2x) s osou z a soustavou rota¢nich
kuzelt ¢ =konst. (v mezich 0,x) s vrcholem v pocdtku a osou z.

z i
| Souvislost s pravotihlymi souradnicemi :
f M ? e
x = rsin® cos ¢; r=+Vx2+y2+z2;
y = rsind sin @; @ = arctg %
\ Y Ry
< i z = rcos?. # = arctg L}y—

7. Element oblouku a objemu v souiadnicich sférickych:
ds® = dr® + r*sin?dd ¢® + r* d 9*; dV = r*sinddrded 9.

8. Diferencidlnt purametr druhého radu funkce V = f(2;y, 2) v sou-
fadnicich sférickych:

i 4 *V *y

+
3 a? Ay’ 3 2*
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+ +
or rsind 3¢* o 39* r?

% 2 3V 1 3*V 1 *V  cotgd® oV
z v ” Y3

B. Hostinsky: Diferencidlni geometrie kiivek a ploch, 2. vyd. 1942.
Q. Julia: Kléments de géométrie infinitésimale, 2. vyd. 1936.
V. Hlavaty: Diferencidlni geometrie kiivek a ploch a tensorovy podet, 1937.

G. Scheffers: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie.
2 sv., 3. vyd. 1922,

W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 3 sv., 3. vyd. 1930.

@G. Darboux: l.egons sur la théorie générale des surfaces et les applications
géométriques du calcul infinitésimal, 4 sy., 2. vyd. 1914—25.

L. Bianchi: Lezioni di geometria differenziale, 4 sv., 3. vyd. 1922—28.

5. Obsahy rovinnych ploch (kvadratura).

Rovinnd plocha omezend kiivkouw y = f(x) v soustavé pravouhlé
(obr. 43) budiZ ddle omezena dvéma poradnicemi v mistech z=a,
¢=>b a osou x.

Element plochy dp = yda.

b

1. p-—:fydw.

a

Jeliz=¢g(t),y=1vw(t),

N

by

2. p =fw(t)~¢’(t)dt~

4 .

Obsah vysete (obr. 44) kiivky y=f(x); dy = 7 (z)dz
r=b ty
: L 1 ; !
3.p=§-f(wdy—ydx). 4.p=—-2—f((ptp —ye')de.
x=a t

Obsah plochy omezené k¥ivkou r = f(p) v soustavé poldm‘i mezi dvéma
pravodici

®,
1
5. p= 35 fr‘“’ de.
7,
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6. Délky krivek (rektifikace).

Délka oblouku kiivky se definuje jako limita obvodu ktivee
vepsaného polygonu z tétiv.

Délka oblouku kiivky rovinné y = f(x):

z,
et y
= + :c dx# 1+ dy.

x
1

Je-li z=¢q(t), y=v(t), nebo v polarm soustavé r = f(p), jest

t
2, 8=JV¢'2+w'2dt. JV (lr
i

Délka oblouku kiFivky prostorové. x = (t) Sl = () e e ()
tl
4. s =JV dz? + dy? + dz® =f1[(p'“ + 9% + 2 dt.

8

)

7. Povrchy téles (komp!anace).
Obsah kiivé plochy, dané jeji rovniei (rovnicemi) nebo rovnici
(rovnicemi) kiivky vytvorujici (i‘idici) a omezenim.

1. Obsah plochy valco'vé y f (%), sefiznuté, valcem z = ¢ (x) a ro-
vinami 2=0, 2=a, x=0

szsaj‘zyl +y*de.
r=a

2. Obsah plochy rotacni vzniklé otacenim kiivky y = f(x) kolem
osy x nebo y; element plochy dP =2 zny-ds nebo dP =2nz-ds:

Ty Ya
Px=2nfyl/1+y'2dx; Py=2nme1+a:'2dy.
. Zy Ul
3. Obsah plochy kuzelové s vrcholem v poéatku, jejiz fidici kiivka
je ddna rovnicemi z=x (), y=y(t), z=2():
ts

B= % V(wy’— yx' )’ + (w2’ — z2’)* + (y2'— 2y’)* dt.
[2
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4. Plocha z = f (z,y), sefiznuté valci y = ¢ (), ¥y = v () a rovinami
x ="a, £=->b, mé obsah

y(z) PRY
f j V + (;_] dydz.
z=aJ (@) Y

Meze integrace jsou ddny integra¢nim oborem 2, t.j. priimétem dané plochy
do roviny x y; prvni integrace je v mezich proménnych, druhd v mezich kon-
stantnich. Je-li obor omezen uzavienou kiivkou, plynou proménné meze ve sméru
jedné osy z rovnice kiivky omezujici obor; druhé, konstantni meze jsou urceny
te¢nami ve sméru osy druhé.

5. Plocha dana parametricky z =2 (u,v), Y=y
4st plochy nad integraénim oborem £ mé obsah

P=jj JEG — F? dudv,
0]

kde E, F, G jsou GauBovy zékladni veliéiny 1. fadu. (Viz str. 138.)

(w. v), 2=2z(u,").

6. Plocha z = f (r, ) v soutadnicich cylindrickych, sefiznutd vélci
r=F(p), r=G(p) a rovinami 2=0, ¢ =«, ¢ =, md obsah

G(9)
Sz] (1 az)
J 1+ T rdrde.

8. Objemy téles (kubatura),

F(p)

1. Objem télesa, jehoZ rovnobéZné fezy jsou funkei odlehlosti,
moZno stanoviti jednoduchou integraci. Budiz na pi. p, obsah fezu,
kolmého k x. Element objemu dV = p, dz; soucet elementt od & =a
do z = b dé objem

b z
V=Jpjdx.
a

Na pf. hranolovité t&leso (obr. 45) je ome-
zeno rovinami z2=0, y=0,x=a. => a plochou
zboreenou. Plochu uréuji krivky y =7 (@), 2 =g (x)
a Pidici rovina x =0, s niz primky plochy jsou
rovnobé&zny. Obsah fezu pz=% yzje funkeiodieh-
losti 2. Objem télesa

b y
V= % J.uzdz.
a : Obr. 45,

Jsou-li misto kfivek pFimky, je plocha hyperholicky paraboloid, téleso sluje
hrano.ec; v tom pripadé lze objem té&lesa vyjddriti dalsim vzorcem 8.

Technicky priavodce, svaz. 1, 2. vyd. 10
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2. Objem téles rotaénich. Otadi-li se kiivka y = f(z) kolem 0sy X
nebo kolem osy y, jest objem t&lesa

g Vs
Vx=nfy2dx; Vy=njx2dy.
@z, %

3. Simpsoniw vzorec. Je-li obsah fezu p, celistvd funkce nejvys
ttetfho stupné, p,, p, obsahy krajnich fezti, p, obsah stfedniho fezu
(v poloving vzddélenosti » =z, — #,), je objem t&lesa presnd

V=— (p1+4p,,+p2>

Vzorec plati zvla$té pro hranolce (prismatoidy) a plochy druhého stupns.

4. Objem télesa vdlcovitého s ptimkami na ploSe ve sméru z. Pod-
stavou je uzaviend &ast roviny xy (integraéni obor ), shora je ome-
zeno plochou o rovnici z=f (2,y). Integraéni obor budiZ na pt.
omezen dvéma kiivkami y =y, (®), ¥ =y, (¥) a dvéma rovnob&zkami
r=a,x=0>0.

Element objemu d V=242 =zdxdy; soudet elementt do vrstvy (prvni vnitini

integrace v promé&nnych mezich) a soudet vrstev (druhd integrace v mezich kon-
stantnich) d4 objem

JszQ szdxdy de ffx,

5. Objem télesa vdlcovitého s piimkami na ploSe ve sméru z v sou-
tadnicich cylindrickych. Podstavou budiZz obor £, omezeny kiivkami
r=r (p), r=r,(p)a primkami ¢ =a, ¢ =pg; shora je téleso omezeno

plochou z = f (7, @).

Element objemu dV=2dQ2 =zrdrde.

szd!? ffzrdrdq; f f(r,(p)rdr

6. Objem (&dsti prostoru, vyjadieny trojnasobnym integrélem v sou-
radnicich pravouhlych a polarnich

=jjj-dxdydz =ijr”sin fdrdedd.
7 : Vv

Meze integraéni uréime z rovnice plochy, omezujici integraéni obor ¥ ; prvni
dvd integrace jsou v mezich prom&nnych, tieti v mezich konstantnich.
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XIlI. Diferencialni rovnice.

A. Obyéejné diferencidalni rovnice.

Obyéejné diferencidlni rovnice n-tého radu jest funkéni zévislost
mezi jednow nezavisle proménnou @, zavisle proménnou y a jejimi
derivacemi aZz do n-tého Fadu, obecné

d d? da”
Bl v e i S Y S 0,
de’ qa® dz"

Kazdé funkce y=y(x), ktera se vSemi derivacemi dané diferen-
cialni rovnici identicky (t.]. pro kazdé z) vyhovuje, jest jeji integrdl.

Rediti diferencidlnt rovnici znamend vyhledati jeji integrdl.

Obsahuje-li integrél obyéejné diferencidlni rovnice n-tého ¥adu
n obecnych nezavislych konstant, sluje obecny integrdl; jeho geome-
trickym obrazem jest soustava integralnich ¢ar v roviné. Maji-li kon-
stanty zvlaStni hodnoty, sluje partikuldrni integrdl; zobrazen jest
uréitou integralni éarou soustavy. Refeni, které neni obsaZeno v obec-
ném integralu diferencidlni rovnice, sluje singuldrnt Fefent.

K diferencidlnim rovnicim vedou v geometrii, mechanice, fysice, statistice
atd. vztahy mezi infinitesimélnimi prvky néjakého ttvaru nebo zjeva béhem

nekone¢né malého ¢asového zlomku. Jeji Fefeni poddvd pak zdkon, platny pro
cely utvar nebo zjev v celém jeho ¢asovém priabéhu.

1. Diferencialni rovnice I. Fadu.

Obecny tvar F(z,y,y) =0
aneb, moZno-li tuto rovnici feSiti podle ¥/, zvlastni tvar
Y =f(zy).

Obecny integral obsahuje jednu libovolnou konstantu.

Je-li f(x,y) funkce jednozna¢nd, v jistém oboru spojitd se spojitou derivaci
3f : dy. je diferencidlni rovnici I. Fddu ddn v kazdém bod® oboru urgity smér
(smérové pole). Nehledd ku pfipadné singularité, jde kazdym bodem roviny jen
jedna integrdlni ¢ara.

Kiivky f(z,y) =C sluji isukliny; integrdln ¢&éary je protinaji v stdlém thlu.
Resitelné tvary diferencidlnich rovnie I. fddu a nékteré methody, jak feSenf
pievést na prostou integraci (kvadraturu), jsou naznaceny v dal3im. -
1. Odlouéeni (separace) proménnych jest uprava diferencidlni rov-
nice, aby na kaZdé jeji strané byla jen jedna z obou proménnych
s prisluSnym diferencidlem, ktery nesmi byti ve jmenovateli. Je-li
v takovém piipads
dy

_ f=) =
ke takZe f(x)de =g (y)dy,

jest obecnym integrélem

jf(x)dz—fg(y)dy-—-o‘

10+
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V praxi jde zpravidla o partikuldrni in‘égrdl, v némz konstanta m4 ur&itou
hodnotu; ur¢ime ji z podminky dané pocatecn:m stavem nceb omezenou integraci
v predepsanych mezich.

Refeni, vyhovujici podmince: pro @ =z, budiz y =y, , jest

z v
f!(x)dx=fg(y)dy-
@, Yy

2. Substituce, vhodng volené, umozni nékdy separaci proménnyech.
Tak vede k cili v pripadech:

1.) H = @ (ax + by) substituce ax 4 by =¢;

ds
——=a+be(?),

kde promé&nné lze odlouéiti. Po provedené integraci nahradime podle
substituéni rovnice proménnou ¢ pavodnimi.

2.) z = @ (y’) substituce y’ =¢;

=ftdx =ft<p’ (t)dt =ftd¢p(t).

Z rovnic z=¢ (), y=1tp(t) —fqa(t) di
plyne eliminaci veli¢iny ¢ vztah mezi  a y. Podobnd uZijeme ve
tvaru

3.) ¥y = @ (y') substituce y' = ¢.

3. Rovnice homcgenni maji tvar
u(z,y)de + v (z,y) dy = 0 aneb 3’ —f[ ]
kde u a v jsou homogennt funkce téhoZ stupné (m-tého). Substituce
o 2 o) e BRI
= = aneb y=tr; dy=tde+tadt, y _t+xdz'

Jezto zde u = a™p(t); v =a™y(t), plyne po kriceni &initelem 2™
tvar

@ (t)dz + y(¢) (¢de + xdt) = 0 aneb t+xﬂ- =T{8),

kde proménné lze odlouéiti. Dostaneme

v d =
lge +5¢(t)+tw(t> CID g jft)—t‘o‘
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Po provedené integraci klademe op&t ¢ = -g— :

Isokliny homogennich diferencid'nich rovnic tvo¥i svazek pifimek % =0,
jdoucich potatkem; integrdlni &iry jsou podobné a podobn& poloZeny vzhledem
k pocatku. ®

Nehomogenni diferencidlnt rovmice

(@, 2+ b,y +c)dx + (a,z + b,y +¢,)dy =0,

L7 bx

kde % + 0, se da pievésti na homogenni. Rovnice
2

2

alx+bly-i:cl=0, a,z+b,y+c,=0

znaéi dvé ruznobézky; FeSenim obou plynou soufadnice prisediku
(%,,¥9,), do néhoZ preloZime potéatek soustavy souradnic. Transformaci

=+, y=n+Yy,
pf'ejde. rovnice na homogenni
(@,6+b,n)dé+ (a, &+ b,m)dn = 0.
Je-li uved. determinant nula, jsou ptimky rovnobézny; a,= a, II:—: =a,,
(@, + b,y +c,)dx + [L(a,x + b,y) + ¢,]dy = 0.
Tuto rovnici feSime substituci a, & 4 b,y =¢.
4. Linearni rovnice . Fadu jsou linedrni v y a y’, obecnd tvaru

¥ +Py+Q=0, (1)
kde P a @ jsou funkce jen proménné z. Hledanou funkei predpo-
kladame ve tvaru souéinn

Yy=u-v
dvou nezndmych funkei proménné z; jednu z nich moZno tedy zvoliti.
V rovnici
w' + v +Puv+Q=0 ¢Cili u@-+Po)+v/+Q=0

volime »' 4+ Pv =0 a uréime v; dosazenim do vu’ + @ =0 plyne w.
Obecny integrél y = uv jest
y=e-“’“‘=[0~j QeSPd”dac]. (2)

Podle dané rovnice (1) dosadime do vzorce (2) hodnoty P a @ a naznadené v ndm,
dve integrace provedeme.
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d:
Podobné se fefi rovnice -al +Gx+H=0, (3)

linearni v x a 2/, kde G a H jsou funkce proménné y. Obecny
integral je fod
x=e_sady[0—fHe ydy]- . (4)

5. Rovnice Bernoulliova
Y +Py+Qy" =0, n#1,
kde P = P(x), @ =Q(x) jsou funkce x. D8lime-li faktorem y", vede
substituce z=y" 7" Z=(1—-n)y
na linedrni rovnici 2’4 (1—n) Pz_—|— 1-n)Q =0;

jeji obecny integrdl podle (2) po dosazeni za z jest
yl—n = (1—n) 6(n~-1)515‘d:c [0_ er(l—n)Sde dz .

6. Rovnice Riccatiova

—n,

¥ =P-+Qy+Ry’,
kde P,Q,R jsou funkce x, se dé& kvadraturami teSiti jen ve zcela
zvlasStnich pripadech. Znéame-li na pt. jeden partikularni integral y,,
je podle dané rovnice y, =P - Qy, + Ry} ;

substituci y =y, + izl- s Y= y’l — % piejde na rovnici linedrni
2+ (2 Ryl—l-Q)z—i—R =0

e S : a
Speciélni Riccatiova rovnice y' = SR
x

2
prejde substituci y = % na homogenni 2’ + a z_o +1=0.
x° \

7. Rovnice d’Alembertova
y=29¥)+v¥)
je linearni vzhledem k x a y. Rovnice tohoto druhu integrujeme

po predchozim diferencovani. Kladouce ¥’ = p, dy = pdx, dostaneme
linearni rovnici pro z tvaru (1) jako funkei proménné p

dz «p’(zg)__ < w’(p) N
dp " e(p) - ?(p) — ;
z ni vypotteme z(p); dosazemm do rovnice pﬁvodm plyne y(p).

Vylouéenim parametru p z obou téchto rovnic plyne vztah mezi
x a y. Této methody lze pouZiti také u rovnic z =f(¥') a y=f(¥').
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8. Rovnice Clairautova
y=2y' +y(¥)
jo zvlaStnim pripadem rovnice d’Alembertovy; téZe stavby jest jeji
obecny integral y =zC -y (C)
a znali soustavu piimek. Obalova 8ara této soustavy plyne z rovnic

, oy
y=Cr+y(0); 30 =z+¢'(0)=

eliminaci konstanty C; je singuldrnim feSenim rovnice 8.

9. Singularni fefeni. Neni-li diferencidlni rovnici F (z, y, ¥’) =0
jednoznaéné uréeno ¥, neprochézi bodem (2, y) jen jedna integralni
éara. Krivkové prvky (z,y,y =p), které vyhovuji rovnicim

F
F(z,y,p)=0; W—o
sluji singuldrni; jejich geometrické misto je diskriminantni kiivka,
jejiz rovnice plyne z uvedenych rovnic eliminaci p. Je-li jimi splnéna

rovnice ‘P 3F 3F
v ‘ 9
TR 7 p=0 s podminkou ST 0,
je rovnice diskriminantni kitivky singuldrnim fe$enim rovnice

F(z,y,y)=0

Obalové &ary integrdlnich éar jsou singuldrnim FeSenim; nemusi vSak kazdé
singuldrni feSeni byti obalovou carou.

10. Rovnice exaktni. Integrovdni dplnych diferencidlic. Rovnice
M (2,y)dz+ N (2,y)dy =0
je totélnim diferencidlem funkce f(x.y) = C, takZe plati

df (z,y) =ii—dx+ fdy 0, kde M = 3;‘ N=—a—j-

dy ’
je-l splnéna podminka, vy]a,drujlcl rovnost derivaci f,, =f,,
M 3N
Y. Pwi
Funkei f ( ) uréime bud z rovnice
g{: M ve tvaru f= jde—{-Y

parcidlni mtegracl vzhledem k z, pokladajice y za stalou, s integraéni
konstantou Y (funkce y); derivovénim podle y najdeme

a; N—-—fdeJr
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Obecny integral dané rovnice je

Ml oy

f
oy

dr) dy =C.

o

Nebo muZeme vyjiti od = N a postupovati obdobné s inte-

gra¢ni konstantou X (x):
g 7
dey —4—j[M e 5% dy] de=C

11. Integraéni faktor. Neni-li rovnice Mdxz 4 Ndy =0 exaktni,

=5 M N

t. ] 'r" i o
dy ox
znédsobena prejde v uplny diferencial (uM)dz -+ (uN) dy =df;

, existuje t. zv. integraénit faktor u (v, y), kterym

3 (uM) 3 (uNN)

pak jiz T= =
S du U (3N SM]
e g g il

Najdeme-li néktery z integrali této parcidlni diferencidlni rovnice,
prevedeme jim danou rovnici na exaktni a reSime podle 10.

Integraénich faktori je nekone¢né mnoho, nebot krom u je také ;up‘(t)
integraénim faktorem. Podil dvou integra¢nich faktort, jenZ neni konstauntou,
jest obecnym integrdlem rovnice.

Na pi. integraéni faktor homogenni rovnice tvaru

- T - Mdz+Ndy=0jest u=(Mx+Ny) "}
integra¢ni fakior homogenni rovniee tvaru
f@y)ydr+g @y zdy=0 jest u= (Mz—Ny) "

ObtiZznému reSeni parcidlni diferencidlni rovnice moZno se vy-
hnouti, existuje-li faktor, ktery je bud funkei jen  nebo funkei jen y.

du
Predpoklédddme-li ‘na pr., Ze u= u(x), jest 8_ = 0 a posledni
rovnice prejde na rovnici &

Ldu_1(22_3N)
,u,dv—N Sy dw

z niZ integraci najdeme u. Tak je tomu u rovnic linedrnich.
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2. Diferencidlni rovnice Il. Fadu.
Obecny tvar F(x,y,y,y")=0
Obecny integral obsahuje dvé libovolné (nezivislé) konstanty.

1. Reseni kvadraturami je moZné jen ve zvlastnich pfipadech; danou
rovnici se pokusime pievésti na rovnici I. fadu a tu pak integrovati.
K redukei uZijeme vztaht

/ " d 1 dy”

,_dy . _ Sy y=yd—y—gdy
—d.E ’ VAT dxr Y y

(®) 3 () P (» dp _ 1 dp’

Nésledujici tvary moZno substitucemi, udanymi v zavorce, pievésti
na rovnice I. Fadu:

1) = f(x); (B); obecny integril y =j[5 f () d.r] dz+C,x+C,.

dy

2). y=f(¥); (¥); obeeny integrdl -z = ——————40,.
e e ; Ve, +25fy)dy ~ *

3) ¥’ =f(y'); chybf zay.

d
(o, f) &= f—(——+0 (2, ) y= jp p

eliminaci p z téchto rovnic plyne obecny integrél.

4) y”" =f(y',x); chybi y. Substituce («, f) vede na rovnici I. fddu
P’ =f(p,x). Je-lip = ¢ (x) + C, jeji TeSeni, jest obecny integral

y=§[¢ (@) + C,] dz + C,
5) ¥'=f(y',y); chybi x. Substituce (x, y) vede na rovnici I. fadu

dp.iia
P gy =1 @Y
Je-li p=y(y) 4+ C, jeji teSeni, jest obeeny integral
dy
= O
J vy +C, *®
6) y=f(y"). Zde klademe ¥y’ =t; y=f(t), dy=/f(¢f)dt; podle
() je dy® = 2¢f(2) dt, odtud y*= 2 f tf(1)dt +Cr=g(t) + Cr;

f J' f () de 0.
Vo) +C, *

Vylouéenim proménné ¢ z této rovnice pro z a z rovnice y = f(t)
plyne obecny integral.
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7 F(xy v, %] =0 &l F (u P, t] — 0 fe$me podle u = f (p, ).

Jako u homogennich rovnic I. fddu klademe zde

x=t, y=txi SN =p =t ati=p—1;

mimo to jest

7

vy’ =u=ap' =f(p,1).
Dosazenim do identity 3’: — -%— = %’,— dostaneme
dp _ f(p.0)
de p—t

diferencidlni rovnici I. fddu, z ni%? stanovime p jako funkei pro-
ménné ¢t. Z rovnice p () = xt’ + ¢ plyne dalsi kvadraturou ¢ jako
funkece 2. Podle substitu¢ni rovnice je obecny integrél rovnice y = fz.

2. Linedrni rovnice Il. ¥ddu homogenni (netplna, zkré,ceﬁé,) je linedrni
v y,y ay’, obecnd tvaru

¥+ Py +Qy=0, (1)
kde koeficienty P, @ jsou obecné funkce proménné z.

Pokud P a @ jsou funkce z, neni pfimé methody pro fefeni téchto rovnie.
Plati v8ak o nich vé&ty:

1. Jsou-li ul(:c), Y, (z) integrdly linearni homogenni diferenoifi]ni rovnice IL.
fddu, jsou jimi také C, v, Ca Yy & soudet Clyl-i-Czyz.

2. Dva partikuldrni integrdly Yy Yy DA sobé linedrné nezavislé (jejich podil
nenf stdly, kdyZ determinant v, ok y’l + 0), tvoii fundamenidlnt systém.
Z nich sloZeny obecny integrdl obsahuje v8echna te¥eni rovnice (1).

Obecny integrél mé tvar
y=0C,y9,+0C,y,. (2)

Znéme-li jeden partikulédrni integral rovnice y,, ktery neni iden-
ticky nula, miZeme druhy partikuldrni integral jeji y, uréiti kvad-

raturou:

15 Spa ‘

y2=y1f—g;e ! ? dor. (3)
X
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3. Linearni rovnice Il. ¥adu nehomogenni (lplné)
¥+ Py +Qy={(x)

s ¢lenem f(x) na pravé strand muZe byti feSena kvadraturami, po-
daii-li se feSiti piisluSnou homogenni (zkrécenou) rovnici (1).

a) Lagrangeova methoda variace konstant. Obecny integral rovnice
nehomogenni piedpokladdme ve tvaru obecného integralu rovnice
homogenni

y=0C,y,+0C,y,,

v ném# vsak O, C, nejsou konstanty, nybrZ (nezndmé) funkce z.

Z rovnic i -
Ciy, +C,y,=0,
0,9, +Cy, =1
s dl credO] ?
vypotteme O = r C, = =8 odtud kvadraturami O, C,.

b) Znéme-li jeden partikuldrni integrdl w p¥islu$né rovnice ho-
mogenni, jest obecny integral rovnice nechomogenni

,1/=u|icl +5712—e_51’d“ [02 —i—j‘uj(yc)egpd"c dx] dxl.

4. Linearni rovnice Il. ¥adu homogenni s konstantnimi koeficienty
y//+ay/+by=0

“jsou vZdy resitelné, Partikulédrni integral mé tvar y = o*?; dosazenim
plyne charakteristickd rovnice

AP 4ai+b=0,
z ni% vypoéteme koteny 4, 4,. Podle druhu kofenti je v piipadé

1) 4, # 2, obecny integrdl y = C, o4 c, o2,
2) =i =4 ,, w o y=6'"(Ad+ Bax);
3) A, =a+if ., o y = 6*% (A4 cos fx + B sin fz),

kde 4, B jsou libovolné konstanty. Klademe-li 4 = Csin ¢, B = C cos ¢,
lze obecny integral v pripadé 3) psati ve tvaru

y= Ce*®sin (Bx + @)
s libovolnymi konstantami C, ¢.
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5. Linedrni rovnice Il. f4du nehomogenni s konstantnimi koeficienty
¥’ +ay +by=J(x)

'mozno fesiti riiznym zptsobem :

Napied reSime rovnici homogenni 4.; z jejiho obecného integralu
variaci konstant uréime konstanty podle 3.a) jako funkce @

Nebo (nékdy) postupujeme podle 3.0), kde P =a.

Znéame-li partikuldrni integral ¢ (x) nehomogenni rovnice 5.
a je-li'y, obecny integrél piislusné homogenni (zkrédcené) rovnice 4.,
pak obecny integril nehomogenni rovnice 5. je ddn sou¢tem obou

Y=y, + o).

Partikuldrni integrdl ¢ () nehomogenni rovnice najdeme v nkter¥ch pi¥ipa-
dech takto: Predpokldaddme jej v obeeném tvaru ¢lenu na pravé sirand f(zr); do-
sadime ten'o ¢ (z) s jeho derivacemi ¢ , @'’ do dané rovnice a methodou neuréi-
tych soudinitelt stanovime nezndmé koeficienty.

Neékteré pripady élenu f(x) a partikuldrniho integrilu :

1) j() =0; W):%.
2) f(x) = Ax* + Bz +C; @ () =ma® + nx + p, kde

konstanty m, n, p jsou uréeny rovnicemi:
bm=A, bn +2am=B, bp+an+2m=C:

3) f() = Ao™; by o
m*+am + b

Je-li viak m kofenem rovnice m® + am + b = 0 (takZe e™* je partiku-

larnim integrdlem rovnice zkrdcené), a to a) jednoduchym, b) dvoj-
nasobnym, jest

@) (@) = g™ b) w(x)=%x*e’"“
4) f(x) = A cos mx + B sin mx; ¢ (x) = p cos mx + g sin mz, kde
_(b—m’ A —-maB | _ maA+ (b—m*)B
2= (b —m*)?® +m*a’ . = (b—m?*)?*+m*a® :

Je-li vsak C,cosmz + C,sin mx integrdlem. rovnice zkracené y” +
+ ay’ + by =0, je ¢(x) =z (p cosmz + ¢ sin mx) a konstanty p, ¢ jest
uréiti po dosazeni do dané rovnice.

6. Reseni s danymi podminkami. M4-li YeSeni diferencidlni rovnice
splniti zvlastni podminky, nutno podle nich stanoviti konstanty obec-
ného integralu; u diferencidlnich rovnic II. Fadu je k tomu tieba
dvou podmineénych rovnic. Mohou byti predepséiny bud hodnoty
hledané funkee a jeji derivace na témzZe mist8 (podminky poéditeint)
nebo dvé hodnoty funkece na dvou riznych mistech (podminky
okrajové).
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Priklad.  TteSeni diferencidlni rovnice ¢’ +2¢ =0 md splniti
poldteéni podminky: pro z=0 budiz ¢(0)=0; ¢’ (0) =wv.
Obeceny integrdl: @z) =4 cos (Jaz) + Bsin (Jiz).

® (0) =0 jen, kdyZz 4 =0, nebot’ cos 0 =1; zbyvd ¢ (x)= B sin (VIa:) #

¢’ (@) =B |7 cos (/i ) m& hodnotu ¢’ 0y =B J/Z cos 0=w, je-li B=v:)7.

Reseni: 7@ = — sin (/7).
Va

Problém vlastnich hodnot. Linedrni homogenni diferencidlni rovnice
s danymi okrajovymi podminkami obsahuje linedrné neuréity para-
metr A. Hodnoty parametru, pro které existuje refeni, jezZ neni
identicky nula (FeSeni trivialni ¢(x)=0), sluji vlastni hodnoty, pii-
sluSng reSeni wviastni funkce. :
Priklad.  Refeni diferencidlni rovnice ¢’” +4¢@ =0 m4 splniti
okrajové podminky: @ 0)=0; ¢ (@) =0.
Obecny integrél: .¢ (@) =4 cos (JZz) + B sin (Jiz.
@(0) =0, kdy% 4 =0, nebot cos0=1; zbyvd ¢ @) =B sin Jiz).
@ (@) =B sin(J/Z 7) =0 pro B=0 (fedeni trividini) nebo pro JZ=n &islo celé
(1, ; 2

0
+2,..0)5
vlastni hodnoty : J.='n2; vlastni funkce: ¢,(x) =B sin nz.
7. Greenova funkce. Refeni linedrni rovnice II. ¥adu
d ( dy

= = 1
Liyl=g lp )t =/@ ()

s linedrnimi homogennimi podminkami
a,¥(a) + o,y (a) + o, ¥ (B) + &,y () = 0,

Boy(a)+ B,y (a) + B,y(b) + B,y (b) =0,
kde p, @ isou spojité funkce proménné z a «;, f; konstanty, zprostredkuje

pomocnd Greenova funkce G (x,§). Tato vyhovuje podminkim (2)
a homogenni rovnici L|y]=0 v intervalu a=x=0 kromé mista
z=¢§, kde jeji derivace mé pietrzku velikosti 1: p(§).

Je-li y, () FeSeni rovnice L[y]= 0, vyhovujici podminkdm (2)
pro z = a, fefeni y,(x) pro x=0b a vyraz D=y, y,'— vy, y, #0, je
Greenova funkce dana vzorei:

wE=E, Q@8 =y, ()Y, (&) : P(E)Dy_s;

xif, G(x,5)=?/o(§)y1(x) : p(E)Dz=E-
Refeni rovnice (1) s podminkami (2) vyjadiuje integral

(2)

b
y(w>=fa<m,e)f<5>dé.

a
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3. Linearni diferencialni rovnice n-tého Fadu.
1. Linedrni homogenni diferencialni rovnice n-tého Fadu mé tvar
d y d’n—l Y dn—z y d
ot o X A X PP +o+ X qs
kde X, Xoeen X jsou dané funkce x. O téchto rovnicich plati:
Jsou-li ¥,,¥,, - ..y, razné partikularni integraly dané rovnice na

sobd linedrng nezavislé, t. j. neni-li pro né Wronskiho determinant
(str. 91) identicky nula, tvori fundamentdint systém a skladaji obecny

integral ve tvaru y=0y,+C,y,+...+Cy,
kde C,, C, . .. C, jsou libovolné konstanty.

+ X, y=0

2. Linearni nehomogenni rovnice m4 tvar
( (n— (n— ’
Xy"+ X, y" 4+ X, y"V+... +X, y+X,y=2X,
kde élen X na pravé strané jest dané funkce proménné .

Je-li ¢ (x) néjaky partikuldrni integral této rowvnice a zndme-li
obecny integral piislusné rovnice homogenni, jest obecny integrél
dané rovnice nehomogenni

Y=0,9,+Coy,+ ...+ Cpyp + ¢ (@)

Obecny integrédl rovnice nehomogenni se sklddd z obecného integrdlu rovnice
homogenni a libovolného partikuldrniho integrdlu rovnice nehomogenni.

3. Linedrni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

a, y(ﬂ) oz aly(n—l) g agy(n—z) et an_lyl & @y = 0
mé partikuldrni integral y = ¢*®. Dosazenim plyne pro 4 algebraické
charakteristickd rovnice n-tého stupné
aZ"-}—a y Lt B +a, ;ita,=0.

a ) Jsou-li vSechny kofeny charaktenstlcké ravnice 4,4, ... 4,
razné, jsou partikularni integréily

LT Ay Ao ®
y,=e"%; Ypg=0""5 ... Y SO B3

obecny integrdl y=C,eM% 4 C,0M% 4 ...+ C,e"”.
b) Pii m-nésobném kofenu 4, =4,=...=4, =1 a dalSich riznych
kofenech4,, . ,...4, charakteristické rovnice jsou partikulérni integraly

yl___elx; . y2=xe;'x; Y, _Eaelx ym=xm—1‘elx;
2
ym_*_l:emﬂz;_._ ynze;'nx;
obecny integral
4,

y=e'% (C’l+0,x+03x” - ...+me""") +Cpys1© ma® C,e'n*.
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¢) Vyskytnou-li se mezi koFeny charakteristické rovnice'dvojice
komplexni sdruZené, na pt. 4, = x4+ if, A, =« — i, vyjadiime oba
prislusné partikulirni integraly tvarem redalnym:
c, Sk c, 6"% = 46 cos fr + Be™® sin fur.

d) Opakuji-li se dvojice komplexnich sdruZenych kofent « 4 if
charakteristické rovnice p-krat, jest obecny integral

y=0""(4, cos fr + B, sin fr) + xe“* (4, cosfz + B, sin fx) + ... +
+ 2P~ "% (4,, cos fr + B, sin f).

Pfiklad. Homogenni rovnice 4. rddu
4

1: +ay=0 necbo * y@ fay=0.

Charakteristickd rovnice 4*+a =0 mé kofeny 2’1.4 =(1+1)a; ).2,3 =(—1%i)a,
kde a= 17717: Obecny integral podle ¢)
Y= ea® (4, cosax + B, sinax) +e~ “%(d4,cosax+ B,sinaz).
Zavedeme-li misto funkei exponencidlnich hyperbolické funkce vztahy
0%? = cosh ax + sinh az; e~ %% = cosh ax — sinh ax
& konstanty slou¢ime, nabude obecﬂ\j integral rovnice tvaru

Y= (;'l cos az cosh ax + C, cos ax sinh az + C, sin az cosh az + C‘ sin ez sinh ax .

4. Linedrni nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty.
a, y(n) + aly(n—l) S azy(n—z) Shy an—ly, + ayy = f(@).

a) Lagrangeova methoda variace konstant. Obecny integrél mé
tvar obecného integralu prislu$né rovnice homogenni, v némz vsak
C,,0,,...C, nejsou konstanty, nybrz funkece x. Jsou-li y,,%,,...,%,
znamé partikularni integraly rovnice homogenni, plynou ifeSenim
soustavy rovnic .

Oy Oy +Cy,=0
C’ly;+0;y;+... +C’;‘y;l=0
C/ y(ﬂ'—") +Cl (n—2) i C/ (n Y Pt xaily
f()
ao
; z téch pak jednoduchou integraci
(@), Oy =u, ()5 ... 5 Cp = Uy, ().

C" y(n~1)+0, (n—z)+“_+0;‘y:;n—1)=

nezndmé derivace C;, C,..., C;
uréime hledané funkce O’ =u,
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b) Obecnyj integrdl linedrni nehomogenni rovnice je souétem obec-
ného integralu prislusné rovnice homogenni a libovolného partiku-
larniho integralu ¢(z) rovnice nehomogenm

Je-li f(x) racionalni celistva funkce n-tého stupné, jest obecny
integral
e Yy=0y,+C,y,+...+C, Y, + ¢(x),
kde také @(z) jest celistva funkece n-tého stupné; dosazenim do dané
rovnice najdeme jeji koeficienty methodou neuréitych souéiniteld.
Kdyz f(z) = A (konst.), jest obecny integral

A
¥y=0,9,+C, 9+ ... +Cpy, + as
n
Priklad. Nehomogenni rovnice 4. fidu
vy + ay = bz
md, jak plyne dosazenim, partikuldrni integrdl y = % z =@ (@).

Jeji obeeny integrdl je sloZen z obeeného integrdlu rovnice homogennf y4+ ay=0
v piedchdzejicim piikladd a z integralu partikuidrnibho ¢ @):

y=e%%(4, cosaz+ B, sinaz) +¢.3—““"’(A2 cosazx + B, sinaz) + =%

n
3 7?{ = f(x) mé obecny integral

¢) Diferencidlni rovnice

y =de5dx. L ff@)de+C 2" ... 4+ 0, _ 2+ C,,
kde m-nésobnou integraci mozno vyjadriti jednoduchym integrélem

Jflxofr!w- : -Ji (2) dz = ﬁjm) (@—" " ds.

5. Eulerova linedrni homogenni diferencidlni rovnice
aom"y‘"’ 3 alxn——-ly(n—l) Spe an—l xyr i any= 0.

Substituci z = et, dz =z dt ptejde na linedrni homogennis konstantnimi koefi-
cienty.

Partikularni integrdl mé zde tvar y = 2*. Dosazenim dostaneme
algebraickou rovnici n-tého stupnéd

aA(A—1)A=2)...0=A+ D)+ ... +a, A(A—1)+a, A+a,=0.

Pii vesmés rtznych kotfenech l ATA S An této rovnice jest
obecny integral

) o1
y=01z‘+02x2+...+(]nx”

Opakuji-li se kofeny 2, =1, = ... =1, = 4, kdeZto 4
rtzné, jest obecny integral
Y= zl[Ol +0C, lgz+C,(Igz)* + ...+ Cp (Igz)™ '] +

) i’
=E Om+1xk”‘+1+...+0nx 2

mt1> -5 Ay JSOU
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4. Simultanni (soudobé) diferenciilni rovnice.

1. Soustava diferencialnich rovnic I. fadu ve tvaru normilnim. K uréeni
n funkef y, (z), ¥, (), -+, ¥, (¥) téZe proménné x je ddno n nezivislych
rovnic
y;=f1(x’y1’ yg’ "'yn)

y,=f (s Yys Yus -+ - Y) X d:'.ly
2 2 1 'z; : n’ &l e =[ (@ Yy Ygs o+ Yp)s (1)

(»r=1,2,...n)

/

Yn="1a (@ Y15 Yus - -+ Up)
Z n&které rovnice soustavy (1), na pt. y; = f, , uréime vySsi derivace
Yoty orss 3/(1") a.z t8chto » rovnic eliminujeme n— 1 proménnych
Yss Ygsoves Yns dostaneme tak rovnici n-tého ¥idu pouze s z a v,
i ’ :
F 2y s y) =0

Podobné& bychom nasli diferencidlni rovnice n-tého ¥4du pro ostatni
proménné. Eliminujeme-li tak, %e vypo&teme

’ (n— ;! ’ —
y,=¢,(x,y1,yl’--.y," 1)); ya=¢a(x’y1’y1"'-y§" ”);---;
Yn =P (2,905 YY) (@)
a dosadime do derivace y(l'”, dostaneme rovnieci
; :
/ ary,
; o = Y@y Yy Y,

jejiZ obeeny integrél je y, =¥, (x,C\, C,, ...C,). Dosazenim do rovnie

(a) stanovime ostatni funkce y, =¥, (z, C,,C,, ...C,).
Diferencidlnt rovnice n-tého radu

: “ YV =f @Yy y"Y)

prejde substituei Yy=2z, Y=z, ... yo—n =z

na soustavu n diferencialnich rovnic I. #ddu

'__ . 4 e B — -
2n=1 (2, 2,255 .- - 2,)3 Zply T Rad SR =2y 5 i3 % g’

2. Soustava lineirnich homogennich rovnic l. fidu s konstantnimi koefl-
cienty (systém d’Alembertiw) méa tvar

dy,

W=a11y1+a1zyz+"'+amyn

AT A SRS (2)
dy

n
““(I;‘=amy1+anzya+"'+awnyn

Technicky pravodce, svaz. 1, 2. vyd. 11
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Partikulérni feSeni pfedpokladéme ve tvaru
3/1=Alew; yz=Azelx; Siye 5 yn=“4nem' ()

sdosud nezndmymi konstantami 4  a 1. Dosazenim do (2) plyne k urdeni
soudiniteld 4, soustava algebraickych linedrnich homogennich rovnic

au—l)A1+a12A2+... +a,4,=0
G A+ (a5, —A)A, 4. +a,,4,=0 (b)
a,, 4, 07 B e i (7 ~}.)An=0.
Aby soustava (b) méla jiné FeSeni krom A =-+- =4, =0, musi
determinant soustavy vymizeti, t ¥ :

G — ko %8 On

..... e =0. (e)

Gy o 9 Gy — 4

o) Mé-li tato charakteristickd rovnice (¢) soustavy (2) vSechny koteny
R hs viias A, rizné, dostaneme z (b) pro kazdé 4, (k=1, 2,..., n)
piislusné konstanty 4, a rtzné partikuldrni feSeni

ha Ay lnz - :
gvl=Av1e 5 y"2=Ayae A St yvn=Avne 5 v=1,2,...n.

Obecné feSeni pro nezndmé funkce y,, » = i, 2NN
A7 Ay

L
y,=0,4 6" L0 A0+ i+ C 4 "0

B) Je-li dvojice kofent komplexnich sdruZenych, nap¥. 4, ,=x + if,
je prislusna &ast integidlu

C,A, 6% 40,4, 6% =06"%(k,, cosfz+k,,sinpz).

y) Koteny 4, l,,---,ly se opakuji m , m,, ..., m, -krit. Obecné

¥eteni o
y1=Au(:c)e‘+Am(x)e 5 o+ A4 e"‘

: 7 £ 2
Yp=A4,, (x)e a_c—i-AM(a:)e z+...+AM(x)e"$,

kde vSak A, (x) jsou mnohoéleny v @ stupné nejvys (my — 1)-ho,
t. j. v prvnim sloupci stupné (m, — 1) -ho, v druhém (m, — 1) -ho atd.
Dosazenim do soustavy (2) dostaneme pro koeficienty téchto poly-
nom soustavu linedrnich rovnic; kazdému fefeni této soustavy od-
povidé feSeni soustavy (2).
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’

Jsou-li redlné koeficienty soustavy (2) symetrlcké t.J. aj, =az;, mé charakte-
ristickd rovmoe (¢) jen kofeny reélné. .

3. Simulténni rovnice vyssiho fidu lze nahraditi soustavou rovnic
tadu prvniho. Za vSechny derivace nezndmych funkei zavedeme nové
promé&nné, mimo derivaci nejvyé‘éiho radu, kterou vyjadiime -jako
derivaci derivace nejbliZe niZsi. Substituéni rovnice tvori pak s rovni-
cemi danymi, do nichZ byly vloZeny nové proménné, ekvivalentni
soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic I. radu.

5. Integrace Fadami.

1. Methoda nekone¢nych rad. Nelze-li diferenciélni rovnici jinak fe-
§iti, pfedpokldddme hledanou funkei ve tvaru mocninové rady, jako
na je pr.

rada Taylorova: rada Maclaurinova: obecnd rada:

?/=§f("’(“)(i:—,a-)-; y=31"05 y=a@-at".
0 0 0

Dosadime odtud za v, ¥, 4”, ... do dané diferencidlni rovnioe a metho-
dou neurditych souéiniteld stanovime nezniamé koeficienty a,, po
pfipadé podateéniho mocnitele .

Diferencidlni rovnice, kterym nelze vyhovdti elementdrnimi funkcemi, definuji
nové vyssi transcendenty.

2. Redeni linearni diferencilni rovnice Il. ¥adu homog;nnf
y'+P@)y +Q(x)y=0.

Pripustime také komplexni hodnoty proménné a predpoklidame,
%e v mist§ z =a ma P (z) pél nejvySe prvniho iadu, @ () p6l nejvyse
druhého fadu, t. j. Ze

P(-’”)=Eg__7a); Q(z) = %r:

kde B a £ jsou v misté & =a reguldrni funkce, které lze rozvinouti
v mocninové fady

.

Pr—a)=Da, (—0a); D@—a)=p, (x—a).

- 0 0 - -

Linedrni homogenni rovnici moZno pak psati

Liyl=@—a)’y '+ (@—a)Bz—a)y +D(z—a)y=0.
e 11*



164 Matematika.

S hotejsim predpokladem sluje x =a misto uréitosti; v ndm vy-
jadiime hledanou funkci radow tvaru

y=(x— a)"Z a,(x— a)”=2 a,(x—a)pt”,
0 o
a dosadime do diferencidlni rovnice. Obecnd
Lie-all=@=a)3 () (=—a);
o

[ =AA—=1)+Aa +B,; [,(A)=2a, +B,5 ...; f,(A)=4a,+8,,
kde v =1,2., %

Jezto L[y]=0, jsou koeficienty fady L (u jednotlivych mocnin
proménné) identicky nuly; k uréeni mocnitele g a koeficientt @, mime
odtud soustavu rovnic

a, f, (0) =0
a f,le+1)+a, (o) =0
a, fo(e+2)+a, f (e+1)+a,f, (o) o i

a,fo(e+n)+a, file+n—1)+...4+a f, (0 =0
Z prvni t. zv. zdkladnt rovnice (A= QL ’
™
( fole)=ele= 1) +ex,+B,=0
uréime kofeny g, g,; zvolime-li ¢ libovolng, plyne z druhé a,, z tieti a,
atd. KdyZ rozdil kofentt neni &islo celé, dostaneme dva partikularni
integraly. V jiném piipadé pouze jeden integral; tu dosadime za p
koien s v&tsi ¢asti realnou nebo koten dvojnasobny. Rada konverguje
v okoli = a alesporti jako Fada geometricka.

Druhy partikuldrni integral stanovime podle (3) str. 154.
3. Besselova diferencidlni rovnice
a2 1 4 n’
et (S [ 2
kde n je reédlné &islo, 2 = 0 misto uréitosti. Koteny zékladni rovnice
: ele—1)+o—n"=0 :
jsou: g =+n, g,=—n. Prop=+n>0 mi fada tvar

o
:::=a0.’c"-}-alac"+l+aza:”+2 Lok

Dosazenim do diferencidlni rovnice a methodou neuréitych soudini-
telt dostaneme z piredchazejici obecné soustavy rovnic koeficienty fady
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' pro hledany integrél. Zvolime-li @, = 1:2"II(n), kde II(n) je funkce
gamma (str. 104), je partikuldrni integrél

n x! ml
In (@) = — o X =l ']’
2" II(n) 2°(n 4 1) 2°.21(n+4+ 1) (n+ 2)
t. zv. Besselova (cylindrickd) funkce prvntho- druhu n-tého ¥ddu; zde
jest n &islo kladné, celé nebo lomené.

Neni-li n &islo celé, je J_, (x) druhy partikuldrni mtegrél V tomto -
pi‘ipadé obecny integral

y=c, J, (@) +c,J_, ().
Pii celém n je druhy partikuldrni integral

“
i P
n

t. zv. cylindrickd funkce druhého druhu, pii n >0 vyjadiena tvarem
1

sinnm

Y, (2) = J, (z) cotgnn — T_, ()

Besselovy funkee prvniho druhu.

Besselova funkce prontho drubu n-tého #ddu je pii kladném n de-
finovana fadou

L B { ]Z H(k)H(nk+k)( ]2k’ L&

konvergujici pro kazdé x. Na pf.

= AT I x z* :
Jﬂ(zl][””)z(‘]’[”)n['n_!Jr Tmr D! T 2l on T ]
Déle pro celé n jest
J_p @) =(=1)"Jp(2). ; (2)

Ve tvaru integrélu je pfi celém reélném n =0, 1, 2,...

P L >
o) A

pfi kladném n 1 ("
J (@..—Jcos(xsqu ne)de. : (4)
0
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Pro liché nésobky zlomku 1 plynou vyrazy- >

.J%(x)=V% sin x; J%(ac)=l/i (sinx —cosx]; (5)

X x

|l 2 "2 [cosz* . -
J_%(:c)= a0 %5 J_%(x)=—VH[ = +sma:]. (6)

Pro celé nebo

lomené n plati diferencidlni vzorec

d [J, (=) J,H_l(x)
T R PR D 2

(7)

X

Redukéni vzorce pii celém n

dJ, (z)
e —a =@ —=Jpy, (@), (8)
2
T @) =Ty, @) + Ty, (). 9
Obecn® FACIESE lim J,, (z) = 0.
T—>o0

Zejména pro m =

0 amn=1 jest

2 xd xﬂ

x
I ()it - + 10
(@) 2 B2 (2-4)  (2:4.6)° s
z x* x4 x° }
J, (@) =—31— = L SR S 2 L
) ,2{ Gode 9. A4% 6 2.(46)%8 (
1
J,0

Tyto i'ddy konverguji rov-
05\ 70 - nomérné pro ka¥dé redlné
3 i komplexni z. Prib&h obou

funkei je zrejmy z tabulky
& \, @& 2z obr. 46. Mezi ob&ma

X/

Obr. 46. 7

W \ plati vztah
& dJ, (z)

-05 Jl (%) = A (12)
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Besselovy funkce nultého a prvniho Féddu.

x | J,(x) | J, (@) z | Jy(x) | J(x) z | Jo(x) | J,(x)
0,0 | 1,0000/ 0,0000] 5,6(—0,0068|—0,3414]11,0|—0,1712 | —0,1768
05 | 09385 0,2423] 6,0| 0,1506|—0,2767| 11,6 |—0,0677 | —0,2284
1.0 | 0.7652| 0,4401| 6,5| 02601 |—0.1538 | 12,0| 0,0477 | —0,2234
1,6 | 06118 0,6579| 7,0 0,3001|—0,0047]125| 0,1469|—0,1655
20| 0,2239| 06767 7,6| 0,2663| 0,1352|13,0( 0,2069 | —0,0703
2,6 [—0,0484| 0,4971] 80| 0,1717| 0,2346] 13,6| 0,2150 0,0380
3,0 |—0,2601| 0,3391| 851 00419| 02731]14,0| 0,1711| 0,1334
3,6 [—0,3801| 0,1374| 9,0(—0,0903| 0,2453|14,56| 0,0875| 0,1934 -
40 [—0,3971|—0,0660| 9,5|—0.1939| 0,1613|150(—0,0142| 0,2051
4,6 (—03205|—0,2311(10,0|—0,2459 | 0,0435| 15,5 |—0,1092 01672
5,0 [—0,1776|—0,3276 | 10,56 |—0,2366 |—0,0789 | 16,0 |—0,1749 | 0,0904

Rozvoj v fadu funkct cylindrickych. Libovolné funkce f(z), v inter-
valu (0, #) koneln4, jednoznaénd a spojitd, muaZe byt v tomto intervalu
rozvinuta v fadu :

1 ‘
f(m)=?ao+alJo(x)+a2Jo(2x)+a3Jo(3x)+ (13)
s koeficienty
4 1
== Efu cosnudu f () dz. (14)
" 5 li-e ’ >

4. Legendreova diferencidlnf rovnice
d*y dy
1—2)—= — 22—+ n(n+1)y=0,
( e ( )Y

kde fe n éislo celé kladné nebo nula; substituci = cos # ptejde na tvar

1 d

. : dy) %

]
Partikularni integrél
1.3.5...(2n—1) [1‘"—— n(n—1)
n! 2(2n—1)

n(n—l)(n—é)(n—:}) £
2.4-(2n—1)(2n—3) 2" ‘_"'J )

Pn(x)= x"'—’-{-
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je t. zv. (Legendreova) kulovd (sférickd) funkce prontho druhu nebo
Legendretw polynom; je.to racionalni celistvd funkce proménné, .
Pii 2 =cos? je mtegrélem P, (cos #). Druhy partikulérni integral

Qp(2) =P (@f——————
(1—2%) [Py, (x)]*
sluje kulovd funkce druhého druhw. Obecng pii |z|=1
x + 1 2n —1

Qn(®)= 5 3 Pa() Ig D7)
2n— 5 2n — 9
kde ¢leny P, se zé.pornym k jest vynechatl.
Obecny integrél y=AP, (z)+BQ,(x).

Kulové funkce prvniho druhu.

Kulové funkce P,(x) jsou funkce n-tého stupné, sudé nebo liché
pro sudé, resp. liché n=0,1, 2,... Podle definice (1)

P (x)=1;
B P (v) =x=cos?;
o5
B R Pg(x)=—z—x2——-;—

=—;(3 cos®*#—1)

-1 2 s o 1

=%(3 cos28+1);

R A P (x)=22"— 2y
= 2 3( ) P) P
= .“1}_(5 cos®® — 3 cos#)
J 1 =%(500s319+300519).;
Obr. 47.
P (x)=Fa' — Dot + 5 =+ (35 cos* & —30 cos & + 3)

= 6—4(35 cos4 ¥+ 20 cos28+9);
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Prabéh Ctyi pronich kulovych funket P, (x) a P, (cos?) ukazuje

vytah z tabulky a obr. 47. a 48.

z| P | P@ | P | Pea) | ¢ | P | P, | P,® | P
0,0 | 0,000 [ —0,500 0,000 | 0375 | 0 | 1,000 1,000 1,000 1,000
0,1 | 0,100 | —0.485 | —0,148 | 0,333 | 10° | 0,985 0,955 |  0.911 0,853
0,2 | 0,200 [ —0,440 | —0,280 | 0,232 | 20" | 0,940 0,825 | 0,665 0,475
0,3 | 0,300 | —0,365 | —0,383 | 0,073 | 30° | 0,866 0,625 | 0,325 0,023
0,4 | 0,400 | —0,260 | —0,440 | —0,113 | 40° | 0,766 0,380 | —0,025 [ —0,319
0,56 0,500 | —0,125 | —0,438 | —0,289 | 500 | 0,643 0,120 | —0,300 | —0,428
0,6 | 0,600 0,040 | —0,360 | —0,408 § 60° | 0,500 | —0,125 | —0,438 | —0,289
0,7 | 0,700 0,235 | —0,193~| —0.412 [ 70° | 70,342 | —0,325 | —0,413 | —0,004
0,8| 0,800 [ 0,460 0,080 | —0.233 § 80° | 0,174 | —0,455 | —0,247 0,266
0,9 | 090 | 0715 | 0473 | 0,208 | 90° | 0,000 0,500 | 0,000 0,375
1,0 | 1,000 1,000 1,000 | 1,000
i
R 4 B
0s
2
R Fz’ 5 4 /2 P4
R\ & z : |
o x
O K DI
&
g A\
~05
q -
-1
, Obr. 48. 5
Pro t¥i sousedni kulové funkce plati redukéni vzorec
on—1 n—1 : ;
P, (z) iTmPn—x(x)_ ' Y PR ) (3)
Obecnd. jest

|2 |S1; |Pp@)|=1 Pp(—2)=(—)"Py(a); Pp(l)=1 (4)
Koteny rovnice P, () =0 jsou mezi —1, + 1. :
Kulové funkce také definuje n-té4 derivace mocniny
‘ 1 ar
2"n! dz"

P'n (1‘) = (x2 503 l)n’
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nebo (zpusobem Laplaceovym) integral

b fT e :
Py(zy=a f(x +cos gl —1d g, (6)
o -

nebo koeficienty v binomickém rozvoji vyrazu

1

—Vl__——2rx—:F [1'—(21'.’”—'7')] b anP (:L‘) pl'0|7'|<1

(7)
1 ;
='§7ﬁl—P”(x) pro |r > 1.

Polynomy jsou orthogondlni v intervalu (—1,5+1), t. j.

43 + 9
2 . 2 &
_lme (x) P, (x)dx = 0 pro m # n; —lan (z) dz = e (8)

Rozvoj v *adu funkci kulovych. Libovolnd funkce f(x), v intervalu
(— 1, 1) koneénd, jednoznaéna, s koneénym podétem extrémii a pre-
trzek, muzZe byt v tomto intervalu rozvinuta v fadu

[(@):= 2, Py(2) +18, P, () + 6, P, (&) +\... = > a,Pp(x) (9)
0

s koeficienty 2n _|_ 1
o e /‘(”C)P () dz (10)
—1

V mistd pretrZky poddvé fada amtmetlcky prumér hodnot zprava
V§
‘a zleva = [f(:c + 0) + f(=— 0)].

Legendreovy polynomy P, (cos?¥) jsou jen zvldStnim pripadem obecnych
Laplaceovych kulovych funkei v theorii potencidlu.

5. GauBova (hypergeometrickd) diferencidlni rovnice
Z2(L—2)y’ +[y.=(c+B+ 1]y —afy=0
mé obecny integrél
= AF (o,f,7,2)+ B&* T'F(a+ 1—pf+1-92-ya),
kde t. zv. hypergeometrickd Fada
o (o 1
F(x,B,y2) =1+ —Bx+ —(ﬁlg)—)

0‘(0‘+1)L06+")/3(/3+1)(ﬂ+2)
1.2:3-y(r+1)(y + 2)

+

= 24 ...
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zahrnuje jako zvléStni piipady rozvoje riznych funkef. Je e =21
B =y, prejde v fadu geometrickou. Je-li x = —n, f=p+n, y=¢>0,
p —q>— 1, jsou partikuldrnim ¥eSenim raciondlni ceh'stvé funkce n-
tého stupng, zv. hypergeomelrické (Jacobiovy) polynomy

Ja(®:0:2) =F(—n,p +mn,9,) 3

= S k(n) P+n)(p+n+1).. Ptntk—1)
-1+ 3 v¥(g) g@+ 1) . @+k-T)

*Z nich plynou pro p=g¢q =1 Legendreovy polynomy

) 1—a
P,@ =], (11152),
pro p=0. g= x: jsou to Cebysevovy polynomy

2
l—2
T, (x)= = 1]n[ ,—,—].
6. Laguerreova diferencialni rovnice

zy" + (1 —2)y +ny=0.

Partikularnim FeSenim jsou Laguerreovy polynomy

kN (n— (k+1)?
L, (@) kzo( 1) : (n_ o

L) !
moZno je vyjadiiti tvarem

L (%) = o

n

¢ — (2" e™%).

7. Hermiteova diferencialni rovnice
'+ (1 —2a*)y +ny=0.
Partikulédrnim reSenim jsou Hermateory polynomy

]
H,(z) = 2( m@x)" /3N

1
kde h = 5-n pii n sudém, h = —2— (n — 1) ptin lichém; mozno je vy-
jadiiti tvarem 53
$ dx"
V8echny uvedené polynomy jsou funkce orthogonalni.

H, (x) = (— 1)"e e
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-

B. Parcialni diferencialni rovnice.
1. Parcialni diferencialni rovnice I. fadu, \

P#i dvou nezdvisle proménnych z, y maji obecnd tvar
9z 9z ]
F(x,y, z’W’W = 0.

KaZdé rovnice, vyjadiujici z jako funkeci proménnych z, y, kterd
dané rovnici identicky, t.j. pro kaZdé z, y, vyhovuje. sluje integrdl
parcidlni diferenciilni rovnice a znaéi geometricky integréalni plochu.

) Uplny integrdl f (x,y, z. a,b) = 0 obsahuje dv§ libovolné (nezé-
vislé) konstanty; geometricky zna¢i dvojmocnou soustavu ploch.

B) Partikuldrnt integrdl vznikne z iplného, prisoudime-li konstan-
tdm @, b uréité hodnoty.

y) Singuld}ni integrdl plyne vylouéenim konstant a, b z rovnic

of
f(z,y,2,a,b) =0, W:O; —a—b——O. 7
Geometricky znaéi obalovou plochu dvojmocné soustavy f = 0.

0) Obecny integrdl neobsahuje konstanty, nybrz libovolnou
funkeci. Dostaneme jej, kladouce b = ¢ (a), kde ¢ je libovolna
funkee, eliminaci @,b z rovnic

3 . 3 39 _,

f(x,y,2,a,0) =0, b=g(a); LS e A P

Geometricky znadéi obalovou plochu libovolné ]ednomocné sou-
stavy ploch (obsaZené v oné dvojmocné).

Pro zvlastni funkei ¢ dostaneme integrdl partilculdmi.

1. Linedrni parcidlni diferencidlni rovnice prvniho fidu homogenni.

a) Pii dvou nezavisle proménny'ch mé tvar
oz
P(ﬂm) +Q(x. )—;-0

Re&fme pomocnou obyéejnou diferencidlni rovnici
da dy

Pz
jejiz integral ¢ (z, y) = C je soudasnd partikuldrnim integrélem dané
parciélni rovnice. Obecny integrdl z = @ [¢(x, y)] obsahuje libovolnou—
funkei.
dz dz dy

2z y
Na pf. a:?;;+u 7y = 0. Pomocnd rovnice T T' mtegré.l% =05

' obecny integrdl 2z =@ (%) znati konoidy (fidici p¥imka z, ¥idici rovina xy).
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"~ b) Obecn4 lineérni homogenni rovnice s parcidlnimi derivacemi jest

oz
an G- £ 8 2-l--.--l-X,,a—z_;=0,

kde X; jsou funkce nezé.ws]e proménnych z, x,,.., :bn a kde de-

rivace ——2- hledané funkce z=2 (z,, ..., z,) pichézejf ve viech Sle-

dx;
nech jen linedrnd. Refime pomocnou soustavu obyéejnych diferencidl-
nich rovnic :
dz, dz, dz,,
S ey o
Nezavislé integrily @, (2,....,2,)=C, ..., @, (®,...,2,) =0, _,

této soustavy jsou soucasnd p&rtxkulami integraly dané rovnice.
Obecny integrdl z = @ (¢,, P, - - - P, ,) obsahuje libovolnou funkei.

2. Lineirni rovnice l. fddu nehomogenni: @) U rovnice pro funkei z
dvou nezavisle proménn)’fch z, y tvaru

P(x, Y, z) + Q (z, vy, z) = R(x, y, 2)
feSime pomocnou soustavu obyéejnych dnferencié,lnich rovnie
VRS AL
P G R

jeji dva nezavislé integrily o, (x,y,2)=0C,, ¢, (%, ¥y, 2)=C, jsou zi-
roverni partikularnf integraly dané parcidlni rovnice. Geometricky znadi
soustavu &ar (charakteristiky), v michZz plochy @, =C,, ¢,=C, se
protinaji. Je-li @ zcela libovolnd funkce, jest rovnice

D[, (2, Y, 2), P, (2, ¥,2)]=0

nebo fefenfm odtud plynouci funkce z obecniym integrdlem dané rov-
nice. Nalezeny integral vyjadiuje integrdlni plochu, obsahujici vSechny
charakteristiky. ¥zhledem k libovolnosti @ mozno pripojiti podminku,
aby integrilni plocha prochédzela uréitou éaroun, danou rovnicemi
f(z, y,2) =0; g(x,y, z) = 0. Eliminaci z, y, z zrovnic ¢, =C,, ¢, =C
f=0, g =0 plyne hledanéd rovnice zvlistni plochy. -

2

2z oz
Priklad. (cy—0bz) S + (az — cx) S—y =bhx — ay.

dz 2 dy 3 dz
cy—bz  az—cx br—ay

Resime soustavu rovnic

kde u je pomocnd proménnd;
= (cy — bz)du; dy = (az— cx) du; dz = (bzx — ay) du.
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Znésobime-li poiadem ¢initeli a, b, ¢, pak &initeli z, ¥, 2 a seéteme, dostaneme
aplné diferencidly adz +bdy +cdz = 0, zdx + ydy +2dz =0. Jejich integrily
axr + by + ¢z =0C,; z° + y2 +22= C’z. Obecny integral dané rovnice je

& (ax + by + ez, 2° + 1° +2%) = 0.
Rovnob&zné roviny C’ protinaji soustiedné koule C v kruZnicich (charakteristiky),

jejichZ sti¥edy jsou na pumce — = -g- = —c— Integrdlni plochy jsou plochy rotadni.
b) V, obecném pripade ’
dz
D 37, + X, ——+ .. F Xn dx =
jsou X; a Z funkce nezdvisle proménnych a:l, Dy v e ,\:vn a zavisle
proménné z. :
Soustava pomocnych rovnic
dz, dz, dz, dz
S TR GG T AT P SRR

1 2 -

mé n nezavislych integrall @, (2,,...,2,) =¢, ..., @y (T}, ...,%,) = Ca-

Obecny integrdl jest

D@ (s e e Tps 2)s o o5 Pp (X505 Ty, 2)] =0

nebo plyne odtud FeSenim podle z; obsahuje libovolnou funkei.

V ptipads, Ze rovnice
X (x,...2%,,2)=0, kde ¢=1,2,...,n a Z(z,...%,,2)=0
maji spoleéné fefeni z, vyhovuje také toto t. zv. singuldrnt Feseni
dané diferencidlni rovnici; v obecném integralu neni obsaZeno.

3. Obecnéd parcidlni diferencidlni rovnice I. fddu. Omezime-li se na dvé

nezévisle proménné z, y, mé tvar
2z 2z
F(z, 9,2, 0,9)=0;" kde ==y =W'

Z dané diferenciilni rovnice stanovime derivace

oF OF o = oF oF
A Al el e e e T
a FeSime pomocnou soustavu rovnic
de ™ dy . dz e A e dg
FTT0 pPER A XFok o Yraz N4

Z integraly této pomoci é soustavy rovnic a z dané rovnice F = 0
uréime p a g, naceZ integraci totalniho diferencidlu dz = pdx + gdy
najdeme uplny integral dané diferoucidlni rovnice.
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Piiklad. F =pzx+qy—19=0; X=p, Y=q, Z=0, P=x—q, Q=y—p.
Pomocné soustava vzhledem k dané rovnici
z dz dy dz dp dg
= z—q¢ y-» _ ma D Tgw
Z posledni rovnice uréime integraci ¢ = ap a odtud ve spojeni s danou rov-

nici p = -z— +¥, @ =x+ay, coz dosadime do diferencidlu dz = pdlz: + gdy; do-

staneme adz = (z + ay) (dx + ady) = (z + ay) d (z + ay). Uplny integrdl 2 az =
= (z + ay)* + b znadéi parabolické vdlce s pfimkami rovnob&znymi k roviné xy.

2. Parcialni diferenciaini rovnice Il. Fadu.

1. Obecné parcidlni diferencidlni rovnice druhého tidu s dv&ma nezé-
visle proménnymi
\ F(z,9,2,p 9181 =0,

oz oz 2z o2z %z
i g TEDR Lo B i kel Y At e
se nedé prevésti na systém obyéejnych diferencialnich rovnic jako
parciélni rovnice I. fddu. Vhodnou transformaci podafi se vSak
mnohdy tkol pfevésti na reSeni parcidlni rovnice I. ¥ddu nebo na
feSeni obytejné diferencidlni rovnice. :

P#fklad. Rovnice r+ Pp =Q; 8+ Pq=Q; s+ Pp=Q; t+ Pg=Q,
kde P, Q, R jsou funkce promé&nnych z, ¥, mozno psati ve tvarech

dp dg

& irr-0 W ip-o P ipp-0 $Lip-0

d
dy dy

a Tediti jako obyc¢ejné linedrni rovnice I. fddu,- pokldddme-li v prvnich dvou y,
v druhych dvou z za konstantu; jejich integrdl je diferenciaini rovnice, obsahujici
mis o konstanty libovolnou funkei promeénné y, resp. #, kterou zbyvéa integro-
vati jako obycejnou.

Obecny irftegrdl parcidlni diferencialni rovnice druhého Fadu obsa-
huje dvé libovolné funkce.

2. Linedrni parcidlni diferencidlni rovnice druhého tddu homogenni se
dvéma nezévisle proménnymi mé obecny tvar /

8 2
A5 + ot v aa: 8
4 Koeﬁcienty jsou obecné funkce z, y; hledand funkce z a je}'i deri-
vace se vyskytuji v kazdém &lenu jednotliv® a linearnd. Podle diskri-
minantu B® — AC= 0 je rovnice hyperbolickd, parabolickd nebo
eliptickd. Reélnou transformaci se dé prevésti na t. zv. normdind
tvar, ktery se podle typu rovnice fesi piisluSnymi methodami.

Obecnd plati véta: Jsou-li z= D (x,y), 2 =D, (x,y) integraly
uvedené rovnice, je také soutet z =C, @, + C, P, jeji integral.

+O’ +D +E—§—;+»Fz=0.
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3. Lineérni rovnice Il. ¥ddu homogenni s konstantnimi koeficienty
2 2 2
aa—mf+b?ix§§+ zy +f8m i Ty 2 +hz=0
jsou v aplikacich zvla$t daleZité. Substituci z =e**TF¥ plyne
charakteristickd rovnice :
ax®+bxf+cf +fa+gph+h=0,
které vyhovuje oo' dvojic oy, f. Kaidd dvojice podévé parti-

kuldrni integrél z = o=t Py 5

z—ZC akz+ﬂky

. MozZno-li poly'nom charakteristické rovnice rozloZiti v lineérni
faktory

Obecny integrdl je dén soudtem

(@, +b,f+c) (2,0 +b,f4+¢,)=0

dostaneme pro ka?dé « dv& hodnoty f, obecn& B =m o+ n;
B, = myx + ny. Soucet piejde na dva soudty

z=eMV30, e @+tmy)a 4 MV 30, e(®F myy) a

s libovolnymi dvéma konstantami pro kazdé «; soulty jsou tedy
libovolné funkce @, (z + m y) a D, (x +m,y).

Obecny integréal diferenciélni rovngce jest

z=e"VO (x+m,y) + "'V @, (z +m,y).
Na pi.
Pz Pz

o =—+28-—— +ba

£ G —=0; charakteristick4 rovnice a®+ 2aaf+bg*=0

2
poddvd pro f:a dvé hodnoty my M3 ,91 =m, a, ﬂ’ =mya.

Obecny integrdl 2= (x+my) + Py(x + myY).
3% 3%z : L D il 1
2. i a,’ay2 =03 a"—a"f =0; /?1',=i—a.

z=451(:c+%]+¢ (r——) ¢ili 2= 'I‘ (v+ax)+ P, (y—ax).

8. Zndme-li partikuldrni integrdl (u) rovnice nehomogenni
"3y 22

d¢ R dx?
jest obecny integrdl

=k cos (ct — bx), (u) = cos (¢t — bx),

aZbZ_cﬂ
=, t) + P, t v ct — bx)
u =2 (x+at) + a(a:—a)jm;cos( —bx

sloZen z obecného integrdlu rovnice homogenni tvarn 2. a partikuldrniho integrdlu
rovnice nehomogenni juko u obyc¢ejnych diferencidlnich rovniec.
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4. Reseni parcidlnich rovnic s danymi podminkami. V praxi nejde tak
o stanoveni obecného integralu jako spiSe o uréeni funkce, ktera
dané diferencidlni rovnici vyhovuje a na po¢dtku a krajich oboru mé
predepsané hodnoty (problém krajnich hodnot).

K cili vedou rtzné methody a obraty. Nezndmd funkce se predpokldd4 na p¥.
ve tvaru souc¢inu nékolika d¢initeld, z nichz kazdy je funkei jen jediné pro-
ménné. Ukol se tak mnohdy pievede na FeSeni obyéejnych rovnic, po jejichz
integraci se uréi konstanty z danych pocatec¢nich a krajnich podminek. Jindy
se pouzije Fad, konformniho zobrazeni, funkee Greenovy nebo integrdinich rovnic.

Methodu partikuldrnich FeSeni a separace prom&nnych u linedrni
parcidlni diferencidlni rovnice II. fddu s podéteénimi a krajnimi
podminkami cbjasni priklady.

P¥iklad 1, Regiti rovnici
*u 5 O%u
=ec° ’ (1)
at? oz”
aby vyhovujici funkce u(z,t) splnila na poldtku dsje v &ase t=0 a na krajich
intervalu z=0,z=1

ot
b) podminky krajni: u(0,2)=0, ul)=0

a) podminky poddte¢ni: u(z, 0)=7(x), (—al)t 5 =g(x);

Regeni predpokldddme ve tvaru soudinu dvou faktord, z nichz kazdy zdvisi
na jediné proménné

u(x,t)=X (x)- T (1), )
2, 2 2 2

res auszX; Pu _, T
22> dz® at? as

Dosadime-li do (1) a rozvedeme proménné, plyne

1274 = Atk

T 3 X g8 °

Ponévadz kazdd strana je funkci jedné proménné, rovnaji se téZe konstanté;
oznatme ji —k°. Dostaneme tak

2m 2 k2
(:uz +ET=0; dd:f +—5X=0, t3)
c

dvé obycejné diferencidlni rovnice druhého Fddu, jejichZz obecné integraly jsou

(4) T(t)=alcbskt+azsinkt; X(z)=blcos%z+basin%z. (5)

M4d-li FeSeni (2) splniti krajni podminky b), musi (§) pro =0 a & =1 ,Zy-
mizet. Z prvni plyne b1 = 0; zbyvajici druhy partikuldrn{ integrél X (x) = b2 sin e x
vymizi pro x =1, kdyz bud b2 =0 nebo -I:— l=n=. Prvni p¥pad, ktery ddvd trivi-

dlni feSenf X (z) =0, vyloud¢ime. V druhém piipadd plynou pro
nme
[}

Technicky pruvodee, svaz. 1, 2. vyd. 12

vlastnt hodnoty k= ym=+1, +2,... viasini funkce X (z) = b, sin n—;'— ®, (8)
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vyhovujici diferencidlni rovnici (3), a obéma krajnim podminkdm. Dosadime-li
(6) do (4) a (2) a slou¢ime konstanty, dostaneme ;

w (x,t) = sin —nl—-’ x (A cos n.;zc t + B sin n?c t} i
pro kazdé celé n jedno YeSeni. Refenim linedrni rovnice (1) je také soucet
@0
u(z,t):b\,’sinﬂ'{ix(Ancos n.;rc t+ B, sin n.;c t) 8
Neznamé konstanty uréime z podateénich podminek. Pro ¢ =0 jest
z Rl L. A7 E
u (x,0) = 4, sin f—llx=f(x); (—%]t 0=2’Bn n;zc sin Pl—T-:c=g(,v).

Obé dané funkce 7(z), g(xz) jsou vyjddfeny Fourierovymi radami s koeficienty
1
Jy () sin % el
0

Dosazenim do (7) vychézi koneéné ¥e$eni rovnice (1), vyhovujici danym podminkam.

l
2 AL I P
dg= 7 jf(.z-)sm—;-xdx; By = s
% :

Priklad 2. Budiz déana linedrni parcidlni diferencidlni rovnice 4. fddu homogenni

1 2
S ey
dx dxz”
Klademe u = f.(x). g(f). Derivovédnim a dosazenim plyne
(4) YT $
s o COEINRL S cili Heh s 0 P
7o) g {6 <

co% jsou dvé obycejné homogenni diferencidlni rovnicé se znamymi jiZz obecny -
mi integraly. K urc¢eni konstant jsou specidlnim iukolem dédny c¢tyri homogen-
ni podmine¢né rovnice, jejichZz determinant musi byti nula; kofeny rovnice
tak vznikajici jsou vlastni hodnoty A.
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3. Symbolicky poéet operatorovy.

- Lineéarni diferenciélni rovnice, oby¢ejné i parcidlni, a jejich systémy
fesi zvlaStnim zptsobem t. zv. pocet operdiorovy.

1. Zdkladnt diferencidlnt operdtor D = .d(jlt— se poklada za algebraic-

kou veliéinu a s jeho pomoci symbolicky psand diferencidlni rovnice
se fesi algebraicky. Nehomogenni obyéejna, rovnice s konstantnimi
koeficienty

d™ F (1) A L) . d F () -
a, dtn +¢l] dtn‘l SR s an_l—dt— +an1’(t)=R(t)
neboli - (@, D"+ a, D" *+ ... +a, ,D+a,)F () =R(@),

symbolicky L, (D)F(¢) = R(t), méa symbolické feSeni F(t)=
= L;’ (D)R(¢); L, je linedrni diferencidlni operdtor n-tého tadu
a L' operitor k nému inversni. \

2. Zdkladni integrdlni operdtor D™, k prvnimu D inversni, se za-
vadi pro integrél s dolni mezi ¢ = 0:

DlF@) = fth(t)

Oba jsou komutativni jen tehdy, kdyZ F(0)= 0; pak
DD !'F=D'DF-F.

3. Symbolické Feseni nutno realisovati, t.j. vyjadiiti jako funkei
prom&nné ¢. MiuZe se tak stati riznym zptsobem; na pi. pro realisaci
teSeni F (t) = L~ ' (D) R (¢) rozvineme operator L.~ ' (D) v fadu podle
mocenin symbolu D a potom aplikujeme operétor D na funkei R(?),

K homogenni. rovnici s konstantnimi koeficienty, jejimZ inte-
gralem je F (¢), patii diferencialni operator f(D), uZivajici Laplaceovy
transformace :

' j(D)=Dfe‘”‘F(t)dt, takie F({) = f(D
0

jeho realisace je ekvivalentni k stanoveni funkee ' (¢) z této integrélni
rovnice.

J. Carson: Electrical circuit theory and the operational analysis, 1926 (ném. 1929).
E. Berg: Heaviside’s operational calculus, 1929 (ném. zprac. 1932).

E. Stephens: The elementary theory of operational mathematics, 1937.

H. Ertel: Elemente der Operatorenrechnung, 1940.

K. Wagner : Operatorenrechnung nebst Anwendungen in Physik u. Technik, 1940.
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XIil. Poéet variaéni.

1. Ukol wvariaénitho podtu zni: stanoviti funkce, pro které omezeny
integral, na nich a jejich derivacich aZ do urditého fadu zavisly,
nabyva extrémnich hodnot. V nej, Jednodusélm pripadé mé se dvéma
body M, (x,,y,), M, (%,,y,) v rovind xy vésti kiivka y =y (z), pro
kterou integral

2
f(2,y,y') dz jest minimum nebo mazximum. (1)
@y

Hledand ¢dra (funkce) sluje extremdla. Jiné kiivky, probihajici mezi body
M,, M, v okoli extremdly, vzniknou zménou (variaci) funkce; pro nd m4 integral
hodnoty voétsi nebo mensi nez (1). Pofadnice variovanych éar Y(x) = u + 4y se
1i5i od pofadnic extremdly y o piirdstek dy.

2, Variace funkce y je prirastek dy, vznikly infinitesimalni zménou
funkéni zavislosti; vyjadiime ji tvarem
0y = en(),

kde 7 (x) je libovolné spojité funkee, vyhovujici podminkam % (,)
%(%,) =0 a ¢ je proménny parametr, nezévisly na z.

Pro varia¢ni symbol ¢ plati stejnd pravidla jako pro diferencovani:

1. d(utv)=du+dv; 2. (u,v)=udv+viu;
_ 9f 37 3t

3. a/(u,v,w...)—a—-éu+——6v+3—w§w+

4. sdy=dsy; 6. 8[yde=[oydz.

Pii zvoleném 7 (z) zadvisi kiivky vzniklé variaci pouze na &; je-li
s =0, prejdou v extreméalu. Také integral variovanych car

J (€)= f(x y+eny +en)de (2)

O
je funkei parametru e; J (0)=J jest jeho extrém (1). Dany ukol

je tim preveden na feSeni obyéejného extrému s podminkou e 0.
3. Variace integrdlu sluji éleny rady
J (&) =J (0) +eJ’(O)+ J”(O)+ =J +0J +8J + ...

J(0)=
eJ'(0)=0J proni variace; (3)

2 N
—%—J”(O) = 0 J druhd variace; . . .
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4. Podminka pro extrém: prvni variace musi byti nula; o druhu
extrému rozhodne znameni variace druhé.

0J =0;R 6J >0 piiminimu;’ §J <0 pti maximu. (4)

’m‘

Povaha tGkolu ¢ini zpravidla vySetfovdni druhé variace zbyteénym; omezime
se proto na stanoveni prvni variace § J =¢J’(0).

5. Variace integrdalu J = | f(x,y,y’)de. Derivujeme integral (2)
&y

se tfemi proménnymi z, ¥,y pqdle parametru ¢ a dosadime & = 0:
dJ(a)I 5‘ (Sf df n’]dx.
derlagsy dy 2y
Parcidlni integraci druhého élenu, kde #'dx = dn, dostaneme
af = j’” of d aj)
0=|n3y; 1[5y — @ 5v) %

Vzhledem k podminkam pro n odpada vyraz v lomenych zavorkéch,
vakZze se struénéjsi symbolikou

o q
CER O [ S P o)
x,

1

6. Hulerova diferencidlnt rovnice variaéniho -problému (1). Z pod-
minky dJ =0 soudime, Z%e pii libovolném % vymizi v (§) vyraz
v zévorkach. Rovnice

d
=g ="
&ili 6
o ST T 2
~ Jy dzdy  dydy Y gy’zy "

Jjest Hulerova diferencialni rovnice II. fadu pro hledanou funkei y ().
V8echny funkce, které ji vyhovuji, sluji extremdly (v SirSim smysha).
K uréeni dvou integraénich konstant méme dvé okrajové podminky:
mezim z,z, piisluseji hodnoty ¥,,y,.

a) Chybi-li y ve funkci f, jest f, = 0. Eulerova rovnice (6) pfejde_
H&-(gfy"-: 0, jeji prvni integral
fp=20,.
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b) Chybi-li z ve funkei f, jest f, = 0. Protoze derivovénim vyrazu
f—vy Iy, dostaneme po redukei
d ; % d
S =Yl =y (fy— E’fy»] )
plyne odtud, nehledé k piipadu y'=0 ¢ili y=C; vzhledem k (6)
prvni integral Eulerovy rovnice ve tvaru 2
f— Yty = (8,57

Pfiklad. Stanoviti kifivku, jdouci body (&, %), (&, ¥s), kterd otd¢enim kolem
osy x vytvoFi rota¢ni plochu o nejmensim povrchu. Zde jde o minimum integrilu

Ty
.I=2nfy]/1+y'“d.z; f=v])1+v2
zy

Podle 6b) jest prvni integrdal Kulerovy rovnice

e vy W]
I+y2-y =0Cy; = ]
yi+vi-y fizer O =0, 1+v".
Daliim integrovédnim této rovnice I. fadu plyne
x4+ G:
y = C, cosh T g

Extremdly jsou fetézovky s osou y. Urdeni konstant z okrajovych podminek
z4visi na poloze bodu M,, M,. Nalezend rotadni (minimélnfi) plocha sluje katenoid.

Ty
7. Extrém integrdlu J = f f(z, g,y ,y")de.
: 3 ""1

Mezim z,, ®, patii hodnoty v, y,, ¥, ¥,; ktivky prochézeji dvéma
body, v nichZ maji predepsany smér. Prislusnd Eulerova rovnice,
k niZ dospéjeme obdobnym postupem jako v piedchézejicim, je
¢tvrtého Fadu
s d a2
fys a;fy' +—d—;f,,"=0-

a) Chybi-li y ve funkei f, jest f, = 0; prvni integral Eulerovy

rovnice je tfetiho fadu A

d
fyr =0,

b =

b) Chybi-li z ve funkei f, jest prvni integral Eulerovy rovnice
tietiho ¥adu

d
I=Yhy +9 o=ty — 9" fy =,
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¢) Chybi-li z a y ve funkei f, dostaneme dvojim integrovanim
integral druhého radu

Ly o= OOy
8. Extrém integralu J = [f (, y,z,y’;z’) da.

Hledané funkee y = y (x), z =z (x) vyjadiuji prostorovou kiivku,
spojujici dva body, pro niz mé integral extréem. Mezim z,x, patti
hodnoty ¥,,%,, ,,z,. Extremaly jsou ureny soustavou dvou dife-
‘rencidlnich rovnic druhého Fadu

d d
b ot =0 Frie 05

JP i p1ostorova. Cara vazéna na uréitou plochu F(z,y,2)=0, vylou-
¢ime s pomoci rovnic # =0, F, +F, y' + F,2' =0 z integréluz a 2’;

tim ukol preveden na stanoveni Jedné funkce.

dz 2

9. Isoperim«!vricky problém : Stanoviti funkei % (x), pro kterou

integral J = fj @,y,y’) dz ma extrém, aby soutasnd pro tutéz funkei y

jiny 1nt¢gr;l1 G f g’(:c, y, y') de nabyl pmdepsane hodnoty 1. Ukol se

-resi jako extrém:t;ntegré.lu :(L}—f— 4g) dz. Eulerova rovnice mé tvar
x

d

dz oy =0

R e
i3 a;.'y' R~
Je-li jeji obecny integrél y = ¢ (2,2, €, 0,), uré¢ime konstanty a faktor A
podle okrajovych podminek z rovnic
h=9¢(x,%40,0,); Y, =@ (2,;,4,0,0,); K=I1.

Je to obdoba s uréenim relativniho extrému v diferencialnim podétu.

. Bolza: Lectures on the ca.lculus of variations, 1904 (rozsii. Vorlesungen iiber
Variationsrechnung, 2. vyd. ¥

Bliss: Calculus of variations; 197o (ném. piekl. 1932).
Griss: Variationsrechnung, 1938.
Kneser: Lehrbuch der Variationsrechnung, 2. vyd. 1925.

Hadamard: Lecouns sur le calcul des variations, 1910.

. Carathéodory: Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung, 1935

. Tonelli: Fondamenti di calcolo delle variazioni, 2 sv., 1921—1923.

N QLzLRR O

. Courant - D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik I., 2. vyd. 1931.
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XIV. Integralni rovnice.

Rovnice mezi funkcemi, v nichZ je naznadena integrace hledané
funkce, sluji rovnice integrdlni. Je-li neznamé pouze v integralu,
je rovnice prvniho druhu, je-li také mimo integral, druhého druhu;
prichézi-li toliko v prvni mocning, je rovnice linedrni.

1. Integralni rovnice druhého druhu.

1. Linedrnt integrdlnt rovnice druhého druhw (Fredholmova )

b
rp(z)=f(x)+lfK(m,£)<p($)dé.

Dény jsou: &len f(x) a t. zv. jddro K (z, &); hleda se funkce ¢ (x),
kterou jest identicky splnéna rovnice (1). Obé proménné z, & probihaji
v témZe intervalu téhoZ oboru. Predpokladé se existence integralii

b b rb b
f[f(z)]’dx; f f[K(w,f)lzdwdf; fK}(x, §f(Edé.
LIS asav, a

Jadro je symetrické, kdyz K (z,¢) =K (§ ). Libovolny staly dinitel
4 sluje parametr integralni rovnice. Je-li v-(1) élen f(z)= 0, vznikne
homogennt linedrnt integrdint rovnice druhého druhu

b
q)(x)=)lJK(x,5)9’7(§)d$. (2)
a

Zv1éstni hodnota parametru A= 4, , pro kterou mé homogenni rov-
nice (2) jestd jiné Fefeni krom trivialniho ¢ (x) = 0, je vlastnt hodnota
jédra; piislusné reseni ¢,, () sluje vlastnt funkce jadra pro vlastnihodno-
tu 4,. Ponévadz také libovolny nésobek feseni vyhovuje homogenni
rovnici, voli se pro jednoznatnost vlastni funkce normovand, tak

totiz, Ze b
f‘?’:; (z)de=1.

Normovati funkei ¢ (2) v iniervalu (a, b) znamend ndsobiti ji takovym fakto-
rem O, aby platilo

a

b b
J[Ow(x)l'untl; c'=1 :]q:*(z)dau
[ ] a
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Nehomogenni rovnice (1) ma jediné feSeni, neni-li parametr 4 viast-
ni hodnotou jédra.

Integralni rovunice fe8i podobné problémy jako rovnice diferencidlni s okra-
jovymi podminkami (dva tam oddé'ené tkoly najednou); jddro spliuje jiz
dané podminky. Obsdhld theorie jednd o methoddch feSeni pro rtizné druhy
jddra, o souvislosti s rovnicemi diferencidlnimi, varia¢nim podétem atd. Uziti
v theoretické fysice, stavebné mechanice, v elektrotechnice a j.

2. Redent linedrnt integrdind rovnice (1) s jddrem zvrhlyjm, t. j. tvaru
lkoneéného souétu souéini vzdy dvou funkei proménné 2 a proménné &

K (2,8) =« (@) B, (§) + &, (@) B,(E) + - .. + xp(@) B (8),  (3)

vede na feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Dosadime-li
(3) do rovnice (1), mozno ji pséti

n b
- «p(x)=/(m>+/12a,-<w)fﬁ,-@)«p(é)df
1 a

aneb, oznaéime-li nezndmé stalé hodnoty integralt zde obsazenych C; .

? @) =f@)+24 > (). (4)
1

Tuto rovnici, znédsobenou postupné ﬂk (x) dw, kde k= 1,2, ..., n, inte-

grujeme po kazdé v mezich a, b. Dostaneme tak vlevo opét nezné,mé C;,
vpravo integraly (Cisla), tedy

fﬁk x) @ (x) dv=Cp=0,, fﬁk x) de =17, fﬂk x) oy () de=A,,;
a odtud soustavu n algebraickych linedrnich rovnic
Cp=F,+124,,C; (B im0 25 5 )
éili
O (L =AA;)—=0, 44, —.. < O=kd = =F,
—C, 24, +C,(Y—AA,,)— ... =0, 24,, =F, (3)
—Cod AT — O P AL 5 + 0 (1 — A4 =Fy

k urcéeni n neznémych C;. Soustava (5) mé feSeni, kdyZz determinant

soustavy je ruzny od nuly (str. 26). S vypoc¢tenymi nezndémymi je
rovnice (4) ieSenim rovnice (1).
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Kdy% f(x) = 0, jsou v8echna F;, = 0; integrélni rovnice i soustava
(5) prejde na homogenni. Z podminky, Ze determinant soustavy se
rovnd nule (str. 27), plynou vlastni hodnoty jadra. Je-li f4d matice
determinantu n — 7, ma homogenni rovnice (2) 7 linearng nezavislych
regeni, podle (4) tvaru

: p@)=2ZA4,0C;.

3. Fredholmovo 7edent integralni rovnice (l‘) s libovolnym jdadrem
- K (z,§) mé tvar :
o) = 1@+ [ T(o. & 1) (9,
kde t.zv. fFedlci jddro. .
: : D (x,&; ) K(.v,5)+d1 (@ &) A4 d, (z,8) A F . =

T(x, & A) = =
e D) AT RS ST N

je podilem dvou celistvych transcendentnich funkei parametru |
s koeficienty, J(Z lze uréiti postupné,

== [dn_ (£ 0QE 4, (O =K (E9;

. b &
d,, (2,8) = K (2;8) d, + (K(x, 0d, ,65d;  d, (2,8 =K (@3

av

Homogennt rovnice (2) mé teseni, kdyz D(1) =0; nulovd mista
jmenovatele D (4) jsou vlastni hodnoty jadra. Je-li 2 =4, k-nédsobné

nulové misto &itatele D (z, & 4), jest ne]mené (k+ 1)- na.sobnym nu-
lovym mistem jmenovatele. Radd pro funkei D (z, &; ), rozvinutou
podle mocenin rozdilu 4 — 4, . zating Glenem k-tym

D (2,64 =(h—A)dy (2,8 + A—2) dp L @O+ ...

Jeji prvni koeficient je FeSenim homogen}li rovnice (2) pro kazdé
& =&, = konst.
- 7, (@) =dj (@ &)

Fredholmove feSeni, formdlniho rdzu, je odvozeno z omezcﬁého integréalu
jako limity souétu a feSeni goustavy linedrnich rovnic determinanty.

4. Rada Newmannova. Resemm integralni rovnice (1) s hbovolnym
jddrem je rada

@@ =A,(2)+ A, @i+ A, @) 2 + A, @8 + ...
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jejiz koeﬁclenty (6)
b
A, ()= jK B8 4,0 [K@Hd,©ds: ..
a

se stanovi postupné; sluje 7ada Neumannova. Vnitini integraly

v koeficientech A,, 4,,... se nazyvaji iterovand jadra’ke K (x, &)

prislusné:

‘ b b__
K, (@8 = | K@K K, @9 =JK2(.1~,, HEK @ 8dts
av B

:L,,)—jK (x,t) K (¢, ) d (7)

Lze po dosazeni pséti

b b
K, (2,9) =j jK(x,.tl)K(tl, t) K (t,, 5 di, dz, d; ..
a a

b rb .
K, (2, &) = { a\ K (2,t) K(t,t) ... Kt

aw

n_l,s)dt dt dn R

Neumannova fada, kterou vzhledem k (6) a (7) piSeme také

b b
¢(r,/1)=f<x)+;.j1<(x,s) f@as+ 2 (K @ai@de+..., ®
a av
konverguje pro hodnoty parametru [41| =7, kde
b b
=1 :f J[K (@, 9P dzdé.
a a 5 -

5. Methoda postupného piibliZent. Funkei ¢ (z), vyhovujici rovniei (1)
s libevolnym jadrem, bliZi se éleny. posloupnosti

b
yl=f(x):‘...;yn=f(x)+/7.5K(r,5)yn_l(5)d5;...;(n=2,3,...)‘

Dosazujice predchézejici hodnoty y, , do v, s jinak oznagenou in-
tegra¢ni proménnou, dospéjeme k radé Neumannové (8).
Postupnou aproximaci lze feSiti také homogenni rovnici (2). Ne-
znamé jsou zde ¢@(x) a parametr 2. Vyjdeme od libovolné normo-
vané funkce y, (z), na pr.
Y=l /o —a

a stanovime postupné pro n = 2, 3, ...
. b b
Yn="Cnn> kKdo g,(@) :jK (@5 8) Yp_1(6)dE - € =12 jq; () dac .
a a

Konverguje-li 5 rostoucim n posloupnost ¢isel ¢, k hodnot§ ¢ a po-
sloupnost funkei y,, () k funkei y (), vyhovuji vlastni hodnota 2 = ¢
a vlastni funkce ¢ (z) =y (z) rovnici (2). _
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6. Symetrické jadro K (z,&) = K (&) mé jen realné vlastni hodnoty.
Riiznym vlastnim hodnotédm 2,,, 4, ptislusné vlastni funkce ¢, (), g, (%)
tvofi normovanou orthogonélni soustavu, t. j.

b —_—
Pt 251
% \ ”»” >

Symetrické jadro lze rozvinouti v bilinearni fadu vlastnich funkei

?, (@) @, (&)
K58 = 322

s predpokladem, Ze v celém intervalu rovnomérné konverguje.

Refeni integralni rovnice (1) se symetrickym jadrem:
2. g@) et .
r@) =i@+1 27 [1@n@de.
1 » a

7. Integrdlni rovnice Volterrova druhého druhu

w<x>=f(w)+1ﬁ<<x—e>w(é)ds, %

kde O0=é==z.
Horni mez je proménna. Tuto rovnici fesi rada Neumannova (8),

kterd konverguje pro kazdy parametr 4. Hledanou funkei ¢ (z) moZno
vyjadriti také radou Maclaurinovou (str. 81), pokud existuje.

Rovnici (9) napFed transformujeme substituci o —&=1¢; d&=—-di a pak
derivajeme podle parametru z (str. 101, vzorec 14). Pii 2 =1 jest

xr
?(@) =@ +fK(t><p(z—t>dt;
0
€T
o' (@) =1 () + K@) zp(o)+fx(t) @' (@—1) dt;
0

xzr
@ (@) = " (2) £ K () p(0) + K (&) ¢’ (0) +fK ® ¢ (@) al; ...
Odtud 4
PO =1(0); ¢/ ©=F©O+KE® ¢(0); ¢ (0)=1"(0)+K(©) ¢(0)+K(0)4(0); ...

Z

2
xZ
11 ¢’ (0) + 3 @0+

Proto @ () =@ (0)+

Na integrélni rovnici typu Volterrova lze prevést linedrni diferen-
ciglni rovnioi n-tého radu s danymi pocédteénimi podminkami.
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2. Integralni rovnice prvniho druhu.

1. Ianedrni integrdlni rovnice prontho druhu
b
f(z)=jK(=v,€)tp(§)d£ (10)
a

pii libovolném f(x) obecné nemé feSeni. Je-li jédro zvrhlé (3), lze
uziti methody 2. Piikladem integralnich rovnic 1. druhu jsou dvé
vzijemné se podmifiujici rovnice

f(1)~V51—~Jtp(5)e—'“d¢, (P(x V— ff(f e'®fdg, (11

— oo

plynouei z Fourierova integrélu; kazdé z nich je reSenim druhé. V real-
ném oboru jim odpovidaji rovnice

j(x)=V§—f¢(§)cosx§d5; ¢(w)=V%ff(§)cosx§d§ (12)

pro funkce sudé; pro liché je v integralech sin x§.
Soudet obou poslednich rovnic f(z) + ¢ (z) = F(x) jest
F(z) = V——z— fF(E) cosxédé.
z 0

To znamend, %e symetrické jddro cos z& m4 v intervalu (0, =) pro vlastni hod-

notu 1 =|/ -%— nekoneénd mnoho vlastnich funkei F(z).

2. Abelova integrdlnt rovnice

?(£) dé :
S (13)
f e
kde 0 <<a <1, mé reSeni
in o« f(O) /' (8)
‘P(x)= = j(x S)x—-a J
Pro a:%jest
R e B T T T
() = ey dé; feSenti : qp(x)—-;[ Ve +0 g dEJ.
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3. Pfidinkovd (zdrojnd) definice funkce. Funkee f(x) je vyjadiena
piiéinkové (zdrojné) integralem

b -
fo = (K@ o@as (14

jako linedrni superposice uéinkt K (z,&) ¢ (§) dé&, vyvolanych piiéin-
kovou (Greenovou) funkei K (x,§) a intensitou zdroje ¢ (£) v misté &
Obréacend zavislost je integralni rovnice prvniho druhu.

Pri¢inkoveé definované funkee (14) d& =e rozvinouti v konver-
gentni radu vlastnich funkei ¢, jadra K (z,$):

3 oo ¢ b
@)= 3 0,9, @) kde ¢, = i) 7, @ de

4. Funkciondlni transformace. Integral v rovnici (14) je linedrni
operator, jim# dand funkce @ (&) se méni na jinou funkei f(z) jiné
proménné. Transformace je uréena jadrem a mezemi, po pifpads
vhodnou integraéni cestou. Mnohostranné upotiebeni ma integrélnf

Laplaceova transformace f(s) = j:‘ st p t)dt=¢ {F (5)} S

kterou dana funkce F () redlné proménné ¢ (pfedmét, originil v ob-
lasti horni) se transformuje na funkei f(s) komplexuniho argumentu
s=wx+ 1y (vysledek, obraz v oblasti dolni). Obracené

z+ice
PO = 5o | 1@ds =27 {10}
@—ioo

. Integradni cestou je pfimka, kolmé k redlné ose v misté .

M. Bécher: An introduction to the study of integral equations, 2. vyd. 1914.
1. Lalesco: Introduction & la théorie des équations intégrales, 1912.
G. Vivanti: Elementi della teoria delle equazioni integrali lineari, 1916.

A. Kneser: Die Inlggmlglu( hungen u. ihre Anwendung in der mathematischen
Physik, 2. vyd. 1922.

G. Wiarda: Integmlg!exchungen. 1930.

G. Kowalewski: Iutcgralg]ei’chungen, 1930.

G. Doetsch: Theorie u. Anwendung der Laplace-Transformation, 1937,

G. Hamel: Integralgleichungen. Einfithrung in Lehre u. Gebrauch, 1937.

E’. Goursat: Cours d’analyse mathématique I1I., 4. vyd. 1927,

R. Courant - D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik I., 2. vyd. 1931.

Ph. Frank - R. Mises: Die Differential- und Integralglexchungen der Mechanik
und Physik 1., 2. vyd. 1930. g
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e

XV. Pocet vektorovy.
1. Skaldary a vektory.

Skalar jest kazda sméruprostd velicina, k jejimuz uréeni staéi &islo, :
udévajici jeji pomé&r ke zvolené jednotce; jeji hodnoty lze sestaviti '\
ve stupnici; znati se obyéejnou latinkou.

Skaldry jsou na pi. délka, hmota, hustota. teplota, ¢as, energie, prace atd.

Vektor jest veliéina smeérovd, které,.krom velikosti mé uréity smér _
a smysl. Geometricky zobrazuje vektor sip 4 —— B, t. j. orientovana &

usecka, vytvorend v prostoru posuvem bodu A4 do B; znadi se
tuénou kursivou a, b (nebo kurentkou a, b, A, B).

Na pi. plechu piedstavuje vektor, ktery md smér normdly urcéitého smyslu
a délku umérnou velikosti plochy. Fyslkalni vektory jsou na pr. sila, rychlost,
zrychleni, tlak atd.

Modul vektoru a je kladné &islo, udavajici jeho absolutni velikost
' moda=|a|=aq,
stejnojmenny skaldr; geometricky prosté délka usecky AB. : -
Dva vektory jsou si rovny, maji-li ty% modul, smér i smysl.
Pro analytické vySetiovani se voli Descartesovq pravouhla pravo-
tolivé soustava soufadnic, kde osy x, y, z kladného, smyslu jsou
v poiadi prsti pravé ruky: palec, ukazovak a stfedni prst. Smér v jest
uréen tiemi smérovymi kosiny, mezi nimiz plati vztah
2 cos® (vx) + cos® (vy) + cos® (vz) = 1; :
thel dvou sméri pav se stanovi vzorcem
cos (pv) = cos (ux)cos(vx)+ cos(ny)cos(vy) + cos(nz)cos(vz).
Analytickd definice vektoru. Vektor a je dan prifadénim skaldru a
sméru » v prostoru podle linedrniho homogenniho zédkona

¥

a, =@, cos(vx)+ a,cos(vy)+ a,cos(vz); (1)
soutadnice velktoru a,, a,, a, jsou hodnoty a, prov =X, v.=y, v=2.

Vektor je jednoznacné urcen svymi praméty do libovolné sou-
stavy tii nekomplanarnich os (nerovmnobéZnych s jednou rovinou).

Volny wektor 1ze libovolné posinouti. Radiusvektor mé pevny pocé-
tecéni bod. Vdzany vektor zobrazuje pevna orientovand tsccka.

Jednotkovy vektor a® = ¥ 2 je stejnosmérny s vektorem a, ma tyz
smysl a velikost 1. @]
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Jednotkové vektory i,j, B maji smér kladnych os soufadnic a veli-
kost 1; tvoii soufadnicovy pravotoéivy trojhramn.

Vektory, které vymeénou soustavy pravotocivé za levotocivou
méni znameni, sluji poldrni; vektory, které zménou orientace znameni
neméni, sluji azidlni. K poléarnim patii posuv, k axidlnim otoéeni.

Vektorova analysa je jakymsi matematickym t&snopisem, vyjadiujic viechny
operace, které pri libovolné transformaci rovnobézkovych souradnic zistdvajiin-
variantnimi, zvlastnimi symboly; kazd4 vektorova rovnice nahrazuje t¥i obyc¢ejné.
Symbolika vektorového poétu neni ustdlena. Vzhledem ke kritickym pozndmkam
v knize Burali-Forti — Marcolongo: Eléments de calcul vectoriel ponechédno ozna-
¢eni jako v predeilém vyddni tohoto svazku Technického priavodce.

2. Algebra. Zikladni Gkony pocetni.
Souéet a rozdil vektorl a, b

1. at+b=c; a—b=d=a+(-b)

M g

je geometricky zobrazen uhloprickou rovnobéZnika o strandch a, b
nebo a, —b jako vyslednice sil. :

& at+b=>b+ a; Ala+ b)=Aa+ Ab;
a+ (b+c)=(a+b)+c; a—a=0.
a+b=0, kdyZ a a b se li§i jen smyslem.
Je-li fetéz ve_aktorfl a,a, .- a, uzavien, jest
3. a1+a2+...—l—an=0.

Nésobeni a déleni vektoru skalirem. BudteZ «, f3, y, § redlnéd uréita
¢isla ruznd od nuly; a,b,c,d vektory nenulové.

4. xa+ fb=0 znadi, %e a|| b.

5. xa+ b+ yc=0, jsou-li a, b, ¢ vektory rovnobézné s rovinou
Gili komplandrni.

6. xa+ b+ yc+ 0d=0 plati pro 4 libovolné vektory.
Nerovnobéinfnni vektory a, b 1ze vyjadiiti komplanarni vektor
7. c=ouxa+ fib.

Vektor mo?no vyjadiiti tfemi nekomplandrnimi vektory v linedr-
nim, homogennim tvaru

8. d=cxa+ b+ yc.
Slozky vektoru v soustavé pravoihié jsou jeho praméty do os

9. a=az+ay+az.
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=l i k; =|/‘3 2 2 pei st
10. a a@1+auj+az a a,ta,ta, a -
11. Aa=/1azi+).ayj+ Aazk.

Radiusvektor rzéﬁ uréuje v prostoru .polohu bodu M (z, y, 2).
v r

12. r=zi+yj+zk; r=Vx"'+y2+z2; r°==-;.

13. Skaldrni (vnitfni) souéin vektord axb (éti ,,a do b*) definujeme:
axb=a-b cos (ab),

kde (ab) je nejmensi uhel vektorti. Je to sou¢in modulu jednoho
vektoru a pramétu (slozky) druhého do sméru prvniho. Skaldrni
soudin je skalér.

Jind oznafent: aob = a-b = a-b = (ab). E
Prvek mechanické prdce rovnd se soudinu zesily a pramé&tu drahy do sméru sily.

14. axb = bxa. 15. ax (b + ¢) = axb+ axe.
(Plati zakon komutativni) (Plati zakon distributivni)
16. m (axb) = maxb = axmb . 17. axa=a".

18. (a+b)’ =a®+ 2axb + b* (véta kosinovi).
Skalarni soudin dvou k sob& kolmych vektort je nula.
19. axb =0 znadi: bud a=0 ¢ b =0 nebo alb.

20, i*=1; ji’=1; R*=1;
25, ixj=0; Jocke =0 kxi=0.
22, jxi=10; k:\'j=0; ixk=0.

Vyjadiime-li vektory slozkami podle 10., jest
23. axb=a,b, + a,b, + a,b,; 24. a2=a;+‘a;+a:=a2.
25. Vektorovy (vn&jsi) soutin a/\b = ¢ (8ti ,,a proti b*) definujeme:
mod (a /\ b) = mod ¢ = ab sin (ab) ;
cla, clb, pravotodivy trojhran abc.

Je to wektor, kolmy k rovind rovnob&’né s vektory a, b, s nimiz
tvofi soustavu pravotodivou; jeho modul se rovné obsahu rovnob&z-
nika o stranich a, b.

Jind oznalent: a x b=aqa x b= [ab].

Technicky prfivodce, svaz. 1, 2. vyd. 13
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Vektorovy soudin sluje vn&jsi, protoZe vektor jim dany je vné& roviny rovno-
b&znika, jehoZ plochu s jedné a druhé strany — vzhledem k urutému smyslu
normaly — nelze zaméniti.

Na pF. moment to¢ivé sily a na rameni b je dén vektorovym soudinem
9N =a A b; je kolmy k rovind vektort a mé smér a smysl osy soustavy pravotodiveé.

26. a/\b = — b/\a. 27. (a+ b)/\e =a/\c + b/\c.
(Komutativni zdkon neplati) (Plati zdkon distributivni)

28. m (a/\b) = ma/\b = a/\mb.

29. a/\b = 0 znaci: bud a=0 & b= 0 nebo a|| b; vidy a/\a=0

30. iNi =0, N =0, k/\k = 0.
31. i\j =R, J\R =1, RN =j.
32. jAi = —k, kN = —i, . ikR= —j.
33. Vektorovy soudin vyjadieny sloZkami :
G Y
a/\b=|a,a,aq,|=(a, 3bu)i+(asz——axbz)j+(axby—ayb$)k
b:z vz
34. Slozené souéiny. Skalarni souéin a,a,a,
ax (b/\c)=bx (c/\a) = cx (a/\b) =| b, b, b,| = (abc)
Cy cy c,

jest pri cyklické zdméné vektori neproménny skalér; ma znameni
-+ nebo —, je-li vektorovy trojhran pravotocivy &i levotedivy. Znaci
objem rovnobé&’nosténu, jehoZ hrany jsou rovnobéZny s vektory a, b, ¢
a maji jejich délku.

35. axb/\c =a/\bxc= — bxa/\c = — axc/\b.

Znaky x a /\ moZno zaméniti pii stdlém poiadi faktort; vyménou
dvou é&initeld zméni vS8ak soudin znameni (pseudoskaldr).

36. ax b/\¢ =0, kdyZ vektory a,b,c¢ jsou komplanérni.

37. (a/\b)/\¢ = (axec)b — (bxec)a (rozvedeno podle 33. a 23.)

38. a/\(b/\c)= (axc)b— (axb)c = (c/\b)/\a.

39. (a/\b) x (¢/\d) = (axc)(bxd) —(axd)(bxc).

40. (a/\b)/\(c/\d) = bx (axc/\d) — ax (bxe/\d) (podle 34. a 38.).

Déleni. Délitijvektorem nemé smyslu; déliti mozno jen velici-
rami skaldrnimi.
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3. Poéet diferencialni.

Derivace a diferencidl vektoru. Vektor a(¢), ktery je funkei skaldrni
proménné ¢, méni s dasem ¢ svou velikost, smér i smysl. Spojitost,
derivace a diferencidl jsou definovany jako u funkee skaldrni.

da(?) TS a(t+ A4t) — a(t)

LR P e | r s ’
I.T s T =a'(t) a1.1+ay]+azk,
kde derivace souiadnic vektoru podle ¢ jsou
a. = ..% . e day_ . a. = daz.
T TR ViFardt AT

2. da(t) = a’ (t)dt. Ma-li vektor a stalou velikost, mod @ = konst.,
je diferencial vektoru da | a.
3. Polohovy vektor r(t)==z(t)i+ y(¢)j+2(¢t)k;
%—=x’i+y’j+z’k=r’(t); dr=r'(t)dt =idz +jdy + kdz.

d’a d’ay d’a d?a,
4. = i+ g 2 kr=a’(t).
dé® de* d#* 1 d#® (

5. d(axb) =axdb + b xda.

6. d(a/\b) =da/\b + a/\db =a/\db — b/ da.

Derivace podle oblouku. Nezédvisle proménnou jest oblouk prostorové
ktivky, ktery opisuje hrot vektoru r. Derivace ve sméru vytéeném
elementem oblouku ds

dr Ao dys T daa iy
L 2 Py T o o by - el
je jednotkovy vektor ¢’ sméru teény a smyslu rostouciho oblouku.

Jednotkové vektory n’ sméru hlavni normély a b’ sm¥&rubinormély
tvoif s t° soustavu pravotodivou.

de de
LR sehefife] B e 0 _ 4070
B el 9. b°=t"An’.
10. K#iwost —1- = ﬂ 2 11. Torse .}. _ _db
0 ds 7 ds

Gradient skalarniho pole. (st trojrozmérného prostoru, v ni% ska-
larni veliéina w = f (%, ¥,2) je funkei polohového vektoru r, sluje
skaldrnt pole; kazdému bodu oblasti néleZi uréitd hodnota funkee.

13*
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Plochy uw=konst. sluji hladiny skaldrniho pole; kazdym bodem prostoru
prochézi jedna hladina. Z totélniho diferencidlu plyne délenim ds
derivace v daném sméru &ili rychlost zmény (spdd) funkece ve sméru s

du du u Ju
s 5 %08 (s x) + WCOS (sy) + =5, %8 (s z),
O _dy sdes
kde cos (8 x) = o °08 (sy) = 0> %08 (sz) = @

ve smyslu analytické definice (1) uréuje vektor. Vyznadény vektor je
)
derivace ve sméru normdly k hladiné, znadi se Tz—a sluje gradient.

Smérova derivace je primdtem gradientu do sméru s, t.j.

du u
i P e (ns);
nejvétsi je ve sméru normdly (s=n), nulové na hlading (s | n).
12. Gradient funkce w = f(x, y, z) se znaéi grad u;
du , oJu , Ou
gradu-——ﬁl+a—y-1+ —a——z—k.

Gradient skaldrni funkce je vektor, kolmy v kaZdém bodé& oblasti
k plose. hladinové; mé smér nejvétsiho vzristu; jeho soutadnice jsou
parcialni derivace podle #, y a z. Je nezavisly na soustavé soufadnic.

Gradienty skaldrniho pole tvoii wvektorové pole.

13. du = grad ux (ide + jdy + kdz) = grad uxdr.

14. grad Cu = C grad u, kde je C skalarni konstanta.

15. grad (v +v+...)=gradu + gradv +...

16. gtdd (uwv) = w grad v + v grad u; grad F(u) = F'(u) grad «.

17. grad » = —; =r’  gradexr=c, je-li ¢ konstantni vektor;

gr&d%: —;t— gradr = — :T: grad f(r) = f'(r) r°.

18. Derivace skaldrni funkce w ve sméru normdly k hladiné

9
% = grad uxn’; dr = n’dn.
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du = /(Sur [Sur (Su]z
19. an—gl‘&du—~~]ﬁ+w+a~z' ,
20. Derivace skaldrni funkce v libovolném sméru s :
du 0. NG
W_.graduxs - dr=s"ds.
21. Derivace skaldru U (z,y,2,t) podle éasu:
dU oU dr
T e -f—vxgra,dU,kdev—E,

je sloZena z lokdlni zmény 3 U/t v Case dt na témZe mistd (x,y,z)
a ze zmény stacionarni vxgrad U, pii niZ prejde bod za das dt
rychlosti v do sousedniho bodu ve vzdélenosti dr.

22. Gradient se té% piSe symbolicky
J s %
grad u = [W'-l_ a—y-j—i— —a—z—k]u— vVu.

23. Hamiltondw operdtor nabla

2 ) 2
v Se i g T g
e oa e o gl i
je symbolicky vektor. Se symbolem v utvofeny skalarni operator
? 3 £
24. axv—axa—m"l-ayw-l-(lz 32

ve spojeni se skaldrem nebo vektorem znaci:

3

cu
25. axVu=a, P

Su du
+ (l-y'@-i“ a

37

dv v v
26. axVu=az—sT+ "1/3_1/ + a, i P

Divergence vektorového pole. (st prostoru, v niZ existuje vektor
u(z,y,2) = uzi+u, j+uk

jako funkece polohy (z, y, z), sluje vektorové pole, |u| jeho intensita.

Radiusvektor r (u), ktery je fun.kci jediné skaldrni prom&nné, opisuje svym

hrotem prostorovou kiivku; hrot vektoru r (u,v) dvou nezdvisle proménnych opisuje

plochu, pokrytou siti ¢ar w = konst., v = konst. Vektor r(u,v,w) napliiuje édst

prostoru, kterou ploehy % =konst., » =konst., w =konst. d&li uréitym zptsobem;
u, v, w-sluji kiivoéaré soutradnice.
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Vektorové kiivky (na pf. silokfivky) maji v kazdém bod& smér
piislu$ného vektoru. Je-li r radiusvektor kiivky, je teéna rovnob#&z-
na s diferencidlem dr, takzZe

i k
uA\dr= |, %, u,|=0 anch] i‘_”=ﬂ=d7,
dz dy dz L o

Obecné integraly druhych dvou diferencidlnich rovnic prvniho fddu znaci
dvé soustavy ekviskaldrnich ploch (hladin), které se protinaji ve vektorovych kiiv-
kédch a tvori vektorové trubice: spolu s treti skaldrni funkci, uddvajici tok
vektoru (skaldrni soucin vektoru do priiezu trubice), je vektorové pole zobrazeno.

27. Divergence vektoru u (x,%,2) je skaldrni souéin nabla do u
Sy, Suy du,

e b e

da dy oz

Divergence vektorw je skaldr, nezavisly na volbé soustavy os; zna¢i tok

vektorového pole objemovou jednotkou nebo pocet silotar v jednotce objemu.

Divergence rychlosti v znac¢i prirastek objemu pohybu:lciho se hmotného
individua; pro nestla¢itelné kapaliny jest div v =0.

Divergence pohybového vektoru vyjadiuje ubytek hmoty v jednotce ohjemu
za jednotku ¢asu. Je-li div u = 0, sluje vektor solenoiddint (trubicovy), pole u(xz,y, z)
jest bez ztidel (pole virt); Jeho modul je prevrdcend hodnota priarezu solenoidu.

diva=Vxu=

28. div (u+v)=divu - divu; div (uv) =udivo+ grad u x v.

r()

29. divr=3; divr°=3; div — = 0.
r »2 .
dive Ar =0, je-li ¢ konstantni vektor; divf(r).r’=2"L j('r) f(r)-

Rotor vektorového pole.
30. Rotor wvektoru u (z, y, z) je vektorovy souéin nabla proti u

rotu=VAu,

5
l‘otu=(ouz—auv]i+[auz Vuz)] [auv~-—9u¢

oy 0z 2z dw ow oy
éili S i J k
g 2 2 d
el b p dy dz
U, uy U,

Rotor vektorové funkce u je vekior, nezavisly na zmoénd soustavy souradnie.

Rotor rychlosti znadéi dvojndsobnou thlovou rychlost’ hmotného elementu
v pohybujicim se prostiedi.



XV. Potet vektorovy. 199

31. rot(u + v) —rotu + rotv; rot (uv) = urotv -+ grad u/\v.
32. rotr = 0; rotc/\r = 2¢, je-li c konstantni vektor; rotf(r) r = 0.

Kombinace operdtoru nabla se soufiny skalara w(z,y,z), v (z,y,2)
a vektoru u (z,¥,2), v (%, ¥,2):

33. V (uv) = grad (wv) = u grad v + v grad .
34. V x (uv) = div (uv) = u divv + grad uxv.
35. V/\ (uv) = rot (uv) = u rot v + grad »/\ v.
36. V (uxv)=grad (uxv)=(uxgrad) v+(vxgrad) u+u/\rot v+v/\rot u.
37. V x (u/\v) = div (u/\v) = vxrot u — uxrot v.
38. V/A\(u/\v)=rot (u/\v)=(vxgrad) u — (uxgrad) v+udivv-vdivu.
39. Laplaceiw diferencidlni operdror delta

2 32 92
da® T y? 3 Er

Funkce @, jimiz je splnéna Laplaceova diferencidlni rovnice 4¢ =0, sluji
harmonické nebo potencidlni.

UXV=V= =A

Pu . U’ *u
oz? +W 24 32
41 Adu = (duy)i+ (du)j+ (duy)k.

42. VA (Vu) =rotgradu = 0.

43. VX (Vu)=graddivu = Adu + rot rotu.
44. Vx (VAu)=divrotu=0.

45. VA (V/Au) =rotrotu=grad diva—A4du.
46. A (uwv) =udv+vAdu+ 2gradu-gradv.
47. A(ut+v)=du+ dv; Adgradp=gradde; Arotu=rotdu.

40. V*y = div gradu =

484
[r]

49. Derivace vektoru V (z, vy, 2, t) podle Sasu, znadi-li v rychlost:

dv V. oV
Y _§—t—'+ (v x grad) V= 3T + grad (Vxv)+(rot v) /\ v;

je-li V=u, jest

dov v

i o

+ % grad v* + (rot v) A v.
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Transformace diferencidlnich vyrazi. V orthogondlni soustavé kiivo-
darych soufadnic jdou jednim bodem tii k sob& kolmé pruseénice
soufadnicovych kolmoseénych ploch. Jsou-li v tomto bod8 i, 1i,, i,

tii jednotkové vektory ve smérech priseénic, u,, u,, u, praméty
vektoru u do téchto sméra, jest .
u=wu i +u,d,+ui,.
51. V soufadnicich cylindrickych 7, ¢, z jest
& =17 COSQ, y=rsing, Z=7.
: du ., du du
st pom e L W P
1 %, du, 3
diva = —— (ru,) + 5o k.
o (A7 i
I‘Otu=.i 'f\i ‘\3 \q H
5 or c@ oz
ul 'ru2 u3
I 3 3 3
e
EatO iz 7% 3 @? 3z
52. V souradnicich kulovych 7, ¢, & jest
x = r sin? cos ¢, y = r sin 9 sin @, z =1 cosd.
s ui+ 1 u ;- Sui_
gr T 3r " Tsind 3p ' 739 ¥
oy 1450 2 auz 1 LA
dive = v Mt S s et g B Sty
i, rsindi, ri]
TR 3 e o
T ane | or dp W[’
u, rsindu, ru,
) 2 ?* 1 o SRRt
Au= " = (r2 \u] t S —(sm#:"i]~
# 3rU 3r) 4g5in%9 3¢* #isind 9P o
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4. Poéet integralni.
Krivkovy integril vektoru u (z, y, z) podél kiivky s, kterou opisuje
hrot vektoru od bodu 1 do 2. PiSeme-li element oblouku ve tvaru
vektoru ds=t"ds, kde #° je jednotkovy vektor smé&ru teény, je

17 5uxds=Juxt°ds=j(uIdx+uy dy +u, dz)
8 8

8
k#ivkovy integrdl vektoru u podél oblouku s. Krivkovy integral je
skalér; je-li kfivka uzaviena, sluje cirkulace a znaci se ¢.
Mechanickd prace sily a na drdze s jest vyjddirena kiivkovym integralem.

Je-li rot u= 0 (nevifivy vektor), jest cirkulace nula, t. j. sougin
u x ds jest aplnym diferencidlem. Kdy# rotu # 0, zavisi kfivkovy in-
tegral na tvaru kiivky.

Krivkovy integrdl gradientu skalarni funkee u po oblouku 12
2
2 jgrad uxds =u, — u,
1
je na integra¢ni cest® nezavisly. Je-li cesta uzaviena, je cirkulace nula:

3. §gra.d uxds = 0.

Plo$ny integral vektoru u( s s 2) Jpo ploge. PiSeme-li element plochy
ve tvaru vektoru dS = n°dsS, kde n’ je jednotkovy vektor sméru vngjsi
normaly plochy, sluje

4. juxds =5u x n°dS=fj(ux dydz + w, dzdv + u, dvdy)
s s s

ploény integrdl vektoru nebo tok vektorového pole plochou S.

Transformace integrald. Véta Stokesova. Budiz u vektorova funkce
polohy, majici rotor; s uzaviend kiivka, kterou je proloZena Cést
plochy S v sebe neuzavtens (diafragmatickd); n° jednotkovy vektor
normély plochy takového smyslu, %e se strany, k niz norméla sméfuje,
se jevi ob&h kiivky kladné, proti pohybu hodinovych rucek; pak

5. jrotuxds=§)uxds; ds =ndS; ds =t"ds;
s 8

t. j. ploSny integral slozky rotoru, kolmé ku plofe, se rovné kiiv-
kovému integralu slozky vektoru, rovnob&zné s okrajem. Aneb: tok
rotoru plochou se rovna cirkulaci vektorového pole po okraji.
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Je-li S plocha uzaviend, je plosny integrdl
6. §rotude=0.
S

Véta Gaufova. Budiz V prostor, uzavieny plochou S; n’ jednot-
kovy vektor vnéjs§i normaly (sméiujici z uzavieného prostoru ven);
u skaldrni funkce polohy, v oborech V a S jednoznaéné, s prvnimi
derivacemi spojitd; u vektorova funkee, majici divergenci a rotor:

5 jdivudV=§ude; dS =n"dS;
v S

t. j. prostorovy integral divergence vektoru rovné se plo$nému in-
tegralu kolmé slozky vektoru.

8. fgradu av =f§uds. 9. frotudV= —§u/\ds.
v 3 v S

Véty Greenovy. Jsou-li u, v skalarni funkce polohy, jest

10. J(gradu x grad v) dV+fu AvdV =fu§£— ds.
v 4 s

Qv du
11 J(uAv—vAu)(,lef[uW— UW] ds.
V 8

Je-li w funkece harmonické, vyhovujici rovnici A% = 0, jest

3
12. f(Vu)ZdV=fua—:—dS, kde (V)= Vu x Vu =

v 5
o (Qu]z [9u]2 [3u)2
=5z Ty T52)
: £ i
Je-li pri zvoleném poditku uvniti prostoru V funkce v = —.
u funkece harmonické, u, jeji hodnota v poéatku, pak r

13. f(u aln ls—“)dszm%.

odn r In

8
Gradient, divergence a rotor nezdvisi na soustav® soutadnic a jako
prostorové derivace jsou definovany vyrazy:

14. gradu'=1imi udS; 15. divu=lim~l—— uxdS;
v>o V vso ¥V
5 N

16. rot u = lim —1- u/NdS.
V-0 Vi
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5. Vektorova pole.

Vektor v, ktery v urc¢ité oblasti je funkeci polohy, tvoii vektorové pole.
V proudovém poli md v kazdém bod& smér proudu a velikost rovnou mnoZstvi,
jez protéks jednotkou plochy, kolmé na jeho smér, za jednotku doby. Hrot
vektoru opisuje kiivku, jejiz teény maji smér proudu (proudnice). V silovém
poli predstavuje vektor silu; vektorové dary sluji siloktivky.

1. Pole bez vira &. potencialni: rot v= 0. K¥ivkovy integrdl vektoru podél kazdé
uzaviené kiivky v nevifivém poli je nula. Gradienty skaldrni funkce f (z, v, 2)
tvorf pole bez virl; rot grad f=0.

Nevifivé silové pole moZno vyjadiiti mpornym gradientem skaldrni funkce;
tato funkce sluje skaldrni potencidl silového pole nebo funkce silovd. Rovnice

v=—grad f; f=potov

maji, az na libovolnou souétovou konstan.tu v druhé, tyz vyznam. Kiivkovy
integral podél kiivky, spojujici dva body potencidlniho pole,

2 2 2dy
1»f vXds=— f gradfxds:—:f ﬁg‘ds:fx‘fa

se rovnd rozdilu jejich potencidlti a nezdvisi na tvaru kiivky; podél uzav(ené
kiivky je nula.

Vektorové pole s jednoznaénym skaldrnim potencidlem protind ekvipoten-
cidlni plochy f=konst. v pravém uhlu. Pole je lameldrnt (vrstvené); tloustka
vrstvy je nepiimo umérna velikosti vektoru. V poli, které neni bez virua,
existuji plochy kolmé k vektorim jen tehdy, je-li splndna nutnd podminka

vxrotv=0.

2. Zridla. V misté, kde divo+# 0, je zfidlo. Divergence je pomér prebytku
vektorovych ¢ar — z prostorového elementu vystupujicich a do nsho vstupu-
jicich — k jeho objemu, tedy hustota ¢i vydatnost ziidla; je-li kladnd, vekto-
rové ¢ary z ndého vyvérajia diverguji; je-li zdpornd, sbihaji se v ndm a trati se
(propad, nor). Podle rozloZeni jsou ziidla bodovd, plosnd a prostorové.

3. Pole bez ziidel &. solenoidilni. V ném je vSude div v=0. Tok pole bez zridel

3 Sv % dS plochou S s danou okrajovou kiivkou je na tvaru plochy nezavisly;
tok uzavienou plochou je nula, stejné mnoZstvi z plochy vystupuje jako do ni
vstupuje.

Solenoiddlni vektor lze vyjddfiti jednak vektorovym souc¢inem dvou gra-
dienti

=grad u A grad v,
jednak rotorem jiného vektoru
v =rot u.

4. Pole virt v=rot u je bez ziidel; vektorové ¢ary sluji virnice.

Nevitivé pole je ddno vydatnosti zitidla, pole bez ztidel svym virem. Libo-
volné vektorové pole urduji s jistymi predpoklady o spojitosti jednozna¢nd jeho
ziidla a viry.
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6. Tensory.
1. Obecny dyadicky soudin dvou vektori
ab = (a,+ a,+a,)(b,+b,+b,)
je soulet soulint jejich sloZek
a,b, - ii + armby- ij + axbz-ik +
ab — +aubm-ji + ayby-jj -+ aybz-jh +
: ] +a,b, kit a,b, kj+a,b,- kk;
obsahuje 9 souéint jednotkovych vektord, o jejichZ vyznamu mozno

rozhodnouti; pro souéiny skalarni plati vzorce 20., 21., 22. na str. 193,
piro soudiny vektorové vzorce 30., 31., 32. na str. 194.

2. Tensor (dyada, affinor) je velidina urdena deviti &isly. Tensor A
je dan priradénim vektoru a, sméru v v prostoru podle lineérniho
homogenniho zékona

a, =a,cos (vx)+ a, cos (vy) + a, cos (vz). (1)
Vektorové slozky tensoru A, t. j. koeficienty a,, a,, a,, jsou hodnoty a,
pro sméry v=x, v=y, v=2z, zapadajici do os zvolené soustavy.

Rovnice (1), obsahujiei linearni funkei t¥i vektord, je rovnocenna
s ttemi rovnicemi skaldarnich sloZek:

Q,, = Ay COS (VX) + @y, COS (vy) +a,, cos (vz),

a,, = Gy, COS (vx) + yyy, €OS (vy) + @y, COS (vz), (2)

a,, = a,, cos (vx) + @, COS (vy) +a,, cos (vz),

re
jez definuji vektory a,, a,a,.
3. Matice tensoru je sloZena z koeficientti rovnie (2) s fadky vyms-

nénymi za sloupce. PiSeme-li v indexech misto pismen z, y, z &isla
1, 2, 3, je tensor urfen svou matici

@ Qg =%y
A=| a, Ayy  Qoy | =(ay,)-
gy Fgo.o Vs

Symetricky tensor mé koeficienty ay,= q;, a 6 slozek. Antisymetricky
tensor mé koeficienty a; = — a;;, a; =0 a 3 slotky. KaZdy tensor
moZno rozloZiti ve dva: symetricky a antisymetricky.

Vektorovy souéin je antisymetricky tensor se tfemi sloZkami (na pi. rotor).
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4, Soulet dvou tensori:

a‘u + bll (L12+ bl2 a13 + blﬂ
A+B= a21+b21 (‘22+bze a23+b23 =B+A.
a31 + b31 a32 + b32 a33 + b33
5. Ndsobek tensoru:
4 a’u A ayy 4 Ay
rA = Aa Aay ha,
ka; Aoy, Aag,
6. Soudin tensoru A s vektorem v :
- % Mg s 12 "2 13 73
Av=| @, 7Y, Qg5 Yy Uy V3 | =w.
31 vl 32 v‘l 33 "8

Matice tensoru A znadi tu linedarni transformaci, kterou vektor v
piejde na vektor w. :
7. Alu+v)=Au+Av; (A+Blu=Au+Bu; A(iu)=Ai(Au).
8. Geometricky obraz symetrického tensoru. Ze Sesti skalédrt, urdu-
jicich symetricky tensor, moZno utvofiti kvadratickou formu

a, @ +a,y +a,2+ 2a,2y+ 2a,, 22+ 2 a,,yz = konst.,

kterd stanovi plochu 2. stupné (tensorovy elipsoid); vhodnou ortho-
gondlni transformaci se dé pievést na tvar, v némz vymizi smiSené
kvadratické ¢leny (transformace k osam). Osy plochy jsou sloZky
tensoru ve tvaru osovém.

K. Dusl: Uvod do vektorového poétu, 1923.
J. Klapka: Uvod do vektorového podtu a jeho uZiti v elektrotechmce, 1932.

C. Burali-Forti — R. Marcolongo: Elementi di calcolo vettoriale con numerose
applicazioni 1909 (franc. 1910).

W. Gibbs-B. Wilson: Vectoranalysis (angl.), 3. vyd. 1916.

J. Spielrein: Lehrbuch der Vektorenrechnung, 2. vyd. 1927.

H. Schmidt: Einfithrung in die Vektor- und Tensorrechnung, 1935.

E. Lohr: Vektor- und Dyadenrechnung fiir Physiker und Techniker, 1939,
M. Lagally: Vorlesungen iiber Vektorrechnung, 2. vyd. 1934.
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XVI. Poéet diferenéni.

1. Diference.
1. V mistech o stdlé vzdalenosti 4z
Sex—=24x, w—Adz, %, ax+dAdx, x+24z,
mé redlnéd, v uvazovaném oboru koneéné funkce y = f(z) hodnoty
o Yz—odz> Yz— dax> Yz» Yz 4 dx> Yo+ 242
Proménna x (argument) je spojitd nebo pretrzité, na pi.z =0, 1, 2, ...
Rozdily dvou sousednich funkénich hodnot sluji
1. diference Ay, =y, , 1.—Y, Cli Af(z)=f(z+dz)—f(z);
rozdily prvnich diferenci jsou

7

2. diference Ay, =AYy, . — Ay,

rozdily (n — 1)-nich diferenci konetn& jsou-n-té diference
A Yy =AYy 4= A" Yy

2. Linearni transformaci udx=x — z,, kde @, je zvolené misto,
prejde interval 4z na 1. Vdalsim klademe 4z =1 a piSeme

AYy=Ypr 1= Yu> symbolicky: Ay, = (e2 = 1) Yos
4 Yo =Ygy — Yz > Azyxz(eD"l)zyz;
Anyz=An—1yz+l_An—1ny ® A'"'yx=(eD—l)nyx_

d
V Taylorové fadé pro Y, , = f(z+1), psané s operdtorem D = Tl je symbolicky

1 1 D
”:c+1=(l+1_1D+ﬁD2+"')'Um=° Yg.

3. Diference n-td ¢ili diference n-tého Fddu, vyjadiend hodnotami
funkee: : ‘

.Any:c= Yo +n — (;l)yx+'n—1 +(g)yx+n— s Tt (= DY,
4. Hodnota funkece v misté x + n, vyjadiens diferencemi:
Yoin =Y+ (DA% +(E) L v+ ...+ Iy,

symbolicky Yprn=1+O)"y, .
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XVI. Podet diferencni.

5. Raciondlnt funkee celistvd f(x) =a,+a,x+ ...+ a,a":
fo) =1+ Qg LTO g
— a°HO) z(x—1)...(x —[n—1]).

n!
a. Diferen¢ni pravidla a vzorce.

u=1u(x), v=v(x), w=w(x)...;.c=konst; 4z =1.

1. A(ut+v+w+..)=dut+dv+Adw+...; Adc=0; Ad(u+c)=4u.

2. A(cu)=cdu. '

3. Au-v) =wdv+v(x+1)Adu; v+ 1)=v,,,.

PR vdu—udv’

v v-v(r+ 1)

n
5. A" =(z 4+ 1)® — 2™ =2 [7:) 2™~ " pro n celé kladné.
r=1
Je-li y=f(x) funkce racionalni celistvd n-tého stupné, jest
n-té4 diference stald; dalsi jsou nuly.

6. Faktoridint funkce spojité proménné z sluji souéiny n faktord:
n
Fz)y=2z(z—D{e—2) ... (z—=[rn—1]);

n(l]_ 1 .
M T eI DERY) @t m=1]

7.A1ﬂf‘(x)=mc(a:—_— 1)(:c—2)...(a;—[n—-2])=n”1_f’—(lx):

n n—2 n
A F(x)=n(n—1)F();... A" F () =n!

S'A;'[_.%]= x(x+ l)(:v—_{-7;)...(;v 4+ n) SNok (%)

.4(2) =[,%,):

10. 4a® = a1 = g®= a%la—1);

PaZ=aZ (@< D s ri s A eP="a" (a—= 1)
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Je-li obecnéji u = ¢ (x), jest

11 Aot igb a8 e gt o pbiadtita 1y

12. Asinu =sin(u+Adu)—sinu=...= 2sin——-A2u cos (u+___A2u ) ”
13. 4cosu- =cos(u+Au)—cosu=...= — 2 sin Au gm[u+ _A; )
14. 4 sinh u = 2sinh % cosh (u + %)
15. 1 cosh w = 2 sinh ;421 sinh [u T A_zu_]
16. Souwvislost diference s derivacé:

A" f(z) = (4 =)™ {™ (&); r=é=z+ndx,

kde totiz & jest &islo mezi @ a z + ndz.

b. Diference funkce dvou nezdvisie proménnych.
Funkece z = f (x, y) ma v mistech ostalé vzdalenosti dz =1, 4y =1
hodnoty z, , uoy 4o Bozdil dvou sousednich hodnot ve sméru x pii
stalém y, resp. ve sméru y pii stdlém x, sluje éésteénd nebo parcidlni

1. diference podle x: Aty =y %y o DIl stélém y,
o I Ayzz’y=zx,y+l'—- Ty pii stalém .
Rozdil prvnich éasteénych diferenci je parcidlni
2. diference podle x: A; 2y gm0 )s i, 2, i, S Az s
2
L no Y Az =y (Ayzs,) =Ayz 00— A2y

2. diference podle z ay mé hodnotu 2. diference podle y a x:
2 2
Aumzz:,y = Au(Ax zac,y) = Aam g Az(Ay zw,y)'
2. Sumy.
1. Neomezend ¢&ili neuréitd suma. Z daného diferenéniho podilu
AF (z)
Ax
se mé uréiti #(z). Podmince F(x+ Ax)— F(x)=y,dx vyhovuji

=y, nebo AF(x)=y,dx

P@) ==y, updete)s  F@ =Ly, ,,de+e)

n=

(Z'c,= konst.).
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Konverguje-li alesponi jedna z t&chto fad, je funkce y, séitatelns;
hledana funkee F () sluje suma y a znaéi se
F(x)=8y, 4z + w(x).

Pripojené periodickd konstania w(r)=w (x4 Ax) se v diferenci rusi.
Je-li y, definovdno jen v osamocenych (diskretnich) mistech, jako
na pf. —2, —1, 0, 1, 2,..., méd w(x) v celém cboru tutéz hodnotu C.

2. Pii Axz=.1 jest neomezend (neurcitd) suma
§yzAm=yz_1—i—yw__2+...+yk+...+0 &>k
SymAx=—[yz+yx+1+...+yk+...+C] r=k.

Sumace jest ikon jednak inversni k diferenénimu, jednak skuteény
soudet za sebou jdoucich funkénich hodnot. Sumace a diference pro-
vedeny za sebou se rusi.

Suma § je symbolicky vyjaddiena diferenci fadu n = — 1:
SyxAx x5 A—lyxz(eD e 1)_1 Yz

3. Omezend &ili wréitd suma v mezich od x=a do x=a+n je
rozdil hodnot F (x) na horni a dolni mezi

a+n
Syzde=F(a+n)—F(a)=Y,+ Ygp,+: -+ Ygrn—r-
a
Konstanta odpadé; posledni élen fady mé index &+ n — 1.
Sumaéni pravidla a vzorce.

Obracenim vzorct diferenénich plynou vzorce sumaéni.
Libovolné konstanta w () jest v dal8im vynechdna.

1. 84f(x)Adx=f(x). 2. ASf(x)dx = f(x).
8 S(ut+v+w+..)dx=8ude+Svdx+Swldx+ ...,
kde B =Ux); v =0(2); W=w(x),. "

4 So(@)y,dz=ow@)§y,dx, kde w(r)=w(x+ 1).

5. Sudvde=uv—3v(r+ 1)dudz.

6. ScAdrz=rcx. ;

7. Sxe— l)...(x—[n—2])Ax=%—x(x—l)...(x—[n—l]).
> 1 1 ¥

- bx(w+ 1)...(x+n) e n x@+1)... (@+n—1)

plati pro n > 0; @ miZe byti kladné &i zdporné, vyjma nulu a zdporné
éisla celd =n.

Technicky privodce, svaz. 1, 2. vyd. 14
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~af- P x ~ a
S(F)a==(,%1)- 10. Sa*de == a4l

11. Ssin(ocx+ﬁ)dm= — cos (x~—)+BJ 2sin—g—.

(02

I
12, ¢ cos(ocx+ﬂ)Ax=sin[oc[x ] J 2si.n%.
13. 5sinh(ocx+ﬁ)Ax=cosh[ (r———)-{-ﬁ] 2 sinh .

14. Seosh(aw + ) 4 x = sinh [ (x— ——) + ﬁJ 2 sinh -g—.

15. Euleriv souftovy wzorec vyjadiuje souéet intezrdlem nebo
naopak integral soudtem za piedpokladu Ze seditand (intcgrovand)
funkce f(r) a jeji derivace jsou spojité. Zde jest:

h = b=a 3¢ mp=akah;v=0,12,000n; zy=a,x,=b.
n

b b
Zf(x)=%f/(x)dx_ﬂg_f@_

B, o 4(b) = F@)) + Bk [P/0) — f(@)] + ...+
h"k -3

+Bek—2w[f‘“k D () — 2%~ (a)] + R;

2
2 h CR(g . * £
zbytek R =By, n 250 T (&g E=a+P0b—a) 0<I<L.
Bernoulliova éisla (str. 84) s lichym indexem jsou nuly, vyjma
B, = — —;—; se sudym indexem:
1 1 1 1 5 .
S T e Nk s e TR el L
691 7 3617
SRR | T i Sl e Bamrrpe s

Souéty mocnin Eisel pFirozené fady:

16. 1 +2 +3 4+ ... 4+n = %n(n+l)
b R R DR A DL R Cel s +1I,2=%n(n+ 1)(2n +1).
18. P42 434 ... 4n'=1n(n+1)

19. 142+ 3' 4 ... 4 ' = Ln(n+1)(2n+1)(3n*+3n-1).
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(n—B)**1_B,

20. 1% 2k y gk qnk=

k41
pro k=1,2,3... ; v fozvoji- podle binomické véty na pravé strand
se nahradi B” clalem B
1 1 2z E—1 2k
21. 1+22k+-3w+1—2—i+“'_(_1) 2(2k)!(2ﬂ) (—-8 )
7 o ot 7t
pro k=1,2,3,... Napf. 8, =53 &% =735} %= 55
S 1 1 1 1 S
22. Z tady 1+W+—§;+1—,'+F+ C e
plyne odeétenim élentt sudych rada
1 1 n?
'1+'.—,—+?+ R R ol

G Bonle: A treatise on the caleulus of finite differences, 3. v. 1880 (n&m. piekl. 1867).

A. Markov: Ist¢islenije kan&¢nych raznostéj, 2. v‘d 1911 (prekl. Differenzen-
rechnung; 1896).

. Selivanov: Zaklady pod&tu diferen¢niho, 1930 (diive Lehrbuch der Differenzen-
rechnung, 1904).

. Henry: Le calcul des differences finies et ses applications (z angl.), 1932.

. Milne-Thomson: The calculus of finite differences, 1933.

. Norlund: Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, 1924.

20N U

.

3. Interpolace.

Ukolem interpolace jest uréiti racionalni celistvou funkei nejvyse
n-tého stupné, kterd na danych mistech Xy Xy Tyy o - 05 Ty MA dané
hodnoty ¥, ¥, Yss «+ s Yp -

a. Rézné intervaly.
1. Vzorec Lagmngez’w
(x—2,) (x—2,)...(x—=,) (x—2) (z—2,)...(x—2,)

¥y=Y (Z,—2,) (7, x) (Zy—2,) Y1 (xl—zo)(zl—xa)...( o)

(x—2,) (x—2,) ... (x—2,_,)

v+' y"'(w —x) (Z=2,). . (=2, )

2. Vzorec Newtontw s délenymi diferencemi
Y=Yy + (2—2,)8, + (2=2,) (2—2,)0 + (2~2,) (z—2,) (2~2,) 0, +
+ e + (—2) (@—2,). .. (m—xnﬁl)é:.
Délené diference Gili spddy:

2 2
5 Uy Yoo, P 9,4, : s O, wtd, 3
¥ gl P VT e g AL
2 [ & 1 " 2
v=1,2,%%: v=2,3,.. v=23,4,...
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Schema pro vypodet d8lenych diferenci.

xo yo

Z31Y1 )%~ %o | Y1~ Yo 9,

gotyy s = s ="yl dpliar il 00 =0 3:

2Ny N2, = 2 | s — Yol 85 | Ty — 2, | 85— O, 5: o=, 6:—6: 5:

e Ny ei— 2, | vi— 5|10, | %, — 2| 6, — O, 52 x, — 6:—6: 62

Je-li f (x) raciondln{ celistvd funkce n-téhn stupné, jest n-t4 délend diference stédléd
a je koeficientem ¢lenu n-tého stupné&. Vzorec New! niir jest pro numericky vy pocéet
vyhodnéj§i nez Layranyeiv, nebot s kazdou dalSi délenou diferenci dostaneme
novy ¢len vyssiho stupnd.

b. Stejné intervaly.
Funkee y = f () mé v mistech 2, = o + » 4 x se stadlym intervalem
arguwentu Az =z, , —a, =h hodnoty y,=f(z,); »=0,1,2,...

Diference znacéi se struéné:

2 k k—1 k—
A, =Y,41—Y,s 4,=4,. ,—4,; ...A1,=A1,+1—_Aj_ &
Schema pro vypodet diferenci.
z_ Y.
3 3 A_a :
Z_g i YSe AAa 3 e g
piE 3 A i
T Y, A_z 3 A~3 .; :
Y| y| V|
=1 Az -2 AA —3 Ae
Zy Yo 4 L) o -2 A =
0 AZ -1 A4 —2
Ty Yy A. 0 Aa s |
2, Y : 4, ;
A2
Ty Ys
Dok k—1 k—1
Kontrola: vfmA" = An+ o EiE n=>m.

Soucdet diferenci ve sloupci rovnd se rozdilu krajnich hodnot sousedniho
sloupce vlevo.

Je-li f(x) raciondni celistvd funkce n-tého stupnd, jest n-td diference stédld
a dalsi jsou nuly.
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Interpolace tabulek.
‘3. Vzorec Newtoniw, vhodny pro zaédtek tabulky:
x—p. A (x—=,) (v —=,) 4;

2, 07 0
e O S Ve 21 %

vk

= (z — ;) (x—xl)...(x—xn_l)A_’o‘
n! B

4. Substituci @ — z; = uh, f(z)={(x, + uh) prejde na tvar

y=yo+('f)do+(’2‘)Ao+(3]Ao+ +(:) A

Se vzestupnymi diferencemi je pro konec tabulky vhodny vzorec
a w+1) 42 w4+ 2) 48 : : —1
y—yo—l-( )A—1+( )A—z'*‘( 3 )A—s+“’+(u+z ]Aﬁn

5. Vzom Stirlingiw, vhodny pro okolt hodnoty «, (— 0,6 =u=+ 0,5):

A—l s Ao u® 2

o Ry R

1

y=y‘l+u.

+u(u—1)(u+l) A, + 4, WP (u-1)(u+1) A,
30 Sy 4 e

Ju—DE+)@-—2)(@+2) A .
5! RO

6. Vzorec Besseliw, vhodny pro interval od z, do x, +h (0=u=1)

u(w—1) A:'f'A:
G

y=y,+u-4,+

4 4
u(uw—1) (u—0,5) y w(u—1) (u+1) (u—2) A.2+A_1
3! . 3 4 2
u(u—-l)(u+1) (w—2) (u—0,5)
51
Vzorce plati piesnd pro funkei raciondIni celistvou, jinak jen ptibliZng.
(Pro koeficienty vzorct 5. a 6. viz Matematické a statické tabulky. Dil I, str. §7.)

+

5
.
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" Interpolace funkce dvou proménnych,

V mistech pravouhlé sité
T, =, +updx,kdeup=0,1,2,...; y, =y, +vdy,kde»=0,1,2,...,
se Sté.lyml intervaly dx = h, Ay =k jsou ddny hodnoty funkce

Zuw=1@ny,)
Ma se uriti celistva, funkee, které v sitovych bodech mé dané hodnoty.
Substituei z —z, = uh; y — y, = vk piejdou intervaly na I;
z=f(x, + uh, y, + vk); 2, = [ (%4 %o)-
Vzorec Newtoniw:

2=z +ud, 2 +vA 2, +

l #
+Wlu-(u_—1 YA 2, + 2w dpz, +o(0—1) 42|+

4. Numericka derivace a integrace.
Derivace funkce f(x), dané pro x,= z + vh tabulkou hodnot y

V misté z, jest

)y An+A~1 ; 1 Aa_1+Ai2\ L As.z s Aia
LiEsgt o —pgeaadimdkgy e gk
o 51 2 e 1
2. 1" (=) =?[A_, o —1—2—.4_2 +9_0A—3 ST )

Nahrazuje-1i polynom uspokojivé funkel, nemusi jcho derivace byti dobrou
ndhrazkou derivace funkce.

Integrdl funkce f(x), dané pro x, = x + vh tabulkou hodnot y,,
Tabulku pro integrél vypoéteme s potéteéni znamou hodnotou J ()

J(2) = J () +Jf(x) da
@,

postupné: J (z,), J (x,), J (x,)... Na zaditku podle vzorce

xo+h :

. 1 10T el iy T g
f‘“”dx-"(@/ﬁidn— Thtagdh - Tt ]

To
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a déle podle vzorce Besselova
2y +h 4+ 4° 4t +4¢

et 1 deeely oY degs oy 2
f(x)de ——h(yo + ?Ao G T BT T S e )
nebo podle vzorce Stirlingova ze stiedu intervalu

?“;d ST R a4 = a4, —
(RICEREREHe S o 80 » T 1513 el

o

x—h

H. Rice: The theory and practice of interpolation, 1899.

J. Steffernse.: Interpolation (angl.), 1927.

L. Scrrutza: Leitfaden der Interpolation, 1941,

V. Ldska — V. Hruska: Teorie a prakse numerického pod&itani, 1934.
C. Rungez — H. Konig: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, 1924.
J. Scarborougn : Numerical mathematical analysis, 1930.

5. Rovnice diferenini.
Diferenéni rovnice vyjadiuji paivodné vztah mezi nezévisle pro-
ménnou z, nezndmou funkei y, = f () a jejimi diferencemi
D%, Yo A Y Ay oo i ALY =05

Podle vzoret, obsaZzenych v obecném vzorei

pfevedeme piedchézejici rovnici vidy na normdint tvar

g’(x’yx’yw +1° Yz 420 ""yx-i—n):‘);
hodnoty funkece Y Yssr10 Yoin jsou v mistech , z + 1,...x + n;

(4x=1). Rad diferenéni rovnice jo pak ddn rozdilem nejvyssiho a
nejniziiho indexu u funkce. Ukolem je stanoviti y, jako funkei pro-
ménné x. ¢

] Theorie diferenénich rovnic je obdobnd theorii rovnic diferencidlnich.

1. Linearni diferencni rovnice jsou linedrni v yp, ¥, \ 15 -+ s Yy ., tVvaru

P(O)yzfp(l)yx+1+ <ot p(n)yz+n:U.t;

koeficienty p, a élen U, jsou obecné funkce  nebo konstanty. Tyto .
rovnice jsou n-tého fédu, obsahuji-li aspoii éleny sy, a y, ., ,,. Funkee

n=f(x), kterd dané diferenéni rovnici identicky (t.j. pro kazdé x)
vshovu]e, jo jeji partikuldrnt ¥edent. Je-li U, = 0, sluje

Py 2Pyt My =0,
revnice homogenni.



216 Matematika.

O homogennich rovnicich plati véty:
a) Je-li n, partikulédrni feSeni homogenni lineédrni diferenéni rovnice,
jest také C7, jejim Fesenim.
b) Znaci-li w(x) libovolnou perfodickou funkei s periodou 1
o(x)=ow(x+ 1)=w(m+2)=...=ﬂu(z+n),

je také w (x) 1, fefenim dané homogenni rovnice. Ve zvlaStnich
pripadech piejde faktor w(z) na konstantu.

¢) Obecné feSeni homogenni line4drni diferendéni rovnice n-tého
tadu je sloZeno z m partikularnich resSeni

Yo=0y1p) + 0y 10 + ..+ Cp?

a obsahuje 7 libovolnych konstant.

2. Linedrni rovnice n-tého f4du homogenni s konstantnimi koeficienty.
Rovnice ty maji tvar:

B Y int B Ypin—at oo T Yrii T OaYe= 0.
Jejich t. zv. charakteristickd rovnice zni:

i -

Bhe A Bk ks e AN A O
a) Jsou-li kofeny této charukteristické rovnice ll’ Agyoneshy vesSmSs
riizné, mé rovnice n partikuldrnich FeSeni y, = Af. Obecné FeSeni
z
e =0, ik O A+ oo £ O K
b) Pti k-ndsobném kofenu A, =2,=...=12; jest obecné Fefeni

2 x z x
Yp=(C,+Co2+ ...+ Co@® )i+ Cp 1 g + oo+ Oy

¢) Ma-li charakteristické rovnice dva komplexni sdruZené kofeny,
jest
Al,z=aiib=r(cos¢piisin¢); tgtp:%; r=|Vm|;
Y = Ar®cos gz + Brsin gz + C, 45+ ...+ 0,45
d) Opakuji-li se komplexni sdruZené kofeny, jest obecné feSeni
Yo=(4, +A, 2+ ..)r"cospa+ (B, + B,z + ...)r"singz+...
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Obecné fteSeni obsahuje 7 libovolnych konstant. Je-li déno n
hodnot hledané funkce pro uréité hodnoty nezivisle proménné,
vypoéteme konstanty ze soustavy 7 linedrnich rovnie, plynoucich
dozazenim on&ch dvojic do obecného feseni..

Pfiklad. Rovnice Uy, ,t2a Y, “Er by,=0
md charakteristickou rovnici P +2ai+b=0.

a) Pii a’ > b jsou kofeny redlné rizné

h=—a+ Valihs ~ia S g Vai=b.
- X @X
Obecné PeSeni Yp= C’l ll + C’2 ).2
prevedeme na jiny tvar substituei 7, =re?, ig=re"?:
Aay=t; llzz=r’e°, r=Jb;

AMtig=—2a, i.,'+l,=r(e'l’+e—q’)=2rooshqn, coshqa=_—_c_'.

Vb
—a

R byl kladny, nebot hyper-
b

Znaménko odmocniny zvolime tak, aby vyraz
bolicky kosinus mé hodnoty jen kladné. Obecné ifeSeni
Up=1"(C, 7% + C, e~ %%)

4+B A-B
5— > Ca=

aneb, klademe-li Ilbo.volné konstanty C; =

Yp= (V)* (4 cosh ¢z + B sinh ¢ z).

b) Pti a®=b mé charakteristickd rovnice dvojndsobny kofen hh=lg=—a
Obecné FeSeni
Up = (—a)*(C, +C, x).
¢) Pii a2<b jsou kotfeny komplexni sdruzené i, ,=—a +1i Vb —a®. Klademe
—a —a
Ay g=r(cosptising); r=|Vb|; cosp=—=—o—;
1,2 : | l r I Vb |

Up=C, % (cos gz +1isin pz) + C, 7% (cos p x — isin g 2),

y¢=| VF’”(A cos pz + Bsin ¢ ).
\
3. Linedrni rovnice n-tého fidu nehomogenni s konst. koeficienty

B Ypin T Ygyn—a T -0 T Yp= U:t

se TeSi obdobnym zptisobem jako diferencidlni rovnice téhoz druhu.
Obecné feSeni dostaneme, jesthize k FeSeni pifslusné rovnice homo-
genni (bez ¢lenu U,) pripojime partikuldrni reseni rovnice dané.
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Je-li U, tvaru "¢, kde g, je racionélni celistvé funkce m-tého
stupnd, je partikuldrni Fedent aplné rovnice 7, = r*u,, kde u, jo ra-
ciondlni funkee téhoZ stupné. Kdyby vSak r bylo k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, jest 7, stupné (m + k)-tého. Ma-li
prava strana plné rovnice néktery z tvart

g, sin kx, g, cos kx; g, sinh kz, g, cosh kz,
kde g, je raciondlni celistvé funkce stupné m-tého, jest z, tvaru
Uy, Sin kx + v, cos kx; u, sinh kx + v, cosh kx,
pri éemz
Uy =0, + & & +. .. 4 &, TM, vy=PB+B,z+ ...+ 8,2

Dosazenim do dané rovnice a piirovnanim soudinitelt dostaneme
soustavu 2 (m +1) rovnie, z nichZ plynou koeficienty «, f,.

Obecnsé vede k cili Lagrangeova methoda variace konstant.

Q. Wallenberg - A. Guldberg: Theorie der linearen Differenzengleichungen, 1911.
P. Batchelder: An introduction to linear difference equations, 1927.

F. B'eich—E. Melan: Die gewodhnlichen und partiellen Differenzengleichungen
der Baustatik, 1927.

XVI. Potet pravdépodobnosti.

Poéet pravdépodobnosti hodnoti &iselné odekdvani, %e ze sou-
boru (kolektiva) stejnorodych, stejnd moZnych (zaménitelnych) a na
sobd nezavislych piipada (znakd) jeden nebo uréitd skupina z nich
zcela ndhodné (t. j. z nezndmych a nezjistitelnych pri¢in) se objevi.

Pravdépodobnost zjevu Z, %e v s pokusech nastane m pripadu
ptiznivych (Zadoucich), je ddna zlomkem

____poclet pripadia piFiznivijch m
e polel pripadis véech moinych e

Cislo p = 1 znadi jistotu, p = 0 nemo¥nost uskuteénéni zjevu Z.

Opaénd pravdépodobnost, %e nenastane Z, ¢&ili Ze nastane opadény
(kontrarni) zjev Z’, je

g=1—p (nebot p+ g =1).
Cislo p=—;— = ¢ vyjadfuje nejistotu: oba zjevy Z i Z’' jsou stejns
pravdépodobné.
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1. Pravdépodobnost ,,a priori“.

Podet v8ech piipada priznivych m a moZnych s je pfedem zndm.
Schematicky se zndzorniaje tahy koule uréité barvy ze skupiny
raznobarevnych kouli v jednom nebo nékolika osudich, kde jsou ve
znamém poméru smiseny.
1. Pravdépodobnost absolutni. Uskuteéndni zjevu neni z4vislé na
néjakych zvldstnich podminkach:
p=m:8s. :
. 2. Pravdépodobnost relativnt, %e z ndkolika se vyludujfcich zjevi
Zys «.., Z, s pravdépodobnostmi p,, p,, ..., p, jeden Z, spide

1 ’ 2 ’
nastane nez ostatni:
P
P = > :
Py, FD0 %k <o i iP,
3. Pravdépodobnost vihrnnd &ili totdlni, %e ze vzéjemnd se vyludu-
jicich zjevii nastane bud Z, nebo Z,... anebo Z,, jo déna souctem

B=p kit sot Do

4. Pravdépodobnost sloZend, %e zjevy Z, , Z,. ..., Z, nastanou sou-
¢asnd nebo po sobd: jak Z,, tak Z,, ..., tak Z,, je dédna soulinem

P=p, pysiic Py

Pravdépodobnost, Ze zjev Z s jednoduchou pravdépodobnosti p

se bude opakovati n-krat: !
P=p".

5. Pravdépodobnost, Ze v N =n, +n, + ...+ n; pokusech se ob-
jevi n -krat zjev Z, pravdépodobnosti p,, n,-krdt Z, pravdépodob-
nosti p, atd., n;-krat Z; pravdépodobnosti p; v libovolném poradi:

N!

s Ay SN A S O g % .
3 ntn,l. . .0l Pyl sl

t. zv. Newtontw vzorec, aplikovany ve fysikdlni statistice.

6. Pravddpodobnost, Ze ze dvou se wylulfujicich zjeva Z, 2,

s pravddpodobnostmi p.g=1—p v Ffad® s =m + n pokusi nastane
m-krat Z, n = (s — m)-krat Z’, vyjadiuje obecny ¢len binomické véty
s!

e m!tn!

"¢

7. Bernoulliho theorém. Dva opaéné zjevy Z, Z' maji v Fadd
s =m +mn pokusi znamé siilé pravdépodobnosti p,g=1— p.
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Pravdépodobnost, Ze pii velikém s ztstane podet piipadt m v mezich
sp + 84, relativni detnost m:s v mezich p 4 6, kde 6 znadi libovolng
malé kladné é&islo, je pribliZzné

2 4 g V 8
P=— |e tdt=0(y); y=9 :
E J i 2pq

ZvétSovanim poétu pokust s bliZzi se P jedné. Vzorce nelze pouZiti,
je-li souéin spg < 20.

8. Poissoniww theorém. Pravd&podobnost zjevu Z je v fadé s po-

kusit proménlivd, nabyvajic hodnot p;, Py, ..., D,. Oznagime-li
strednt pravdépodobnosli
PPy E520 00 Q. F Tl v
o = p, —8——— - q’

je pravdépodobnost, Ze pii velkém s =zGstane poéet ptipada m
v mezich sp 4 84, relativni éetnost m:s v mezich p + J, kde d znaéi
libovolné malé kladné déislo, jako v predchézejicim

Poo); =it
' 2pq

9. Zdkon wvelkyjch &isel. Relativni detnost zjevu se bliZi s rostoucim
bez omezeni poétem pokusii jeho pravdépodobnosti:

lim 2 i

Statistické relativnt fetnosti m:s jsou pii stalych nebo mélo se msé-
nicich podminkdch déni a dostateén& velikém s stabilni.

10. Pravdépodobnost ¥idkijch zjevts. Pravdépodobnost, Ze ve velkém
poétu s pozorovani se objevi n-krat zjev, jehoZ pravdépodobnost p
je velmi mald, vyjadiuje Poissoniw vzorec

P (3P)n S
n!

Neni-li pravdépodobnost p zndma, nahradime &islo sp stfedni
hodnotou #%, priblizn§ aritmetickym priimérem pozorovanych n,

Ridkym zjevem je na pi. t. zv. iferace, t. j. opakovdni po sobd; iterace md
délku m, nastane-li zjev m-krit za scbou.

Pravdépodobnost, Ze v » pokusech se ukédze z-krat iterace délky m, je
€z

P2 el ~hde g o
z! om+1
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2. Pravdépodobnost ,,a posteriori‘.

Ziskéna je ze zkuSenosti (empiricky, z fady pokusi).

1. Bayesovo pravidlo. Pravddpodobnost hypothes (pfi¢in).

a) Pro uskutetnéni zjevu Z existuje n a priori stejné moinych
hypothes. Podle hypothesy H, nastane zjev Z s pravd&podobnosti
p,, podle H, s pravdépodobnosti p, atd., podle H, s pravdépodob-
nosti p,,. Pravdépodobnost, Ze po provedeném pokusu zjev Z se usku-
teénil podle hypothesy H,, je

p,+p,+ ...+, <

Py

b) Pro uskuteénéni zjevu Z existuje n a priori rdzné moZnych
hypothes s pravdépodobnostmi w,, w,,...®,. Pravdépodobnost, Ze
po provedeném pokusu nastal zjev Z podle hypothesy H), kterd zjevu
Z prisuzuje pravdépodobnost p;., je

Dk Pr
oy p1+ ©s p2+ -t Dp, Pn :

D
Kk

2. Obrdceny Bernoulliho theorém. JestliZe v s =m + n pokusech se
zjev objevil m-krat, jest jeho neznémé pravdépodobnost p obsaZena

v mezich —7—:— + 6 (kde 4 jest libovolnd malé &islo) s pravdépodobnosti
2 4 = tl
P=—— o "di=D(y); y=20]|

7T 0

88
2mn

’

3. Stredni hodnota (olfekdvand hodnota, matematickd nadéje K
proménné veli¢iny X je soudet soudint vzédjemné se vyludujicic
hodnot proménné X, a jim prislusnych pravdépodobnosti p;:

n

n
X;X1p1+X2p2+ EE 0 O =2Xipi pfini=1.
1 1

Aritmeticky primér viech X, které se opakovaly m;-krat, se blizi
pii n—> oo stiedni hodnoié X:

b lel—f—sz2 S +man

e my+my,+ ... +m, = X.
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Je-li P(z) pravd&podobnost zjevu, charakterisovaného funkei f(z),
je stredni hodnota funkce f(zx) v intervalu a =z =0

b b
f@) = 3 f@) P(2) : 3 P(x);
pii spojité proménné x jest
b b
f(x) =ff(x) P(x)dz : fP(z‘) da.

4. Rozptyl (disperse). Mira koliséni pozorovanych hodnot X,
kolem stiedni hodnoty X se odvozuje z rozdilu zvaného

odchylka od stiedni hodnoty (chyba) ;= X;— X.

Jeito stfedni hodnota odchylek %; =0, volf se pro konstrukei
miry proménnosti
kvadratickd odchylka a} = (X;— X)*.
St¥edni hodnota kvadratické odchylky E—= a? sluje rozptyl.

Odmocnina z rozptylu, t. zv. smérodatnd odchylka o. je mirou ko-
lisdni. Pfi konstantni pravdépodobnosti (v nezavislych pokusech) je

rozptyl o® =np (1 — p) =npg,
smé&rodaind odchylka (stiednt chyba) o= | npq.

Ridké zjevy (10., str. 220), jejichZ pravdépgdobnost je velmi mald,
maji rozptyl o*=n.

5. Rozptyl soultu X + Y nezdvisle proménnych X, Y
iy =kt o,

6. Rozptyl aritmetického priméru nezivislych pokust

= [X1+X2+... +Xn] i

= — 0%,
n n X

7. Véta Cebysevova. Jsou-li a, b, ¢, ... stiedni hodnoty prom&nnych

XYy 2 ... & By ... stiedni hodnoty jejich &tverca 2°, y°, 2°...,
1ze o8ekdvati, Ze pozorovany soulet & +y+2z-+ ... bude v mezich
bt o p i a B E P (R B LY

s pravdpodobnosti P e
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8. Pravdépodobnd hodnota ofekdvané vijhry rovné se soudinu zvyhry
a jeji pravdépodobnosti. Ve spravedlivé hie ma se sézka rovnati
matematické nadéji ve vyhru.

9. Matematické risiko. Je-li v fadé vzijemnd se vylulujicich pii-
pada V, vyhra, S sdzka, X, = V, — S ofekdvand zména &istého jméni
s pravdépodobnosti p,, jest matematické nadéje této zmény u hrace
2 p;. X, u podnikatele X'p, (— X,). Pti spravedlivé hire musi oba tyto

souéty byti rovny nule.
Matematickd nad&je v &istou vjhru nebo v &istou ztratu sluje

pramérné matematické risiko BR=12Xp, |V} —S|.
Mirou bezpeénosti podniku je
stfedni risiko M = |/ Zp, (V; —S)%.

. Ldska: Poéet pravd&podobnosti, 1921.

Hostinsky: Geometrické pravdépodobnosti, 1926.

Kaucky: Uvod do poétu pravdépodobnosti a teorie staﬁqﬂky, 1934.
Borel: Bléments de la théorie des probabilités, 3. vyd.

Markov: Is¢islenije vérojatnost j, 4. vyd. 1924 (ném. pfekl 1912).
Kamke: Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie, 1932.
Fisher: The mathematical theory of probability, 2. vyd. 1922.
Frqu: Probability and its en ineering u-<es. 1928

. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehlertheorie,
Statistik und Lebensversicherung 1., 4. vyd. 1924,

Poincaré: Calcul des probabilités, 3. vyd 1923

Castelnuoro: Calcolo delle probabilita, 2. sv., 2. vyd. 1925-—-28.

ISR

-°F=

XVIIl. Potet vyrovndvaci.
1. Theorie chyb.

1. Pofet vyrovndvact stanovi nejvyhodnéjsi (pravdé nejpodobnéjsi)
hodnotu opétovné méfené veli¢iny a odhaduje spolehlivost vysledku
s predpoklady: nevyhnutelné chyby pozorovint jsou zcela nahodilé,
nesystematické, se stejnou pravdépodobnosti kladné nebo zadporné;
maié chyby jsou pravdépodobnéjsi nez velké.

Chyby systematické (pravidelnd, stélé) a chyby hrubé vyluéujeme.

Zaklady vyrovnavaciho pocétu jsou:

a) Axiom aritmetického primdéru: Pravd®d nejpodobnéjsi hodnota
veli¢iny. méfené piimo s touZe piesnosti, jest aritmetieky pramér
viech pozorovini.

b) Gaupuv zdkon chyb, odvozeny z predpokladu a): Relativni
detnost ¢ili hustota pravdépodobnosti chyby ¢ je vyjadiena funkei
(obr. 49) L e

: Pla) =i @S ;

e

parametr h sluje mira piesnosti. Z GauBova zdkona plyne princip,
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zvany methoda nejmendich Ctvercii: Pravdé nejpodobnéjsi hodnota
méfené velidiny je ta, pro kterou soucet étvercu chyb je mimimum.

‘

V obr. 49 jsou zobrazeny funkee ¢ (¢) a jeji intvzrdlni funkce @ (he) s para-
metry h=1a h =

2. Pravdé&podobnost, %e se objevi chyba velikosti ¢, &éili Ze zapadne
do intervalu de, je déna diferencidlem
dP, = @ (¢)de = = N ey
/=

Pravd&podobnost, #e chyba ¢ bude v mezich 4 a,
a ha
Eg=_l‘:je—“"’de= ?__je_"dt=d>(ha),
= J

M1

-a
je zobrazena plochou kiivky 7 = ¢(¢) nad intervalem od —a do +a
nebo poradnici integrélni ¢ary y = @ (L&) v misté e =a. P¥i zndmém h
miuiZe byt uréena z tabulky.

Tabulku hodnot integrdlu @ (y), kde y =he, obsahuji Matematické a statické
tabulky. Dil 1., str. 66.

Pravdépodobnost, Ze chyba zistane v mezich + oo, je rovna 1
a zobrazena plochou celé kiivky

P” = ftp(e)de: 1.
3. Chyby skuteéné: e,= X — 1, jsou odchylky jednotlivych pozoro-
véni I, (v=1, 2,...n) od pravé hodnoty méfené veli¢iny X.

4. Chyby domnélé (zddnlivé) nebo opravy: v,=x—1, jsou od-
chylky jednotlivych pozorovani I, od jejich aritmetického praméru.
* Oboji stanovime jednotnym pravidlem: md byjti — jest; to znamend,
%e se od pravé hodnoty X (aritmetického priméru x) odéitd hodnota
naméfend [,.
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Opravy v se ¥Fidi tymZz QCauBovym zdkonem jako skutedné
chyby e, avSak jinou mirou presnosti:

n
.hfn=vn_lh5'

Skutetné ci#by zn#me ziidka; jsou to na p¥. rozdily mezi soudiny, stanove-
nymi poétem a logaritmickym pravitkem. Diference dvojie pozorovani maji po-
vahu skuteénych chyb (str. 229).

Pro posouzeni piesnosti méfeni slouZi t. zv. chyby mérné:

5. Pramérnd chyba s jesf aritmeticky pramér absolutnich hodnot
jednotlivych chyb:

52 |61|+'£2| +...+‘e”l
. n :
Pii nekoneénd velkém poétu pozorovéni a GauBové zdkonu je
—hte? s 1

=
5 Va bz
6. Stiednt chyba m je druhd odmocnina z aritmetického priméru
étvercu vsech chyb:

ej—l—e‘:-i-... +st
et T
Pri nekoneéné velkém poétu pozorovini a GauBové zdkonu jest
m* =j°;’ Le"‘”'ds: ey
B T 28
Posouzeni spolehlivosti méteni stiedni chybou m je nejbezpeénéjsi. -

V obrazu Gaupfova zékona jsou +m usetky bodu obratu; teény utinaji na ose x
délky + 2 m.

m =

7. Pravdépodobnd chyba r je v fadé pozorovéani se stejnou pravds-
podobnosti nedosaZena jako prekroéena. Pravdépodobnost, Ze chyba
zlOstane v mezich + r, jest

T hr
P"=L_ e_h"f'da=——2: e“t'dt=¢7(hr)=i.
PR & V= g
-~ - 0

Z tabulky transcendenty @ (x) dostaneme interpolaci
rh = 0,4769363. i
V fadé chyb, srovnanych. podle velikosti bez ohledu na znaménko,
je pravdépodobné chyba r uprostied.

YV obrazu GauBova zidkona je obsah plochy nad Gse¢kami od — r do + r roven
polovind obsahu celé plochy.

Technicky priuvodce, svaz. 1, 2. vyd. 15
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8. Mira presnosti muZe byti vypottena z kterékoli mérné chyby:
a) h=_047__i9£.; b)h: 1_ 3 C) h= 1___;
(s s|a m |72

0,47694 _ 0,56419  0707J0 ' o
r 5 s AR s

h =

9. Vdha pozorovdnt p,. Raznou presnost jednotlivych méfeni [,
hodnotime pomérnym kladnym ¢islem, jez sluje wdha. Jedno pozoro-
-véni vahy p vézi tolik, co p pozorovani viéhy-l.

Véhy jsou piimo umérny mirdm piesnosti %,, nepiimo tmérny
Stverciim stiednich chyb:

-
—
—
<

kde C je libovolné konstanta; »=1, 2, 3,...n

Podrobnéd tvaha o soucasném vyrovndni riiznych veli¢in ukazuje, Ze vahy ve
smyslu definice p = C :m? jsou cisla po]mcnovana maji pojmenovani pfuluéné :
stiedni cbhyby.

10. Stiednt chyba jednothky vdhy p meboli jednotkovd (stFedni) chyba
(znadi se také m) je stfedni chyba zvoleného (skuteéného nebo mysle-
ného) pozorovéni, jemuZ jsme piisoudili vahu 1; pak C = pu?, a pozo-
rovéni {, prislusi

2
vdha p, = ,uz
m

»

11. Stiedni chyba se vypocte ze skuteénych chyb nebo z oprav.
Oznaéime-li souéty étverci chyb [ss] (suma &]¢), souéty ¢tverch oprav
[vv] (suma v, v), jest

Lee] [vo|
m=| —; m=
V s n—1"

ve stiednich mezich

)

[ee]( 1 ) ; =V [ov] '[1 1 ]
V V2n 4 g iV2(n~1) :

Pii malém n m4 stiedni chyba byti rovna asi %, piil vEtsim n asi % rozdilu
mezi nejvétdi kladnou a nejmensi zdpornou chybou.

Nejvétsi nahodild chyba ve 100 pozorovénich theoreticky

Emax=2,5m;

pozorovani s vétsi chybou nez 3m (hrubd chyba) vyluCujeme.
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12, Pravdépodobnost, Ze chyba nepiestoupi k-nédsobnou stiedni
chybu m,

T _ B N
P*™ _ @ (hkm) ¢(V?)

najdeme ve zminéné tabulce pro transcendentu @ (y) nastr. 66. Tak jest

P™ = 0,68261 ; P2™ _ 0,95446; P3™ = 0,99730.
—_m —2m —3m

13. Zkouska seskupent chyb. Prirovname polet chyb », pripadajicich
v n pozorovanich do zvoleného intervalu (— a, + a), k poétu, vy-
plyvajicimu z GauBova zikona,

9 ha
(e Je_"dt;ntb(ha).
Va ).

\

" Podet chyb v libovolném intervalu (a, b)
1 =n[®(hb) — @ (ha)].

Mira presnosti k se vypoéte ze stfedni chyby m podle vzorce 8.c).

Potet chyb v intervalu (0, ) vyéteme pfimo z tabulky na str. 65, sestave&é

x e aun A
pro argument = v oznaceni uZivaném ve statistice: x oprava, o stiedni chyba,
potitand tam ze vzorce o= (Iz°) :n. Viz téz str. 246.

Uspokojivy souhlas skuteénosti s theorii svédéi. Ze seskupeni chyb
je normdlnt (t. j. podle GauBlova zakona); prikry nesouhlas ukazuje na
chyby systematické, vyvolané soustavnym pusobenim rusivych piiéin.
K jejich zjiSténi jsou odvozena rtzna kriteria.

Geometrické misto bodd téze pravddpodobnosti v roviné a v prostoru jsou
podobné a podobn& poloZené elipsy a elipsoidy. Maximum a minimum nejistoty

v uréeni polohy bode v roviné je ve smérech os chybové elipsy. Uziti ve statis-
tice a v geodesii pi vyrovnavdni soufaudnic.

2. Vyrovnéini pozorovani pfimych.

a. Pozorovini stejné presnosti.

V pozorovénich ptimo méfené veli¢iny X byly zjistény hodnoty 1,
ly» « -« Iy~ Pravds nejpodobn&jsi (nejvyhodndjsi) hodnotou neznimé
jest: z ‘

1. Aritmeticky primér vSech pozorovéani

Ll .o Pl 1]
B Rl e P e

x [l] &éte se: ,,suma I,

15*
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2. Chyby skuteéné: e,=X —1,. 3. Opravy: v,=x—1,.
Prakticky zavddime piibliZnou hodnotu neznimé X, kladouce
pozorovdni: 1, =X + 4, dopliiky: 2,=1,—X,.

4 =X —l—[l] =X, +&; 5. v,=6—17, kdef—m

6. Kontrola: Soutet vSech oprav je nula,
v1+vz+...+v”=0; [v] =0.
7. Soudty étverci chyb:

’

e:+e:+...+e;=[ee]; ’ v:.+v:+...+ ; [vo].
o [P
8. Kontrola: [vv] =[A4] — o
Strednt chyba jednoho pozorovdnt:
% [ee] | B [T
, 9.m—iVT, lO.m—i PR R

Stiednt chyba aritmetického priméru:
11. mx=—’—"_—=ivﬂ—— :
In n(n—1)

12. Vysledek vyrovndni: X =x 4 m,,.

b. Pozorovani rizné piesnosti.

V n pozorovénich veli¢iny X byly zjistény hodnoty 1,1, ...,l,
svahamip ,p,, . . ., P, Pfibliznd hodnota nezndmé budiz X s dopliiky

Ay=1—-X,.
Obecny (zvdZeny) aritmeticky pramér:
1. 2= = : i, wnX =X +¢&
RS R 1Y +[] o
. [p4]
3. Opravy: v,=x—1 =5—A4, kde &= -——.
pr y s v » / [pJ

4. Kontrola: p,v,+p,v, + ... + Py v, =0; [pv] =
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5. Soulty C&tvercit chyb ndsobenych vahami:
P, v:+ % .+pnv:= [pov].

6. Kontrola: [pw]=[pii]l—[p](z—X,)*.
n—1

7. St¥edni chyba jednotky vdhy: n= + V_[PEEL

8. Stiednt chyba pozorovdnt 1, vihy p,:

m == 'LL_=+-—_[_P£1_}.]_.
ey Sl =1y,

9. Strednt chyba aritmetického priméru:

ey SR
Vip] (n—1)[p]

10. Vysledek vyrovndni: X =z +my,.

<. Dvojice pozorovéni.

Dvoji, sdruZend pozorovéni (I, I') kazdé z n stejnorodych veliéin
se konaji pro zji§téni presnosti uréitého druhu méreni misto dpako-
vaného pozorovéni veli¢iny jedné. Rozdily ¢&ili diference dvojic maji
povahu skuteénych chyb v uréeni nuly.

«. Dvojice stejné presnosti.

1. Diference dvojic: 4,=1,— 1, W le2, e
) e
2, stiednt diference: my = l/ [A—nA—]— ;
. "LA
3. strednt chyba jednoho méfent: Wy = -V—_—z_—;
4. stednit chyba aritm. priméru dvojice: M = %m A p

7’
Nejvétsi pripustnéd diference 4, . =~ 4 m.
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-

B. Dvojice rtizné pifesnosti.

5. Diference dvojic: A, =1, — I véhy p,, v=1,2, .. .n;

(=]

. stiedni 'jednothovd diference: o e e aicie

7. jednotkovd chyba jednoho méfent: w=——7;

8. jednotkovd chyba aritm. priaméru dvojice: p, = % By

9. stiednt chyba pozorovdnt 1,: m, = = s
Ip,
7
10. stiedni chyba aritm. priméru v-té dvojice: M, = —
Ip, P

Nejvétsi pripustnd diference 4, ~ 4 pu.

3. Funkce pozorovini (pozorovani nepiimad).
Hromadéni (3ifeni) chyb.

1. Funkce nezdvislyjch pozorovdnt. Déna je funkee F (X, X, X,,..)
nezdvisiych velién X ,X,, X,,..., pronéZ byly méfenim zji§tény
hodnoty I, +m , 1, +m,, I, +m,, ... M4 se stanoviti sttedni chyba

3 funkce pozorovdnt F(1,1,,1,...),
jsou-li misto pravych hodnot' X dosazeny naméiensd 1.

2. Stfednt chyba my funkce pozorovdnt F (I.,1,,1 ,...)

RN e OF ¥ s cF\ a
mF=V(ﬁ) 7n1 =+ LET;J m2 -t (3[;) 'l'”r3 +...
vyjadiuje t.zv.zdkon hromadéni (sifent) chyb. Pro zapamatovani slouzi
pravidlo: Ctverec sttedni chyby napiSeme podle diferenciglu funkce

oF oF £l
dF=Wdll+—a—Tz—dlz+a—la'dls+ “eey

kde diferencidly dF, dl, dl,,'... nahradime stfednimi chybami
Mg, m,, m,,... & prvni mocniny vSech &lent jejich &Etverei.
) m

StFednt chyba funkce v procentech mg°/, =100 7
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3. Vdha funkce pozorovdni pyp je déna vzorcem
1 Fy 1 | (3F) 1 OF \?
Pp el,) p, °l,) », ol, ) p,

4. Linedrni funkce pozorovdnt l, 4 m,, I, +m,, I, +m,:

F=al +a,l,+al,; mp=+ ]/(a1 m,)* + (a,m,)* +(a;m,)* ;

: KR
e s

Y2 P, Py
B P=lfld. . dl=nl; mp=+min; p,,,=%
6. F'=al; Mp =+ am; P Yol i
’ B = T4 ’ F a?

7. Logaritmické diference. Stiedni chybu funkce. kterou lze loga-
ritmovati, stanovime s logaritmickym vypoétem funkce.
Na pi. pro funkci ;
17 (sin lz)ﬁ :
e

3

F,l,1,)=0C
V diferenciélu logaritmu (d logC = 0)

d log P dlogl, dlogsinl, dlogl,
(S o = (S o o o = o S,

nahradime derivace logaritmi logaritmic/i*y’mi diferencems, ptipadajicim
na jednotku posledniho mista argumentu nebo na 1”:

A1, =log(F +1)—logF'; A1, =log(l, + 1) — logl, ;
: A17 =logsin (I, + 1”) — log sinl, ;. . .

PiSeme-li podle pravidla 2. vSude &étverce a misto diferencidla sttedni
chyby, dostaneme vzorec

1 : ”
Myl = A 1p l/(o"'nl'A 11)z + (ﬂmzz‘ 12)’+(yms-d la)z‘

Z tabulek vydteme s logaritmy ¢isel i diference; diferenci 41
uréime na konci vypocétu pri log .
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4 Vyrovnani pozorovani zprostfedkujicich p#i linedrni zdvislosti
neznamych.

a. Pozorovani stejné presnosti.

“1. Rovnice uréujict. Neznémé X, Y, Z,... v poétu u jsou vézdny
s veliéinou L n-krat pfimo mérenou linedrnim wvztahem

aX+bY+eZt... =

KaZdému z n zprostiedkujicich pozorovdnt L, (v = 1, 2,. . ., n) patii
koeficienty a,, b,, ¢, ... bud pfedem znémé nebo bez chyby zjisténé.

Kdybychom znali pravé hodnoty L, stadilo by k urésni u nezndmych pravé
tolik rovnic a pozorovdni. Pon&vad’ v&ak kazdé mére1i je zatizeno chybou,
provadime v&t8i potet puzorovani L neZ je po¢et nezndémych.

Je-li n>wu, jest tkolem vyrovnévaciho poétu vyrovnati rezpory
a stanoviti nejryhodnéjst hodnoty nezndmiych X,Y,Z,. .., aby soudet
étverct chyb (oprav) byl minimum.

2. Rownice oprav sestavime podle uréujici rovnice a podle pravidla:
vypolet — pozorovdnt., Omezime-li se na 3 neznamé, jsou

rovnice oprav: v, =a,X+b Y+4c, Z—L,. ()
Pro zjednoduSeni numerického vypoétu zavidime do rovnic oprav

piiblizrié hodnoty neznamychX Y ,Z, a nezndmé dopliiky z, y, z
substituei:

X=X +u=, Y=Y,+y, Z=2,+z,
a dale a,X +bY +¢, 4, —L, =1,
takZe rovnice oprav:v,=a,x+b,y+c,z+1,, 15)

Tento tvar rovnic oprav s absolutnim &lenem kladnym podrZime z davodi
formdlnich i v daldim. Ve skutetaosti je znaménko absolutniho élenu déno
pravidlem: vypocet (theorie) minus pozorovdni.

3. Normdlnt rovnice plynou z podminek pro [vv] = minimum :

d[w] ofw] fw] _
e L S a sy e
tedy [av] = 0, [ov] = 0, [ev] =

aneb, dosadime-li za v, vyrazy (f),
[aa] 2 + [ab] y + [ac] 2 + [al] = 0

[ab] @ + [bb] y + [be] 2 + [b1] = O (1)
[ac] 4+ [bely + [ce]z+ [cl] =0
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K nim se druZi kontrolnt rovnice pro soudet étverct oprav [vv]:
[al]z + [bly + [el]z + [@] = [w0].

Normélni rovnice jsou soumérné k hlavni pfi€ce s koeficienty:
[aa]Ea:+a:+ ...+a;; [bb]Eb: +b:+ ...+b;; [ee]-

ReSenim normélnich rovnic najdeme neznadmé =, y, z. Pii v&t§im
poétu nezndmych je vyhodny Gaufiw algoritmus: Prvni rovnici
nésobime faktorem — [ub]:[aa] a ptiéteme k druhé; pak ndsobime
prvni rovnici faktorem — [ac]:[aa] a priéteme ke tieti; koneénd
nésobime prvni roK'nici faktorem — [al]:[aa] a piitteme k &tvrté.

4. Qaupovy redukéni znaky. Postup eliminace veli¢iny x vyjadiuje
~ symbol

fikes 1] = Tik]— %;l][ak] (§6i: sumd. 5. k, jedua).
Normdint rovnice 1. redukce:

[bb-11y + [be-1]z + [bl-1] = 0
[be-11y +[ec- 1]z +[cl-1] =0 (2)
[6l - 11y + [l - 1]z + [U - 1] = [v2].

Postup eliminace veli¢iny y vyjadiuje znak 2. redukce; obecné

[ik - 2] = [ik - 1] — {Zzll]] [bk-1].
Normdlnt rovnice 2. redukce:
[cc-2]z +(cl-2] =0 !
[el-2]z + [l 2] = [vv]. - (3)
Postup eliminace veliéiny z vyjadfuje znak 3. redukce; obecn®
Uik - 3] = [6k- 2] — {Zi:;][ck.z].

Vysledkem eliminace tieti (posledni) neznamé je
kontrolni rovnice [ - 3] = [vv]. (4)

Redukce se provdadi logaritmicky mnecho poditacim strojem s pritb&Znymi
kontrolami koeficient (str. 236) ve zvldstnich pocetnich schematech.

Techniku numerického vypottu tfeba si osvojiti podle vzori a'schemat
v utebnicich samostatnym provedenim éiselnych priklada.
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5. Redukované rovnice normdlni:
[aa] z + [ab]ly + [aclz+ [al]l=0

[bb-1]y + [be- 112+ [bl-1]1=0 (5)
[cc-2]z+ [cl-2] =
[& - 3]= [vv].

v

Z redukovanych rovnic vypoéteme zpdtnym postupem z, y.
Kontrola: Vypoctené hodnoty must wyhovovati normdlnim rovnictm.

° 6. Vdha mezndmyjch. Jmenovatel posledni neznémsé j Je zéroverl jeji
vahou; pii tfech nezndmych
Py =[cc-2].

Véhy p,., p, najdeme, prestavime-li normalni rovnice tak, aby
neznama, jejiz vahu hledame, pfisla na posledni misto a koeficienty
byly soumérné polozeny k hlavni piitce. Pro kaZdou transposici
dluzno redukei provésti znovu.

Pii v&tSim poétu neznémych je proto dalcko vyhodné&jsi ieSiti
pomocné rovnice vah.

7. Normdlnt rovnice vdh urduji vdhové &initele Q. = Qp;:

a) pro vahu neznamé x: b) pro vdhu nezndmé y:
[aa]Q,, + [ab] Q,, + [ac]Q,, =1 [aa] Q,, + [ab]Q,, + [ac]Q,, = O
[ab]Q,, + [bb] Q,, + [bc]Q,, =0 [ab]Q,, + [bb1Q,, + [bc]Q,, =1

[ac] Q,, + [be]lQ,, + [cc]1Q,, =0; - [aclQ,, + [bc]Q,, + [cc]Q,, = 0;

¢) pro véhu nezndmé z:
[aa] Q:u + [ab] Qsz + [ac] st =) ;
[ab] Q,, + [bb] Q,, + [bc]Q,, =0
[ac]Q,, + [bc] Q,, + [cc]Q,, = 1.

Rovnice vah maji koeficienty normélnich rovnie (1), pravé strany 1 a 0,
Koeficienty redukovanych rovnic vah, pokud jsou potrebny pro
dalSi feSeni, vy¢teme z redukovanych normaélnich rovnic (5).

Ze t¥t rovnic re‘dukované soustavy c)
[aa] @y, + [ab] @, + [ac) Q,, =0
[6-11Q,, +[bc-1]1Q,, =6
’ [ec-2]Q,,=1
vypodteme Qusr @2 =@y 8 @, =@y,
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Ze dvou rovnic soustavy b)
[aa] @,, + [ab] Q,, + [ac]Q,, =0
[6b-1]Qy, +[bc-1]Q,; =1,
kde Q,,. jiz zndme, vypolteme Q,, a @, =@,,.

Z prvnt rovnice soustavy a)
[aa] Q,, + [ab]Q,, + [ac]Q,, =1,
v niz Q,,, Q,, jiZ zndme, vypotteme @,
Vahové Einitele @ kontrolujeme souétem normélnich rovnie vah.

8. Vdhy nezndmyjch:
1 i 1

P ROl e b e

9. StFednt chyba jednotky wvdhy. Z hodnot z, y, 2 vypoé eme
opravy v, podle 2. a soucet ctverct [vv].

[ [ee] . . £Xe 4 [vv]
'LL_L e pfi % nezndmych u= ey

10. Stiednt chyby nezndmyjch :

m, =+

=+ulQ  my=t—E= 44V Q,;

Vpx

-+ V“— =+ u]Q,-
‘ . 2

11. Vysledek vyrovndni: X =xz+m, ; Y =y+m,;

-

Poéetni kontroly.

12. Soulty koeficientit rovnic oprav. V rovnicich oprav sefteme
koeficienty neznimych s absolutnimi €leny; souétim s, dame vSak
opa¢éné znameni, takZe

a,+b,+c,+d,+1,+s,=0.

Kontrola se provédi v poéetnich schematech pii redukei.
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13 Kor;trola koeficients rovnic normdlnich:
' [aa] + [ab] + [ac] + [al] + [as] = 0
[ab] + [bb] + [be] + [b1] + [bs] =0
[ac] + [be] + [ec] + [el] +[es]=0 ;
[al] + [b1] + [el] +[11] +[ls] =0 -
[as] + [bs] 4 [es] + [Is] + [ss] = 0.
14. Kontrola koeficientis rovnic 1. redukce:
[bb-1]+ [be 1]+ [bl-1]+ [bs-1] =0
[bc-1]+ [cc 1]+ [el -1]+[cs-1]=0
(6t -1]1 +[el -1+ [ -1]+[ls -1]=0
[bs-1] + [cs-1] + [ls- 1]+ [ss-1]=0.

15. Kontrola koeficienty, rovnic 2. a 3. redukce:
[ce- 2]+ [cl- 2]+ [es-2]=0

[cl-2]+[ll-2]+[ls-2]1=0 [L-3]+[ls-3]=0
[cs- 2]+ [ls-2]+ [ss-2] =0. [ls+ 3]+ [ss-3] = 0.
Kontrola oprav v,=a,2+b,y+c,z2+1,:
16. [av] = 0; [bv] =0; [cv] = 0.

17, [w] = [W].
18. [w] = [al]lz + [bl] y + [cl]z + [U].
19. [vv] = [U- 3] =[ss-3]; obecnd [vw]=[Il-u] = [ss-u].

20, Konitrola X (sigmovd) je na str. 23é pii poz;)rovéni razné pf‘eé-
nosti; ptislusné vzorce sem spadajici dostaneme, kladouce tam p = 1.
b. Pozorovéni riizné presnosti.

KaZdé z n pozorovani I, (v=1, 2, ..., n) mé obecnd véhu p:'.

1. Rowvnice oprav, sestavené podle pravidla vypolet — pozorovdni,
piSeme formélné s absolutnim ¢lenem kladnym:
v,=a,x+b y+c,z+1,; vﬁhy P,
2. Normdlnt rovnice plynou z podminek pro [pvv]=minimum:
[paa)z + [pably + [pac)z + [pal] = 0 '
[pab]a + [pbbly + [pbelz + [pbl] =0
[pac]z + [pbely + [pec]z + [pel] = 0.
K nim se druZi kontrolni rovnice pro [pww]:

[pal]x + [pblly + [pcl]lz + [pll] = [pvv].
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3. Redukované rovnice mormdini pii tiech neznémych:
[paalz+ [pably+ [paclz+ [pal]l=0
[pbb-1]y + [pbc-1]z + [pbl-1]1=0
[pcc-2]z + [pcl - 2] =
[pll -3] = [pvv].
4. Vdha nezndmych. Jmenovatel posledni nezndmé, vypoctené
GauBlovou eliminaci z normélnich rovnie, je zéroven jeji vahou:
P, = [pee-2].

Cyklickou zéménou rovnie i ¢lentt moZno stanoviti véhu ostatnich
neznémych. Pfi vétsim poctu nezndmych vedou pohodingji k cili
rovnice vah.

5. Rovnice wah maji koeficienty normélnic,:h rovnic 2. a pravé
strany jako rovnice vah a),b),c) na str. 234.

6. Vdhy mezndmyjch :

3 Sondlin o 155 o PR
&5 Qu - ¥ sz - A st
7. Strednt chyba jednotky vdhy:
_| o] | v - _|[ Ipve]
—V v g pfi u nezndmych u= o
8. Stredni chyby nezndmyjch:
m, = + = 4wV Qr: my=i-—E = u)Q.;
I/pz ]/ Y
= 'l/ =+ulQ,
9. Vysledek vyrovﬁdni:
X=ztm,; . Y=yimy; Z=z4+m,

Pocéetni kontroly.

10. Soudtovd kontrola koeficientd normdlnich rovnic. Pt 1slusné VZOrce
na str. 256 jsou rozsifeny vahami.

[paa] + [pab] + [pac] + [pal] + [pas] = 0 atd.

Kontroly oprav. Po FeSeni normélnich rovnic a vypo&tu oprav
v, jsou kontrolni rovnice

11. [pav] =0; [pbv] =0; [pev]=0
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12. [pvv] = [plv].
13. [pwv] = [pal]x +Tpbl]y + [pel]z + [pll].
14. [pw] = [pll-3] = [pss-3].
15. Kontrola X (sigmowd). Soudty

Z = [pallz + [pbl]ly + [pcllz; =, =[pwv] — [pll];

s AP “’”"”[bl-l]——[ﬁ”—’i[plm

2 [paa] [pbb +1] [pee
jsou veskrze zdporné. Pii sprévném vypoctu
: 2 ==X

5. Vyrovnini pozorovani zprostfedkujicich pFi nelinea/rni
zavislosti neznamych

Primo n-krdt méfend veliéina L je s nezndmymi X, ¥, Z, obecné
v poétu u< n, vizana nelinedrnim vztahem

(X X Z)=
Jsou-li X:XO +x Y=Y, +y, Z:Z0 + 3 nejvyhodnéjs§i hodnoty
neznémych; X , Y, Z, jejich p¥iblizné hodnoty; @, y, z nezndmé
dopliiky; L, pozorovani, pak jsou podle pravidla md byti —jest opravy
v,=F (X +o, Y +y, Z,+2)—

S piedpokladem, Ze pro nepatrnost dopliikii moZno v Taylorové
fadé omeziti se na éleny linedrni, takZe*

oF, dF, oF,
v,=F (X,Y,Z)+ Y x4+ 37, y+ 77, =l
0

aneb oznadime-li

oF, oF, oF

9—Xo=a *=c¢, adédle F (X,,Y,,Z,)—L,=1,,

TE TN ETE
plati v,=a,x+ bv y+c,z2+1,.

Z téchto oprav sestavime rovnice normdlni, které reSime. Koneénd
kontrola je déna urdujici rovnici F (X, Y, 7Z)= L. Neuspokojuje-li,
nutno vypodéet s nalezenymi hodnotaml X, Y, Z jako pribliznymi
znovu opakovati.
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6. Vyrovnéni pozorovéni zévisljch. :
Veli¢iny X, X,, ..., X, vaziny jsou r <n podminkami.
1. Rownice zdvislosti nebo rovnice podrﬁ{neéné:
Fo (X X 0o XY =05 f (X X7 5, X0 ) = 057 L5 (X, XL L5 X)) =0:
Pro veli¢iny X, byly naméfeny hodnoty I, véhy p, (v =1, 2,...n),

které vSak podminkim nevyhovuji. Dosazenim do rovnic zavislosti
dostaneme ‘vpravo misto nul jiné hodnoty ¢ili edchylky. -

2. Odchylky :
Rty Sl =Und (b lytv LY =Ugs ol il (B by - o Ly =Uly:
Opravime proto pozorovéni I, o opravy v,, aby [pvw] bylo minimum
a viem podminkam bylo vyhovéno.

3. Opravend pozorovdni :

- 2, =l+v, =l 49, ..., z,=l,+v,
spliiuji jiZ podmineéné rovnice 1., takZe
fo(@gs 2y5 7o @)= 05 f, (20, oy o 52p) =050 (2, @, 7. 5, 2,) = 0.

a. Prevod na pozorovini zprostiedkuijici.
Tohoto zptisobu pouZijeme, je-li eliminace snadné a kdyZz n< 2 r.
V rovnicich zavislosti vyjadiime tolik neznamych, jako je podmi-
nek.r, zbyvajicimi n — r nezndmymi; dostaneme tak 7 rovnic

xk=¢k(xr+1$mr+2’---,xn); =1 P

k nimZ pt¥ipojime n —r identit z;=z;; t=r+1,r+2, ..., n:
Na pravé strand zavedeme opravend pozorovani z,=1[ + v, takie
rovnice oprav: :

=0 (B ys Bpygs - By) =1+,

By =@y (Tp 15 Tpygs--sTp) =1+,

Zp =@ (T ys Bpygs s Tp) =L+,
Ty g1 =l %y,
Tptq =lr+'2 TV,

z, =1, +v,.
Z téchto oprav sestavime rovnice normalni a z nich vypodéteme
. neznédmé ., ., T,y -+ .y T,. Nezndmé z , z,,..., 2, plynou
z prvnich r rovnic oprav.
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b. Vyrovnani pozorovéni zivislych koreldtami.

Methoda koreldt se voli v pFipadech, kdyZ n>27.
1. Opravend pozorovdni x,=1,4 v, maji splnit r rovnic zdvislosti :
(G 30,0 g i v,) = 05 (L v, 0 b Hog) =0,
Nelineérni zévislosti nutno vzdy pretvoriti na tvar linearni.

2. Pretvofent zivislostt na linedrni. S predpokladem, te opravy v,
jsou proti I, malé, podrZzime v Taylorové fadé jen ¢leny linedrni:

3f, 2f, at,
fl(ll'lﬁ’ ..,ln)+a—llvl+'§—lg’l;2+.--+a——l:‘vn=0

3 f, 3f, 3 f,
fz(ll,lz,...,l")—{-a—l;’vl-i-ﬁvg-i-...-i‘éTn‘vn:0

3f, 3 f, 0 fp
ff(ll’lz""’lﬂ)+§l_lvl+_3721"2.*_"'—'_9_[';””:0'

Zavislosti ve tvarech souéinu a podilu napfed logaritmujeme (podstata zévislosti
ge tim nem&ni) a derivace logaritmt nahradime logaritmickymi diferencemi 4 1 jako
na str. 231. Obecné

dlogl

log (I1+v)=logl+ Y

v=logl+41-v;

dlogsinl

log sin (I14+v") = l-og sin I+ =

v'/=logsinl+41".v".

3. Odchylky a derivace oznadime

Ly eoslp) =Ups follys o sl) = Uy fyllysanly) = U,

N
&l 3 fy e fy S fy

=0 3 e =Gl 3. mem— =T
RN LA T el R ¥

4. Pretvorené rovnice zdvislosti pii étyfech podminkéach (r=4):
a,v,+a,v9,+...+a,v, +U, =0 ¢&li [a]+U, =0
(78 T i R SO S R T DV B O [bv] +U,=0
co Ao vt e U =0 % [cv] +U,=0
dlvl+d2v2+...+dnvn+U‘=JO, 4 [dv]+ U, =0.
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S t&mito pietvoienymi rovnicemi, které jsou pifesné pii linedrnich zdvislostech.

pfiblizné v jinych pFipadech, ma byti [pvv] minimum. Ukol se fedi podle 6. na str. 89
jako absolutni extrém vyrazu

W= [pov] — 2K, {lav] + U, }i— 2K, {{bv] + U,} — 2K, {[ev] + Uy} — 2K f[dv] + U,},
kde Lagrangeovy ¢initele K nazval Gaup koreldty. Z m rovnic

W ow W
S =0 o =0 o o=
441 o0 Un

a z r = 4 podminek 4. vypoéteme opravy i koreldty.

5. Rovnice oprav

al K + bl K cl _K dl K
1 pl 1 pl 2 pl 3 pl 4
az 2 2 dz
G o D Tt Py Sl
a,
vn="—n_K1+ nK2+ n'Ka+p_nK4
n n

aneb, oznaéime-li struc¢né prevrdcené hodnoty wvah s q,

v,=¢q,a K+q,b K,+gq,¢c, K,+gq,d K,.
Dosazenim do rovnic 4. plynou
6. Normdint rovnice koreldt:
[gaa] K, + [gab] K, + [qac] K, + [gad] K, + U, =0
[gab] K, + [gbb] K, + [gbc] K, + [qbd] K, + U, =0
[gqac] K, + [gbc] K, +[gcc] K, + [ged ] K, + U, =0,
[qad] K, + [qbd] K, + [qcd]) K, + [qdd] K, + U, =0.
7. Redukované rovnice normdini:
[gaa] K, + [gab] K, + [gaclK,+ [gad]K,+U, =0
[gbb-11 K, + [gbc-11 K, + [qbd -11 K, + [U,-1]=0
lgec 21 K, + [qed -2]1 K, + [U,-2]=0

[gdd-31 K, +[U,-8]1=0.
Technicky pruvodee, svaz. 1, 2. vyd. 16
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4

Z redukovanych rovnic vypoéteme postupné koreléty K, K, K,, K,
a dosadime do rovnic oprav 5. S vypocétenymi opravami jsou pak
opravend pozorovdnd.

m1=l1+vl, 2, =1, +v,, g =1, +v,, 2, =1, +v,,
kterd jiz vyhovuji podmineénym rovuicim 4.

8. Kontrola. Soudet [pvv] z oprav 5. se kontroluje rovniei

[pov] = — [UK]
nebo

U; X Sl 8 A e R T

1

[qua] ' [gbb-1] = T[gec-2] ' |gdd-3]

10. Stfedni chyba jednotky wvdhy pii r podminkéch:

9. [pww] =

u=-—+ M .
r
11. Stiednt chyba neopraveného pozorovdini l,:
e
V2,

12, Stredni chyba funkce F(x,w,,...,x

n)

opravenyjch pozorovdni:

> [gaF) | [@pF-11 | [qeF-2F | [qd F-3]
= { g = [ [qual [gbb-1] ) [gee-2] ' [qdd-3] )}

kde v souétech znadi

3F 3F P
ﬂ=9h’ %=eg"“’“"a%'

13. Stiednt chyba opraveného pozorovdni z, =1, +v, plyne z 12,
pro F = . Pouze jedna z derivaci F, je 1, ostatni jsou nuly.

F. Cuftk: Potet vyrovndvaci, 1936.

J. Rydavy: Geodesie nizsi, 1942,

R. Deltheil: Erreurs et moindres carrés, 1930.

H. Mineur: Technique de la méthode des moindres carrés, 1938,

F. F{;lmeﬁt Dle Au:glelchuugsrech nung nach der Methode der kleinsten Quadrate,
Xy
W. Jordan— O Ermcrt. Handbuch der Vermessungskunde I., 8. vyd. 1935.
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XIX. Statistika.

Statistika vySetiuje éiselng hromadné (kolektivni) zjevy &ili sou-
bory stejnorodych prvka (jedineft), majicich aspoii jeden spoleény
znak, a stanovi charakteristické vlastnosti souboru. Zevseobecnéni
zavéri na SirSi kolektiva sluje statistickd indulkce.

Tabulka rozloZent fetnosti podéavé souvislost prom&nného, spojitého
nebo pf triitého znaku s jeho &etnnsti. Prvky, v celkovém poétu
N, setadi se podle postupujiei &iselné hodnoty pozorovaného znaku
X, zv. argument. do stejnych intervaldi, skup.n nebo tiid 4X, na
néZz celou variadni 8ikf X = — X . rozdslime; piiblizng je vhodny

m
3
~ polet titd k~2]N .

Graficky vyznalime na ose x stupnici tfidnich intervalli a v je-
jich stiedech nandSime absolutni (etnosti (poéty prvké v tiidd) m
_nebo relativni fetnosti f=m : N ve zvolenédm méritku jako porad-
nice. Spojenim koncovych bod@ poradnic dostaneme mnohoiihelnik
Cetnosti (frekvenéni polygon). Nebo sestrojime nad kazdym inter-
valem obdélnik o vySce rovné &etnosti t¥idy; stuptiovity olrazec
takto ziskany sluje histogram (obr. 50). ZmenSovanim intervald
lim 4 X -0 p#i rostoucim bez omezeni poétu pozorovani (t. j. pro
lim N-o00) vznikne idedlni frekvencnt kfivka jako obraz rozdilovact
funkece y = f(X).

]

] ; willl B / 1000
7 < |
% o i | §

]
At

lineaE

&
F—x.. 1 —ix

Obr. 50.

/

Nand&ime-1i od poédteéniho znaku X =a v koncovych bodech intervali

na pofadnice (tfebas v jiném, zmendeném méiitku) souéty ¢etnosti viech predché-
zejicich tiid, dostaneme obraz funkce souclové, v mezném piipadd

: X
integrdlnt funkce F (X) = jf (X)dX.
a
Konstrukce je nezdvisid na volb& tiid. pos<ledni poradnice je N. Kfivka tvarn S

trvale stoupd, bod obratu odpovidd vrcholu kiivky frekvendni. Grafickym
diferencovauim mozno ze souttové funkce F (X) odvoditi rozdélovaci funkei f (X).

16*
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1. Statistické charakteristiky.
Hodnota pozorovaného znaku X ,X,, ..., X}, vyznadené stiedy
interval@, se vyskytuje v souboru m ,m,, ..., m,-krit;
m..
1

N

rozsah souboru N = Z'my; relativni fetnost znaku f; =

1. Aritmeticky (obecny, zviZeny) pramér
m, X +m, X + ...+kak 1

I My + Mg+ . .My N

Je-li specialné ve skupiné n prvka kaZdy jen jednou, je primér
(prosty)
] n
M=—2X;.
B2

Odchylky od aritmetického praméru x; =X, — M ;

k
kontrola odchylek ; Zm;z; = 0.

1
2. Smérodatnd odchylka (ve vyrovnévacim poétu stiedni chyba)
je méfitkem proménnosti znaku:

1 1 k
O iV—N— (mlx: + ’m,x:-’f— i .+mkx,§) =+ F{mzx:,

je-li ve skuping n prvka kaZdy jen jednou, je

e Ve S 50
o= iVT(xl o A +xn) =+ l/-;zl,x:,
Rozptyl (disperse) sluje ¢tveree smérodatné odchylky:

o = 2z} f; (moment druhého stupns).

3. Smérodatnd odchylka aritmetického priméru ¢ = V% ;

e i
Vev=1)°
v procentech priiméru slouZi k pfirov-

4. Smérodatnd odchylka smérodatné odchylky o, =

g

5. Cinitel proménnosti 100 i

nénf stability dvou soubori. }
6. Medidn Eili centrdlnt hodnota argumentu X déli rozsah sou-
boru, sefadéného podle velikosti znaku, na dva sobé rovné dily.

Rovnobé&zka 8 osou x, vedend v polovind posledni pofadnice soudtové kfivky,
protne kiivka v bodd, jehoz usedka je centrdlni hodnota znaku.

7. Modus je hodnota znaku, ktery mé v souboru nejvétsi &et-
nost (typicky znak).
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Modus je zobrazen tusetkou vrcholu kiivky frekvenénif nebo tdsetkou bodu
obratu kfivky soudtové.
Z momentt tietiho a &tvrtého stupné jsou odvozeny:
1
d
10. Rozptyl (disperse) statistick:jch ¥ad.Koliséni hodnot znaku kolem
sttedni hodnoty je bud ndhodné nebo zpiisobeno systematickymi
" vlivy. Pom&r skuteéného (empirického) a o&ekdvaného (apriorniho)

rozptylu pki stalé pravddpodobnosti (4. str. 222) je t. zv. Lexisiw
pomér (koeficient divergence) Q:

2
Q= 2:‘ 1 npgq, 2
kde s je podet serii (vybérti), n podet pokust v serii, p pravdépodobnost
zndéma nebo statisticky uréend.

Podle toho je rozptyl

normdint : Q@ =1, pravd&podobnost je stéld (nezévislost pokusii);
nadnormdlnt: @ > 1, pravdépodobnost je v serii stéld, v kaZdé jiné;
podnormdlnt: @ <1, pravd&podobnost je v seriich stejn® proménna.

1
8. Cinitel kososti Zaz}f;- 9. Ciinitel plochosti oy Zabf;.

2. Normalni rozlozeni.

11. Gaupiw zikon. Hromadné zjevy, kde kolisdni hodnot argu-
mentu X kolem praméru M je zcela néhodné, t.j. d&je se z ne-
zndmych a nezjistitelnych pii¢in, maji rozlofent normdini:

N XM
= - — 20° H
TP
y je podet prvka znaku X; pro N =1 znadi y relativni &etnost
(pravdépodobnost). y
)
/ Y%
’ o—% 3 28 34 3
-3 2 -1 ’Mx/a 1 2 2
J
X obr. 51.

Normalni ktivka (obr. 51), zobrazujici GauBav zdkon, je sou-
mérné pod.le nejvétsi pofadnice y, v misté X = M.
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ey

ol2n

Zavedénim odchylek 2 =X — M poéiﬁe se/poétitek do bodu M.
13. Rovnice normdint kfivky

12, Nejvétst poradnice y, =

SN (2 o)
sk K S
Body obratu kiivky maji soutadnice z = + 05 y=y, e 2.
Pi1 normalnim rozloZeni Setnosti se aritmeticky primér, mediédn
a modus ztotoZiuji; éinitel kososti je 0, &initel plochosti 3.

3. PFirovnani daného rozlozeni k normalnimu.

Prirovname bud frekvenéni polygon k normadlni kfivee nebo
normaln{ (theoretické) éeinosti ke skuteénym.

14. Konstrukce kiivky. Rovniei normalni kiivky, odpovidajici
danému rozioZeni, dostaneme dosazenfm N a ¢ do rovnic 12. a 13. Pro
rizné hodnoty pomérnych tseéek x:0, t j. pro odchyvlky 2 = X — M,
vyjddrené v jednotee o, vyhleddme v tabulce (viz Mutematické a sta-
tické tabulky 1., str. 64) oo

pomér poradnic Z—/‘Z=e— 2 =gq

0

a z n¥ho vypodteme ptislusnou potadnici y-=y,¢; z jednotlivych
bodt pak kiivku sestrojime (obr. 51).

Na pi. pro odchylky x, =toy 2, m+ 20> T, =+3¢ jako pom&rné Gecelky
zio=+1, +2;, +8 jsou pus.usué pu!‘udnice v, —0 60653 Yyi yz=0 13534 Yys

-0 01111 Uy -

Tetny v bodech obratu protinaji osu x v bodech + 20; polomé&r kiivosti
ve vrcholu je az;yo. Osa x je asymptota.

15. Pofet prika, ktery pii normédlnim rozloZeni &etnosti moZno
odekdvati v intervalu od x=a do z="5, jo dan integralem

b (z:0)? o
b i
F,= yoje 2 dz,

a

t. j. obsahem plochy normdlnt k¥ivky mezi potadnicemi y,, ¥, a osou x.
Celd plocha kiivky mé obsah F” = N.

Ve zmin&né tabulce na str. 65 jsou k pom&rnym &islim z:0 vy-
poéteny hodnoty F (z:0), t.j. obsahy &asti plochy normélni kiivky
mezi jeji osou soumérnosti a poiidnici v misté x, pfi éemZ polovina
plochy mé obsah F® = 0,5. Celd plocha znézoriiuje celkovy rozsah
souboru N.
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Jde-li o soubor jiného rozsahu N’, neZ je v tabulce, kde N =1,
dostaneme hledanou Getnost v intervalu (0, x: o), ndsobime-li piislus-
nou hodnotu tabulky &islem N'.

Podle tabulky je v souboru N’=100 000 prvkia pfi normdlnfm rozloZent

od M do onebood Mdo— o 34134 prvka, t.j, 34, 1“/, rcz=ahu souboru;
Rk, GRegh | SRFCORN TGN, T PR Tl ety 1 ATy S § o L = Fid
st 5, 8G gy M0 —30 49869 - -, 10 49, 9"/.: » »

16. Cetnost v libovolném intervalu @, — x, je vyjddrena rozdilem
F (z,:0) — F{x,:0), ktery stanovime rovn&Z podle tabulky.

V intervalu od 3o do oo je 50000 — 49 865 =135 prvkd, t.j. jen 0,135%, souboru.

Znadi-li uréitd stiedni ¢dast plochy toleranci vyrobku, vyjadiuie zbytek risiko
dodavky. Jiné zpihicoby uziti statistiky na kontrolu hromadné vyroby (s tabul-
kami, obrazci a pukludy) viz €SN 2240-1940, Statistickd kontrola jakosti.®

4. Nesoumérné rozlozeni.

Pasobenim jednostrannych zékonitych vlivit nebo jinych sou-
stavnych pri¢in je frel.venéni kiivka nesymetrickd. S rostouci ne-
soumdrnosti vzdaluji se od sebe pramér M, medidn M’ a modus M’

Nesoumérné rozlozeni, ¢asté v biologii, majf tidké zjevy (10., str. 222),
Krfivka, zcbrazujici t. zv. Poissonovu funkei, probihd podobnd jako v obr, 52;
8 rostoucim sp ~n se vrchol sniZuje a Sine se doprava.

17. Absolutni mira nesoumérnosti (kososti) rozlofent M — M"
kladnd pri levostranné asymetrii (obr. 52), jez se casto vybkytu_|e
v biologii.

Obr, 52.

18. Relativnt mira hesoumérnosti rozloZent -JW—TM.

Pearson stanovil 12 zdkladnich typu frekvenénich kiivek. Dvonvrcholovd
frekvencni kiivka svidéi o nesourodosti souboru; mozno si piedstaviti, Ze vznikia
ze dvou jednovreholovych, Rozbor viz €SN 2240-1940,
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5. Korelace.

Korelace &ili souvztainost je vztah dvou statistickych ¥ad XX
...;Y,,Y,,..., plinémZ s ménicimi se hodnotami znaku fady jedné
méni se rozloZeni fetnosti znaku fady druhé a naopak.

KdeZto pii funkéni zavislosti patfi, kaZdé hodnoté X jedna
uréité hodnota ¥, piislusi pii stochastické ¢ili kolektivni zévislosti
argumentu X rada hodnot Y. ;

Korelaént tabulka mé dva vehody (Fadky a sloupee) ; podavé rozloZeni
getnosti podle jednoho znaku a v ramei jeho kaZdé tridy rozloZeni podle
znaku druhého. Graficky obraz tabulky je korelacnt pole s pravoihlou
siti t¥id, v n8m# body (X, Y) tvori nepravidelny shluk; je-li smér
nejhustsiho pasma k osam Sikmy, je mezi znaky korelace; je-li rovno-
béZny s nékterou osou, neni mezi nimi pi.éinného vztahu.

Nand8ime-li k tise¢kdm X primdry ptisludnych ¥ jako potfadnice, vznikne
spojenim bodt t. zv. regresnt édra; podobné druhd, nandSime-li k hodnotdm ¥
priiméry piisludnych X jako tsetky. Obé mahradime pfrimkami regrese, které

nejlépe piiléhaji k hodnotdm praméria. Cim ostiejsi dhel sviraji, tim t&sn&jsi
je pfi¢inny vztah obou znaku.

Nandsime-li na kolmice, vztytené ve stiedu kazZdého pole korela¢ni tabulky
pro dva znaky X a ¥V, délky amérné ¢etnostem v poli, dostaneme soustavu bod
v prostoru, jimiZ v mezném piipadé& je naplnéna spojitd korelaéni plocha éetnosti.
Pii normédini korelaci jsou fezy kolmé k rovind x y kifivky normdlni; vrstev-
nice plochy jsou podobné a podohn® poloZené elipsy. Jejich primdty spojujf
v korela¢ni tabulce body téZe &etnosti.

Korelace dvou znakii X, Y se zjisti podetn&. Podle korelaéni tabulky
stanovime aritmetické praméry M, My a pak odchylky od aritm.
priméri: x;=X;—Myx; y;=Y,— My.
2wy,

Iz .r: z y:
je mirou pFiéinného vztahu znakt X a Y. KdyZ r = 0, neni mezi

znaky Zadny vztah; pii » =1 je korelace tiplné. Je-li » > 0, stoupd ¥
s pribyvajicim X; je-li » <0, klesa.

19. Koeficient korelace: r =

s 1—7r2
20. Smérodatnd odchylka koeficientu korelace: o, = =
n
Vypoéteny koeficient korelace 19. je v mezich r + a,..

J. Janko: Zaklady statistické indukee, 1937.

U. Yule: An introduction to the theory of statisties, 11. vyd. 1937 (&es. dle 7. vyd.
V. Novédk—J. Mrdz: Uvod do teorie statistiky, 1926).

8. Kohn: Ziklady teorie statistické metody, 1929 (s pifehledem literatury).

Ch. Jordan: Statistique mathématique, 1927.

R. Fisher: Statistical methods for research workers, 6. vyd. 1936.

0. Anderson: Einfiihrung in die matematische Statistik, 1935.

@. Darmois: Statistique mathématique, 1928. -~

E. Czuber: Die statistischen Forschungsmethoden, 3. vyd. 1938.

H. Rietz: Handbook of mathematical statistics, 1924 (n&ém. pfFekl.. 1930).

E. Kohlweiler: Statistik im Dienste der Technik, 1931.

W. Shewhart: Economic control of quality of manufactured product, 1931.
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XX. Methody praktické analysy.
1. Vypocet a konstrukce raciondini funkce celistvé.

Pifeme-li indexy koeficienti souhlasné s mocniteli proménné,
mé racionalni celistvd funkce obecnd tvar

fe)=a,&"+a, 2" +... +a,2a'+a,x+a,.

1. Hornerovo schema. Pro dané xz =z, je hodnota dané funkce
f( x,) Zbytkem déleni f(x) : (x — z,) . Vypocet se provede ve schematu:

e Sy oo S a, a, a,
* B Oy ™~ T8y ROt o Ry ac o 5 z,8,
z, | a, R b X L 8, 8, (8,) = f(z,) -

V prvnim f4dku jsou v¥echny i nulové koeficienty (se svymi zna-
ménky), druhy aZ na # pod a, zatim volny podtrhneme, do tietiho

napiseme vlevo z,, pod # prvni koeficient @, . Pak vypoéteme sou-
éin , a,, napiSeme jej do rddku druh¢ho pod a,_, a soudet a,_, +
+x, a, =8, _, do tietiho. Ten nésobime faktorem =z, , souéin
napiSeme do fddku druhého pod @, , a soulet do tretiho atd.
Posledni soucet (s,) je hledanéd hodnota funkce f(z,).

Je-li f(z,) =0, jest &, nulové misto funkce &ili kofen rovnice
f(2)=0.

P#iklad 1. Stanoviti hodnotu funkee f(z)=1,82"—2,12* +32+1 pro z = 0,6
a pro x = — 0,5. Schema je nésledujici:
1.8 =Ry I 1,8 =953 1
* 0,9 —0,6 1,2 | * —09 15 —22

05|18 —12 24 22)=1(05) 05|18 —3 45 (—1,25)=7(—0,5)

Soutiny vyéteme tiebas na logaritmickém pravitku nebo provedeme strojem
pii jediném ustaveni faktoru z,; jsou-li to jednoduchd ¢isla, vynechdme druhy
fddek a pod &dru piSeme hned soudty.

Piiklad 2. Prabsh funkce f(z) = &° — 11z + 12 zobraziti kiivkou y = f ().
Ke zvolenym tsetkdm z vypodéteme v Hornerovd schematu pofadnice y. Na p¥F.

|1 0 —11 12 ll 0 -1 12
r=—4]1 —4 5 (—8)=y =0 (12)=y
-3|1 -3 -2 (18) 141 1 —10 (2)
-23f1 -2 -7 (26) By Sie et g)
-1|1 -1 - 10 (22) 3(1 3 -2 (6)

Viechny fddky jsou odvozeny z podtrZeného prvniho. V intervalech (—4, —3);
(1, 2) & (2. 3), kde funkce mé&ni znameni, protind kfivka osu x; Gusetky priusediki
jsou koveny rovnice f(z)=0.

Schema je vyhodné také p¥i vyéisleni &dsteéného soudtu mocninové faay,
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2. Trdansformace substiluct x =&+ h. Koeficienty transformované
funkece, po¢inaje nejnizsim, jsou zbytky postupného déleni; stanovi
se methodou Hornerovou.

Pfiklad. Funkce f(z)= 2*+62°+2—2 se rednknie substituei z=&—2
tak, 7e odpadne kvadraticky ¢&len. Ve schematu

1 6 R s je ted kazdy radek odvozen z podtrzeného pred-
Zal g 4 i (12) chdzejiciho; v zdvorkdch jsou hledané koeficienty
2 transformované funkce
-2 1 2 - (—11) =
b A S T
-2 1 (0) 1(E—-2)=¢" —115+12. )
(1) Krivky y=f(x)ay=f(5-2) json shodné; druhd

— smoesos vessyznikne po$inutim o délku A =2 ve smiéru + x.

3. Konstrukee Lillova (obr. 53) patif k nejrychlej$im zptisobtim. jak
uréiti hodnoty racionalni celistvé funkece pro dané z=x,. Koeficienty,
poc¢inaje nejvyssim
a, . radi se k sobé
jako tisecky do pra-
vothlého ramee po-
dle pravotoéivého
smérového kiize.
Ramena kfiiZe jsou

orientovana ze

stiedu O Sipy a kol
dokola oznadena v
poiadi v&emi ¢isly
od n7 (sméru + y)
do nuly. Kazdému
koeficientu je tim
v ramei vytéen ur-
¢ity smér a smysl;
chybi-li néktery,
nancsem2 daldi ve
sméru  a smyslu
jemu  prisluéném
Obr. 53. (zdporny bé&Zi proti

sipu). Do rdmce se

pak napne od sti¥edu O pravouhly mnohouhelnik, jehoZ strany maji
spad tgp =1, . Usck na posledni strund ramce od koncového bodu

usetky a, je jiz hledand délka f(z,); kladnd md opa®ny, zdporni
soublasny smysl se sm3rein, jehoZ Sip je oznaen nulou.

PFiklad. Stanoviti hodnotu funkce f(z) =1 8z°— 2122+ 3z +1 pro =035,
z=—05 (obr. 53)., Napred vyznatime smérovy kfiz s potdtednim smérem 31.
Podle né¢ho pak sestrojime na milimetrovém papiru rdmec o strandch

a3=18=04,; QGg=—21=4,4,; a,=3=A4,44; ay=1=Ad,4,.
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0d bodu 4, dold naneseme jednotku délky do bodu P a na kolmici doleva
kladvé, doprava zdporné z,; s pfeponou tak urteného trojihelnika vedeme
bodem O rovnobézku. Dédle jest

B B, 1 0B,; BB, | B,B,; A,By=1(05)=+22.

Zépornému zy = — 0 5 patii mnohothelnik 0C, C,Cy a 4,Cy=f(-05)=—1.25.

Mé&nime-li mnohothelnik v rdmei tak, az posledni rameno zapadne do bodu
A‘, a bodem P vedeme rovonob&zku ¢ prvaim ramenem, nalezii jsme v useku
x=—0,27 priblizn¥ kofen rovnice f(x) =0; uvedenym schematem vypodteme
7(—0,2/)=0.0015 misto nuly.

Lillova konstrukee je grafickd iprava Hornerovy mefhody; &isla t¥etiho fddku
(v piikladu 1.) jsou tu zobrazena useckai na.Aeranach rdmce.

2. Redeni rovnic algebraickych i transcendentnich.

1. Obrazy redlnych kofenit rovnice f(x) =0 a jejich pfibliZné
hodnoty se piehlednd zjisti graficky dvojim zputsobem:

a) zobrazime kiivku y=f(z); jeji prusediky s osou x jsou
obrazy kofenti. Nebo g

b) rovnici f(x) =0 rozvedeme na tvar ¢(z)=y(x) a zobrazime
kiivky y=g¢(x), y=1vp(z). Uselky pruseéika téchto kiivek
jsou kofeny rovnice f(x)=0.

Druhého zptisobu uZiieme zv1a$t8 pro fedeni rovnice kubické a rovnic trans-
cendentnich. V obou pfipadech mozno voliti na osdch riiznd méiitka. Pribliznou
hodnotu kofene uréime piesndji zve 3enim vykiesu v oblasti prisec¢iku nebo ji
zlepSime ndékterou numerickou methodou.

Redlné koreny dvow rovnic o dvou nezndmychi

Hz,y)=0, g¢(zy)=

najdeme ptiblizné graficky jako soutadnice priseéiki dvou kiivek,
uréenych danymi rovnicemi. Zpravidla jde o jednu urticou dvojici
kofent (x, y). R

2. Separace koienit. Podle grafického obrazu vytkneme snadno
interval (z,, x,), vnémZ hledany koten je uzavien. Obecné plati véta:

Mezi dvéma hodnotami 2., z,, pro které spojitd funkce f(x) mé
riiznd znameni, jest jeden nebo lichy poéet kofenii; neméni-li derivace
f'(z) v intervalu (z,,z,) znameni, je v ném jen jeden kofen.

Pro algebraické rovnice plati ¢etnd pmvid‘a, jimiz lze urc¢iti hranice i poéet
kladnych a zdpornych reamych kofena

P#iklad 1. Kubick4 rovnice z° +az® +br+c=0 se pfevede napied substituct

r=(— % na redukovanou & +pi+g¢=0, kterou rozvedeme na dvd rovnice

y=§; y=-—pi—-g.
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Prvni zna&i kubickou parabolu (subtangenta rovnd se tietin& ase¢ky, obr. 54),
druhd piimku. Obd zobrazime na milimetrovém papiru (§ v centimetrech, y v mili-
metrech, po ptipadé v mensim méfitku). Piimka protind parabolu v jednom nebo
ve tl‘ech bodech, z nichZ dva mohou splynouti. Usetky priseéika jsou pfiblizné
koifeny redukované rovnice; kofeny pt-
vodni rovnice plynou potem z rovnice
substituéni.

P#iklad 1. Rovnice z°+ 62" +2—2=0
piejde substituci £=5—2 na redukovanou
&2 —11£+412=0, kterou fesime parabolou
y=& a primkou y =11&—12. V obr. 54
urdena piimka dvEma body: (4, 32) a
(— 4, — 56), kde usetky zvoleny, poiad-
nice vypodéteny. Pfiblizné hodnotv koie-
nt jsou 1,3; 24: —37; priblizné kofeny
rovnice puvodnl -0,7; 0,4; —5,7.

Pfiklad 2. Transcendentnf{ rovnice
cosz=x <e fedf kiivkou y=cos x, sestro-
jenou podle tabulek, a pfimkou y =z pii
stejném méfitku na osdch. Obd se pro-
tinaji v jediném bod#, jehoZz uselka x=0.7
je pFibliZznd hodnota ko¥enu; opravime ji
ndkterou numerickou methodou.

Pfiklad 3. Komplexni koieny rovnice
f(2) =0 uréime rovnéz graficky. Levou
stranu rovnice rozvedeme na ¢dst redlnou
a imagindrni f (x + iy) =u (. ¥) + iv (z, ¥)
a zobrazime kiivky u (z,y)=0: v (z,y)=0.
Soufadnice z,y praset¢ikd obou kiivek
jsou souédsti kotent 2=« + iy. Hodnoty
tak nalezené moZno jest& opraviti nume-
rickymi methodami.

3. Regula falsi (methoda im&rnych &asti). Jsou-li x,z, ptiblizné

hodnoty kofenu rovnice f(x) =0, pro né% f(x,) a f(x,) ma;i razné
znameni, je dalsi piibliZné hodnota.

X, — X,

e o B R

Obr. 54

Geometricky je to tsefka pruseciku seény s osou x, kterym se
interval (z,, #,) déli na dva: (=, «,) a (»,, x,). Dalsi ptibliZeni
hodnotou #, je v tom z obou, na jehoZ koncich mé funkee razné
znameni. Tak pokradujeme, aZ Z4dany podet mist ziistane pii nové
hodnotd beze zmény.

4. Methoda Newtonova. Je-li z, pfiblizné hodnota kofenu rovnice
f(x) =0, je dalsi hodnota ptibliZné

S e
xe—xl— m.

Geometricky je to usetka pruseéiku teény s osou x. Obecnd (neni-li
hodnota f(x,) uZ blizkd nule) maji hodnoty funkce f(z,) i druhé

derivace f”(z,) miti toté% znameni.
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Je zéhodno pii vypoétu piiblizné hodnoty kotfene (pii jeho
postupné aproximaci) kombinovati obd uvedené methody (3. a 4.).

Pfiklad 1. Rovnice cos x =z mé piiblizny kofen z, =0,7. PiSme
f(x)=x—cosz; f'(@)=1+sinz; f’(x)=cosx.

0,7 — 0.76484
T e
z,=0, T 706442 0,7394
dalsi pribliZnou hodnotou kofenu. S tou vypoéteme podobn& z; atd. (kofen je
0,739085).

P#iklad 2. Rovnice 2% = 100 se Yedi ve tvaru zlogz =2. Z logaritmickych
tabulek nebo graficky (priseéikem kfivky y =z log & a pifimky y= 2) zjistime,
%e jediny redlny koifen rovnice je v intervalu (3, 4). Jeito

Zde jest

1
fx)y=zlogz—2; f'(z)-z‘—oi—e+logz; f"(:c)--’o—ie—;
1(3)=31log3 —~2=—...; loge=M=0,434294; "@)=+ ...;
f(4)m4ilogd—2=+...; d)=+ ...,
vyjdeme od z, = 4. Dalsi pFibliZzeni
1 (@) 4log 4 — 2

e e S e B
S touto hodnotou je

1 (=) 3,606 081 log 3,606 081 — 2

o ? % = Gy OB 08l = G T201+ Tog 3,60008L T oY

pfesnd na § des. mist, nebot z, = 3,597 284.

Pozn#dmka. Rovnice. které maji nezndmou v mocniteli moeniny nebo v argu-
mentu logaritmu, jsou transcendentni a siuji exponencidlni nebo logaritmické. Lo-
garitmovanim a vhodnou apravou ize je vSak mnohdy pfevésti na tvar rovnic
algebraickych. Na pf.

sinhz=1 ¢ili e —e%=2

je rovnice exponencidlni. Ndsobime-li ji ¢initelem e®, prejde na tvar rovnice
kvadratické

3262 1=0; e*=1+)2, a=Ilg1+)2).
Redlny kofen  =lg 2,41421 = 2,302585 log 2,41421 = 0,88137;
komplexni kofeny z) =1g (—0,41421) = 1g 0,41421 + i 2k + 1)z; (viz str. 14).
Dvé rovnice o dvou mezndmyjch: f(2,y)=0; ,g(x,y)=0.

Jsou-li z,,y, ptibliZzné hodnoty dvojice koifenti soustavy danych
rovnic, je dalsi pFibliZeni
f9y—9f, 105l
o Yattae okt s ol Fisiuctn , e
s podminkou, Ze funkcionélni determinant z pé,rcié.]nich derivaci
D = f, g, — 1 9.+ 0. Methoda vede rychle k cili, jsou-li prvni pfi-
blizné hodnoty z,,y, dosti blizké dvojici kofent.
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5. Iterace. MoZno-li danou rovnici f(z)=0 pfevésti na tvar
z=@(x) a je-li v intervalu mezi korenem z a jeho pribliZznou hod-
notou z, derivace |¢'(z)|<1, jsou dalsi priblizné hodnoty

z,=@(x,); z=0@(,);
Je-li |¢'(x)|>1, prevedeme rovnici  =¢@(z) na inversni () =x;

tu moZno jiZz TeSiti iteraci, jeZto y'(z)= i je pravy zlomek.
Dvé rovnice o dvou nezndmych: f(z,y)=0; g(z,y)=0
pfevedeme nejprve na tvar .
r=g@.y); Y=y
tak, aby fiunkee ¢ a ¢ v okoli nulového mista mélo se ménily. Jsou-li
x,,y, priblizné hodnoty dvojice Kofent, je dalsi ptibliZeni :
T, =@ .y); Y, =v(*,Y,)
atd. Postup konverguje k hodnotdm piesnym, kdy% vSechny parcialni

derivace funkei ¢ a w jsou mensi nez 5 -

3. Analysa empirickych funkci.

Empirické zdvislosti jsou zjiStovany pokusné: Fad8 zvolenych
(bezvadnych) hodnot z,, z,, ..., r, prislusi naméfené hodnoty funkee
Yo» Yy + + +» Yy . Vzhledem k nevyhnutelnym chybdm pezorovéni neleZi
body takto uréené na hladké kiivee, nybrZ jsou rtizné rozptyleny. UZi-
jeme-li Lagrangeova vzorce (4. na str. 211), prochazi parabola n-tého
stupné nalezenymi body v poétu n+ 1 bez ohledu na okoli. Proto
uréime radéji parametry nahradni funkce, kterd vSem pozorovéanim
nejlépe se bliZi, vyrovndvacim podétem.

1. Linedrnt zdvislost. Le%i-li body M, (z,, y,) ptiblizné na piimce
y=a,+a, z, urdime jeji nejvyhodné&jsi polohu napjatou niti a sta-
novime parametry a, (Gsek na ose y), a, =tg« (smérnice). Nebo
vyrovnavacim podtem: pSeme-li podle odst. (&) na str. 232 rovnice
oprav vy, =a,+ayx,—y, pro v=12...n
. jsou normélni rovnice

na, + [z]a, —[y] =0
[z]a, + [zz]a, — [ry] =0;
a = 21yl — [#1[ry] a. = 2z = [21[y]

= . < = 5

° mf[zz] - [2] ' nfex) — (2]

A

Vyrovnana primka jde tezxstém'soustavy bodt M, (x,,y,); jeho
soufadnice jsou zp =[z]:n, yp=[y]:n.
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2. Anamorfosa. Probihd-li ve funkéni siti &= @(z), n=1v (y)
empirickd funkce jako ptimka n=a 4+ a, §,'na pf. funkce mocninova
v jednoduché, exponencidlni ve dvojité logaritmické siti (str. 265),
vyrovname graficky nebo poétem. Pii bezvadnych & maji body (&, )
vdahu p=1:9"*; normélni rovnice jsou

(pla,+[pé] a,—[pn] =0
[péla,+[Pp&la,—[pénl=0.

3. dproximace raciondlnt funkct celistvou. Podle pritb&hu empirické
funkce (seskupeni boda) rozhodneme o stupni funkece néhradni:
pii soumérném zakiiveni volime funkei 2. stupné&, pii nesoumérném
s jednim bodem obratu funkei 3. stupné, se dvéma body obratu
funkei 4. stupné atd. VétSinou vystaéime v mensim intervalu s funkei
tretiho stupné.

Pro usnadnéni vypoétu prevedeme interval (a, b) na (— 1, + 1)
substituci

b+a b—a
G SRy T

T ==

Néhradni funkce: y =a, +a,t+a,t* + a,t*.

Volime-li ekvidistantni hodnoty ¢, odpadnou v normélnich rovni-
cich souéty lichych mocnin a soustava se rozpadne na dvé

na, +[*]a,—[y] =0, [¢*]a, + [*]a, — [ty] =0,
(t*la, +[t'] a, — [t*y] =0, [(¢*]a, +[t*]a, — [Py] = 0;

z prvni vypoéteme a,, a,, z druhé a,, a,.

4. Vyrovnini empirické Fady.

Na ekvidistantnich mistech , =z 4+ v4z byly pokusnym méfe-
nim zjiStény silné kolisajici hodnoty ¥, jisté empirické funkce. Obra-
zem zévislosti je fada rozptylenych bodi (z,.y,), kterou pied dife-
rencovanim nutno nahraditi souvislou hladkou ktivkou.

Pfi slabém zakiiveni nahradime kazdé y, aritmetickym pramérem
tfi sousednich

— 1 1
U= 5 Ui+ Ut i) =%+ 5 4,

Vyrovndni mozZno provésti graficky. Jcou-li 4,, 4,, 4, tii sousednf body,
spojime bhody 4, a A, pii¢ckou. klerd pofadnici bodu 4, protne v bodé B,. Usedku
¥ B: rozdélime na tii dily, déiiei bod k pri¢ece piilehly je bodem ndhradnim. Tak
opravime vdechny body mimo oba krajni.

Nevyhovuje-li prvni oprava, mozno vykon znovu opakovati.
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Pii silném zakiiveni nahradime kaZdé y, hodnctou
\%l 85
yv= yv— %Av—z S

Vzoret nelze upotiebiti na zaldtku a konci fady pozorovéni.

5. Harmonicka analysa periodické funkce.

Periodickd funkce f(x)=f(x+ 2x) s periodou 2z je zobrazena
bud empirickou kiivkou nebo pietrZitou (diskretni) Fadou bodu.
Na ekvidistantnich mistech, obecné pro

2 s
xv=_”,,, kde »=0,1,2,...,n, &li pro
n

z, =0, i Disraes Sees X =—=20

e n—1* n

mé funkce hodnoty (kiivka potadnice)
Yoo Yy Ygs oo ey Yol Y=gy

Hled4 se pro ni piibliZny analyticky vyraz ve tvaru goniometric-

kého mnohoélenu.

Y EZ ]
l

Funkce f(z) s] periodou I pfejde transformaci {=
1. Ndhradni funkce budiz

y(x)=a,+a, cosz+a, cos2z+ ... + a,, cos mz

na periodu 2.

+ b, sinx+ b, sin2x4 ... + b, sinmx
a podet danych potradnic budiZ v&t§i neZ podet élenti ndhradni funkce,
n>2m-+41.
Methodou nejmensich &tvercu plynou z podminky

- Z[y(x,) —y,]* = minimum (1)
v
koeficienty ndhradni funkce, které se dané funkei nejlépe bliZi:
a°=—rlb—%‘y,, aﬂ=%%‘yvcos,uxv; v soudtech »=1,2,...n;
2 .
b/4 gkl 2 gy,, sinuz,; pro u=12...m.

P¥i pevném u=1, 2,...m probihd » hodnotami »=1, 2,...n.
Stejnolehlé sinové a kosinové Eleny moZno spojiti, klademe-li

. ]/ 2 2 LAty
a”=AFsmzp”,b/4=A”c05(pﬂ, AH=+ aﬂ+b/‘, tg (pﬂ—b_u.al“
néhradni funkce nabude tvaru

yp(x)=a,+4,sin(x+ @) + 4,sin (22 Fp,) + ...+ 4,,sin (mz + ¢,,) .
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2. Methoda Rungeova. Ndhradnt funkce mé tvar
y(x)=a,+a, cosx+a, cos2z+...+a, . cos(m—l)z+a, cos mr
+b, sin z+b, sin 2z+...+b,_, sin(m—1)z
a podet danych poradnic se shoduje s poétem &lenti; prakticky
se voli nasobek ¢étyt,
n=2m=4p.

Vyraz (1) Ize ted u&initi nulou, takZe ndhradni funkce v mistech (z,)
s danou souhlasi (goniometrické interpolace).

Koeficienty ndhradni funkce

1 : 2
o 52N s 2(— 1)y, ; b= L+ 2y si
am—zvyycosmx,—-ﬁ-v(— Yot s u A Yy B R,
v soudétech =1, 2,...,n; pro 4=1,2, s, m= 1.

Podetni schema pro 12 danych pofadniec.

Poradnice analysované kiivky preloZime do dvou fadek a utvoiime
jejich souéty a rozdily.

%
Y Y Y Y Y Y
Pofadnice ! r > y ¥ :
ylZ yll le yD .7/5 y'I »
soudet EX 8, s, 8, 8, 8 8,
rozdil * d, d, d, d, - dg *

Souéty s a rozdily d pfeloZime znovu a utvoifime z nich:

8, 8, s, 8, d, d, d,
*
8, 8, s, | d, d, *
soucet S, EX s, S o, o, a,
rozdil d o, 0, * 4, d, *

Technicky pravodce, svaz. 1, 2. vyd. : 17
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Koeficienty élent kosinovych.

85953 ;
cos 0°=1 0 C e S o B 0,
Sy Sq
cos 30° = 1— 0,1340 o,
cos 60° = 0.5 0, =5y [Esy
soudet I L 1 i f 1 11 I II
I+11 12a, 6a, 6a,
I—1I 12a, 6a, 6a, 6a,
’ Koeficienty élentt sinovych.
sin 30°= 0,5 g,
sin 60°=1— 0,1340 a, 0, d,
sin 90°=1 a, g, a,
soutet | I ¥ F II 7 II
I+411 60, 60,
I—-11 60, 60, 6b,

Veliéiny s, 9, 0, d znédsobime ¢isly v prvnim sloupei téhoz fadku
a soudiny seéteme do sloupcti I, II; z téch pak souétem a rozdilem
plynou vypsané nésobky koeficient.

Misto cos 30° =sin 60°=0,8660 jest psdno 1— 0,1340, jezto na logaritmickém
pravitku je ndsobeni &islem 0,1340 piesnéjsi.

Kontrola koeficienti: [y*]=1(4 +B), kde znadi
WPl=vi+ 9+ .-+ 95+ 5,
A=1}1(12a,) +(6a,)’ + (6a,)’ + ... + (6a,)" +1(12a,)";
B=(6b,)" +(6b,) + ...+ (6b,).

Rovnice analysované kfivky:

y =a,+a, cosx +a,cos 2z + a,cos 3z +a, cos 42 + @, cos 5z + a, cos 6z
+b, sinz+b, sin2z+4b, sin3x+b, sin 4x+ b, sinbz.
Pro piesndjdi analysu (24 pofadnic) jsou tisténé formuldie

Runge-Emde),
Sablony (Zipperer) a tabulky (Pollak). Kocficienty mozno stanoviti tuké graficky.
Piistroje, které mechanicky analysuji, sluji harmonické analysdtory.
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6. Grafické diferencovani a integrovani.

1. Konstrukce k¥ivky diferencidint (obr. 55). a) V jednotlivych bo-
dech 4,,4,,4,,... dané kiivky (4) sestrojime teény a pélem P, ve
vzddlenosti I vlevo od poéatku zvolenym, vedeme s nimi rovnob&zky:

P,0yA4,T,, Pl|T,T,
P24TT, ...

Useky na ose y (goniometrické
tangenty) prenasime rovnobézkami
s osou x na pofadnice dotykovych
bodtdo B, B,, B, ..., které jsou jiZ
body hledané diferencidlni ktivky
(B). Jimi vedeme mezi potadni- £
cemi prasecika teéen T',,7,,T,,. ..
usecky rovnobéZné s osou x; body
spojime kiivkou tak, aby vidy dva
kiivodaré trojihelniky po obou
strandch poradnic bodd 7' mély Obr. 55.
stejny obsah. ;

Nesprdvnd poloha teden kiivky (4) md znaény vliv na tvar diferencidlni
k¥ivky (B). Rychlou a pifesnou konstrukei te¢en lze provésti mechanickymi
prostiedky : normdlnim zrcitkem nebo hranolovym derivatorem.

7
:‘45

b) P#ibliZnd konstrukce diferencialni kiivky. Interval rozd&lime na
jisty pocet stejnych dili, teény nahradime sefnami a goniometrické
tangenty nanasime prosté na stiedni poiadnice.

¢) Konstrukce Slabyho (obr. 56)
mahrazuje diferencialni kiivku
kiivkou diferenéni. Danou ktivku
posineme smérem -+ x o malou
délku Az ; rozdily poradnic obou
ktivek nandsime jako poradnice,
posinuté zpét o Az.

Kiivka nahrazuje velmi dobfe kifivku
difercncidlni {varem i polohou. V poldrni
soustaveé pootoc¢ime kiivku o maly thel 6
4 ¢ o nanddime rozdily pravodi¢a. Obr. 56.

Z prvni diferencidlni kiivky (zndzortiujief rychlost) odvodime ob-
dobné druhou (zrychleni). Pii konstrukei se chyby snadno hromadi.

2. Konstrukce &dry integrdlni (obr. 57) je obrécend k piredchdzejici.
Danou krivku, jejiz rovnice y = f(x) nemusi_byt zndama, nahradime
nejprve stupiiovitym obrazcem téhoz obsahu. Radou vyznaénych bodi
B, B,,B,,... (body krajni, body obratu, vrcholy, nulové mista a j.)
vedeme rovnobézky s osou x a mezi nimi umistime svislé pri¢ky tak,

e



260 Matematika.

aby piilehlé dva trojihelniky mély stejny obsah. Doséhneme toho
odhadem, ‘odpoéitdnim &tvereénich milimetrii nebo pomocnou kon-
strukei, pfi niz oblouk kiivky nahradime obloukem paraboly;-ma-li
osa této smér x, jde piicka prvni tfetinou priméru (a), pfi sméruy Sik-
mym pramétem tietiny (b). Body B, B,,B,,... promitneme do osy y
a jejich praméty 0, 1, 2, ...
spojime s pélem P(—1,0).
Vychézejice z bodu 4
(a,0), vedeme mezi pro-
dlouZenymi pri¢kami rov-
nobézky |
A T B0, T TS P
L=TNP2y s

které jsou teénami inte-
gralni Gary

T
Obr. 57. ajf(x)d:c=17’(x);

dotykové body 4, 4, A leii‘na poiadnicich boda B Bv Bl

Potadnice F (z) udavé svym mérnym &éislem obsah kiivky y = f(x)
v intervalu od a do x. Zvétsime-li vzdalenost pélu od poéatku, zmen-
8i se v témZe poméru potadnice.

Grafickou integraci integralni ¢dry dostaneme druhou éaru integrdlni; jeji po-
fadnice uddava staticky moment plochy krivky y = f(x vzhledem k potradnici jako.
ose. Dal3i grafickou integraci vznikne treti integrdlni ¢dra; jeji poradnice vyja-
drujz polovié¢ni moment setrvaénosti plochy. Mechan cky resi tyto ukoly pristroje
zvané integrafy (na pr. dbdank- Abakanovicziw), které integralni &aru samy kresli.

7. Integrace diferencialnich rovnic. I. Fadu.
1. Numerickd methoda (Runge-Kutta). Partikularni integradl dané
diferencidlni rovnice
y = f (@, )

zobrazuje integralni ¢ara, vychézejici z daného podateéniho bodu
A, (%4.9,). Soutradnice dalsiho bodu @, =, + h, y, =y, + k vypotteme;
ke zvolenému h stanovime priristek & podle vzorch:
ky=nhf(z, y,); ky=hf(xy+ (2, y,+ k,[2);
k,=hf(w,+h, y,+k,); ky=hf(x,+hi2, y,+k,[2);
k=% (b, + k) + + (k, + ).
Podobné uréime souiadnice z,= z, +h, y,=y,+k bodu 4, atd.

PrirGstek A neni tieba voliti piili§ maly, nebot chyba je fadu h°.
Vypoéev sestavime v tabulce.
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2. Grafické methody. Diferencidlni rovnici 9’ = f(z.y) je v kaZdém
bodé roviny xy dan uréity smér (y' =tg«), ktery uré¢ime v pomoc-
mém obrazei s pélem P.

a) V daném politeénim bodd 4 (z,,y,) (obr. 58) vypodéteme
f(z,y,) =c,=tgx, a vedeme jim piimku sméru «,. Na piimce
vytkneme bod A4 (z,,y,) a bod B,
s usetkou ‘(x, + z,):2. Vypodéteme
f(z,, y,)=tgx, a bodem B, vedeme
ptimku sméru «; na ni vytkneme
bod 4, (x,, y,) a bod B, s tusctnou
(z,+,) : 2. Vypoéteme f(z,.y,) =tg «,
a bodem B, vedeme ptimku sméru «,
atd. Dostaneme tak polygon z tecen
pribliZné integralni ¢ary s dotykovymi
body A%, 47, ... na potadnicich bodt 4, 4,, ... Lepsiho piibliZzeni
dosdhneme, vypoéteme-li smérv bodd A’ a v tomto sméru vedeme
pi"imku’bodern Bi; co¥’ opakujeme, a% se smér neméni.

b) Isoklina f(x,y)=Lkonst. (obr. 59) spojuje body v roving,
v nichZ integralni ¢ary maji tyZ smér. Pro rizné hodnoty konstant
zobrazime sit isoklin f(x,y) =a,b,c,... a ke spadim tga=a,
tgf=>b,... uréime v pomocném obrazei s pélem P sméry o,f,...
Danym bodem A vedeme tusec¢ku sméru « do bodu 1 mezi isokli-
nami a,b, odtud usetku sméru f do bodu 2 mezi b,c atd. Polygon
z teden protind isokliny v bodech 4,B,C,...

¢) Postupné pfibliZent umo¥-
fiuje nahraditi integralni &aru
y =1y, (z) lépe vyhovujici darou

T

Y, (2) =y, +ff(x,y,) dz.
Z,

dy,
dx
je kiivka, kterou proloZime body
M, N, R,...; jejich pofadnice
a,b,c,... lezi v poradnicich bodi
A4,B,C,... Tuto kiivku graficky integrujeme. Prvni pti¢ka s ptileh-
lymi kiivodarymi trojtihelniky stejnych obsahtt protind primku A 1
v bod8 1’; jim vedeme piimku smérem B k druhé piitece do bodu
2’ atd. Priseky s isoklinami B’,C",D’,... jsou body dotyku druhé
pfiblizné integralni &ary. '

Obrazem funkee f(x,y,)=
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el 8
Dalsi priblizeni Y, (2) =y, + jf (@,y,)dz
xo

provedeme obdobné. Poradnice a,b,c,... sestrojené kiivky se neméni,
jen usecky a pti¢ky se poSinou. VSe opakujeme, aZ se &ara v mezich
grafické presnosti od predchazejici nelisi. Postup konverguje k reSeni
y(x), je-li K kladné konstanta,

|[f($s?/,.)—f(xs?/)]=(yn—y)|<K; le——xol<1.
8. Graficka integrace 'diferencidlnich rovnic Il. ¥adu.
Methoda Thompsonova. Diferencidlni rovnice druhého Fadu
y'=f(z,y,y) &ili —Z— =cos’ «- f(2,y, tg &)

vyjadiuje ki¥ivost jako funkei polohy a sméru, pfi emZ

b a s e ak

R e P R Aoy

gyt T vid de 1
Obr. 60, da® ., cos*a A’ ds 0

Integrélni ¢éru sestrojime z obloukti kruZnic kiivosti. Ve vycho-
zim bodé A, vypoéteme z danych soufadnic z , y, a derivace Y, po-
lomér kiivosti g, a naneseme jej ve spravném sméru a smyslu na
kolmici k te¢né (obr. 60). Smér je urfen derivaci, smysl zname-
nim poloméru kiivesti; pii kladném smyslu je kiivka nad teénou, pii
zéporném pod teénou (str. 132). Polomérem g, opiSeme piiméreny
kruhovy oblouk 4, B. V bodé B vypoéteme ze souradnic z,, y, & tg«,
polomér kfiivosti g,; naneseme jej vSak na rameno C 0, pilici oblouk
A B. Ze stiedu 1 opi§>me polomérem’p, oblouk, k'ery protne pri-
vodi¢ 0B v bod$ A,. Razni-li se ptili§ bod 4, od B nebo sméry
v nich, vypoéteme ze soufadnic a sméru bodu 4, znovu polomér
kiivosti; coZ opakujeme, a% se novy bod od pfedchoziho znatelnd
nelisi. Obdobné postupujeme déle. i

V mistech s velkym polomérem kiivosti nahradime kiivku tseé-
kami; zmé&na jejich sm&ru je déna rovnici

Ay =y" Az =f(z,y,y) 4.

V bodé obratu, kde y” =0, plyne ¥ z rovnice f(a,¥,y)=0.
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XXI. Nomograf ie.

Nomografie jedné o vypoétu a konstrukei grafickych tabulek
(nomogramii), zobrazujicich piehledn$ funk¢ni zdvislosti promén-
nych veli¢in tak, Ze k dané skupind hodnot nezévisle proménnych
moZno ¢isti piisluSnou hodnotu zavisle proménné.

Promé&nné velidiny ve vzorei, rovnici, funkei F (2,9,2,...) =0
jsou oznadeny 2,9, 2, ..., proménnym v obrazei odpovidajici soufadnice
& 1, ..., zvolend jednotka délky &ili modul je oznaden g.

Pro tasto pouzivany vzorec sestrojime na tuhém papiru nomogram jednou
provzdy; vypoéct kierckoli prom&nné z ostatnich danych redukuje se pak na
pouhé d&teni v tabuice., Konstrukce nomogramu je mnohdy pracnd.

1. Funkéni stupnice.

Zskladnim ttvarem nomogramit jsou stupnice pro funkce jedné
nezévisle proménné.

1. Stupnice pro funkci y = f(2). Pii zvoleném modulu, na pft.
¢ =1 cm, nanasime na piimku cd pevného bodu usecky délek
n, =gl (), - Ny=g @) Ay =afE)e
a k jejich koncovym bodim ptipojime jako kéty hodnoty argu-
mentu x,, 2y, Ty Jsou-li meze intervalu @, z,, kde f(z,) = min.,
f(x,) = max., je
délka funként stupnice L = q [f(z,) Ll (%)
z GehoZ k dané délce L moZno vypoéisti modul ¢ a naopak.
Casto se vyskytuji:

a) Stupnice pravidelnd jest obrazem linedrni funkce y =axz + b;
vi8echny tsefky stupnice jsou si rovny. Je-li ¥ =, sluje méfitko.
b) Stupnice mocninovd jest obrazem funkce y = a™.
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c) Stupnice logaritmickd. pro funkci y =log . P¥i zvoleném mo-
dulu ¢ nanasime podle tabulek od poéatku tsedky

glogl=0, glog 2, glog 3, ..., glogl0=gq; ... glog 100 =2¢g; ...;
koncové body oznaéime 1 (poéitek), 2,3, ... 10; ... 100; ...; stup-
nice se opakuje.

Takové stupnice jsou na ptredni strand logaritmického pravitka. Relativni
presnost v ode¢teni je po celé logaritmické stupuici stejnd.

% % % SO . 2. Stupnice projektivni (obr. 61)
! ot @, je obrazem funkce
ap(x)+b
) cow)+d
a b
s podminkou l d' # 0,

Obr. 61.

kde a,b,c,d jsou konstanty, @ (z) libovolnd funkce. Stupnice f(z)
odvodi se ze stupnice ¢ (2): Ke tiem zvolenym bodnotdm x, x,, z,
vypoéteme ¢(x,), @ (2,), ¢ (2,) a f (2,). f(%,), f(2,); zobrazime stup-
nici @ (z) s modulem g, stupnici f (z) s modulem g, a sjednotime
jeden pér piislusnych bod&. Spojnice ostatnich dvojic protinaji se
ve stfedu promitani S. Ke kaZdému bodu stupnice jedné dostaneme
promitnutim ze stiedu bod stupnice druhé. ZvlaStnim piipadem je
projektivnt stupnice pro funkei linedrni lomenou
: ar+b

o) = m¥a:

odvodi se z pravidelné stupnice (z); déle

ab
HHEX:

stupnice reciprokd pro funkei
ke na p¥ el
px)’ i Srps Wy 4
3. Stupnice kiivd jest umisténa na kiivce. Z rovnic
z=@(t); y=v()
vypoéteme soufadnice jednotlivych boda kiivky pro postupuﬁcx
ekvidistantni hodnoty parametru ¢, jeZ k bodim piipojime.

y=

4. Stupnice sdruené. Zévislost F (z,y)=0, kterou moZno rozvésti
na tvar f, (x)=f,(y), zobrazime-dvéma stupnicemi na téZe primce.
Od spole¢tného polatku nanéSime pii stejném modulu po Jedné
strané tsecky g¢f, (®), po druhé strané g¢f,(y).
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Empirickou kfivku, zobrazujici n&jakou zdvislost y=f (x), miZeme nahraditi
dvojitou stupnici na ose x. Na spodni strané zistdva stupnice pravidelnd, na
horni strané dostaneme stupnici funkce. kdyz body kfivky. uréené body pravi-
delné stupnice osy y, promitneme do osy x a k priimeétum piipojime kOty Y.

5. Plati-li souasné vztahy f (z)=f,(y) =/f,(z) = f, (%), umistime
funkéni stupnice s tymZ modulem na rovnobézkach vedle sebe
s podatky leZieimi na piimece. RovnobéZka se spojnici podéatki,
t. zv. momografickd pFimka, podavé reSeni.

. 2. Funkéni sité.

Jsou-li na jedné nebo obou oséch pravouhlé soustavy soutadnic
misto pravndelnych stupnice funkéni, vzniknou sité, v nichZ uréité
funkce jsou zobrazeny ptimkou (geometrickd anamorfosa). NejuZiva-
nd&jsi jsou sité logaritmické (logaritmické papiry).

1. Jednoduchd soustava (stt) logaritmickd (obr. 62) pro exponenciélni
funkei 5
y=be
Na ose x je stupnice pravidelné s modulem g,, na ose y logaritmické
8 modulem g, . :

SET : =i
I i . {0 - |

N - = // E \\:

ikY BEEERNE \

1 A g : L
3 R 711 Eea

4 | \Q } A/; f 5 -

| I | i 5 L et 54 P

| S e AP S | oy

i | \ el ) yy 1]

12 e 2
:-‘L i + \J ; o ! & R 726695 ]
s‘: VV7_1”—J[~—\\AA%774‘>” - —& 0w AT K

Obr. 62, Obr. 63.

Z logaritmu dané rovnice logy = logb -+ cx loge plyne substituci
§=gq,@, x=2E§:q; n=gq,logy, logy=mn:q,; loge =M = 0,4343

vatah . ; n=cM%£+qglogb,
1

rovnice primky; jejismérnice tg x=cMg,:q,, na ose y tisek g, log b. Kétu b
éteme piimo na stupnici. Bezpeéné sestrojime piimku ze dvou bodi,
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Mozno-li otekdvati, ze né&jaky zjov se Fidi zdkonem exponencidlnim, uZijeme
k jeho stanoven: jednoduchého lcgaritmického papiru, kde k riiznym hodnotdm z
naneseme pfisludnd y. Jsou-li body tak uréené na primee, je zdkon vskutku expo-
nencidlni. Konstantu ¢ vypoéteme ze smé. nice, & ¢teme pfimo na stupnici v prase-
¢iku s osou y. Rozptylené body vyrovndme mechanicky napjatou niti v pfimku.

V obr. 62 a 63 je zobrazena funkce y=6e*0’5“.
V jednoduché soustavé logaritmické moZno interpolovati geometrickou fadu,
jsou-li dany dva jeji ¢leny; funkce ¥ = ag® je zobrazena spojnici dvou boda 4, B.

2. Dvojitd soustava (stt) logaritmickd (obr. 64) pro mocninovou

funkei
y =ba™

Na obou oséch je stupnice logarltmlcké s tymZ neho raznym
modulem. Z logaritmu

logy = logb +m logx
plyne substituci
§=gq,logz, logw=é&iq,; n=gq,logy, logy=rn:q,

vztah n=m—gi£+qelogb,
:

rovnice piimky; jeji smérnice tg « = mg,:q,, na ose y usek g,logb

L 891
T ua :
oy — +
JH 1 % 9
»o_h\ i 8
QA 7
: > 6
H ;3 7 5 \\A
1 LA " \ 1
% < 3 z:xi
i X7 § 3 Nl_ BT
i AL ol §
1 = );:73[5'3
R P S R e W W T )

Obr. 64. Obr. 65.

Kétu b éteme pfimo na stupnici. Jsou-li oba moduly stejné, uddva
smérnice jiz mocnitele nu.
Na dvojitém logaritmickém papiru zobrazime mocninovou funkei (paraboly,

hyperboly, polytropy) pfimkou ze dvou bodia; odtud vyéteme soufadnice dalmch
bodid pro obraz funkee na milimetrovém pa.piru (obr. 65).

Na pi. pti kalkulaci cen miZe cena vyrobku byti v jistych mezich charakteri-
govdna funkei C = kD™, ve dvojité soustav® zobrazend pfimkou.
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3. Dvoyzta logaritmickd sit pro funkee f='a (sinx)™, f=a (tg oc)m
(papir smovy a tangentovy).

Na ose x je logaritmické stupnice sintti nebo tangent, na ose y
stupnice logaritmicka; tyto funkece se zobrazuji primkou.

3. Pruseéikové nomogramy pro vztahy tfi proménnych.
a. Nomogramy kartesianské.

V pravouhlé soustaveé Descartesové lze proménné, vézané vztahem
F (x,y,2) = 0, zobraziti tfemi soustavami kotovanych éar. Kazdy
bod, v némz se protinaji tfi ¢ary riznych soustav, po-
davé trojici k sobé piislusnych hodnot z, y, z (vyhovujicich dané
rovnici).

1. Nomogram rovwice F (z, y, z) = 0. Jednu z proménnych, na pt. z,

pokldddme za proménny parametr a pii zvolenych modulech ¢, g,
zobrazime soustavy :

§ =g, , t.]j. osnova rovnobéZek s osou y, kétované &isly x;

n by q2 y, t' j' ” ” » ” x! ” ”» y;
F(&:q,, n:q, 2) =0, t.]. soustava ktivek, kétovana ¢Eisly z.

Kiivky sestrojime pro ¢etné ekvidistantni hodnoty parametru:
jsou to praméty vrstevnic plochy F =0 do roviny xy; konstrukce
je pracna.

V nomogramu éteme takto: Abychom k danému z.y uréili 2, jdeme kétou x
na ose x ve sméru y, k6tou y na ose y ve sméru x; ob& pfimky se protinaji v bodé
jimz prochézi kiivka s kélou 2.

Anamorfosa. Provedeni nomogramu se usnadni, da-li se soustava
Gar z preméniti na soustavu primek. Misto pravidelnych stupnie
na osach jsou pak stupnice funkéni. MoZné jsou tyto piipady:

2. Nomogram rovnice
L@ +1,@) +f,@=0

~ kde f,,f,,f, jsou rtizné funkee jednotlivych prom&nnych, vyznaéenych

" indexem. Zavedenim funkénich stupnic & = q,f, @), n=gq,f,(y) prejde
rovnice na linedrni

§
q—1+_+f ® =

t. j. osnova rovnobé&Zek o smérnici —¢,:q,, kétovand &isly =
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3. Nomogram rovnice

Matematika.

fy@) f, &) —f, () =0.

Logaritmovénim dostaneme tvar 2.

20 ‘l

Al

100

w

R

Al

1. 125 2 3 °4°5°%
Obr. 66.

4. Nomogram rovnice

Pfiklad. Nomogram pro vzoreo
Q=26724dVn,

kde Q je priatok vodomdrem ve vteFinovyeh litrech,
a prﬁgnér kruhového prifezu v dm, A spdd v dm
(obr. 66). -

log Q =log 2,672+ 2 log d + %log %

Substituci z =q log d; y=gq log h pfi stejném
modulu na oséch plyne

y=—4x+ 2q (logQ — log 2,672),

t. J. ve dvojité logaritmické soustav®é osnova rovno-
bé&zek o smérnici tg a = —4, utinajicich na ose y pro-
meénny Gsek 2 g (log Q — log 2,672). Stupnice pro Q na
ose y mé modul 2¢ a je posinula sm&rem zdpornym
(dol) o 2 g log 2,672; v obraze neni vyznac¢ena, Osnovu
pfimek Q nahradime pFi¢nou logaritmickou stupniei;
jeji modul je ddn vzdalenosti primek Q =10, Q =100,
V nomogramu ¢teme takto: Je-li na pf. ddno d = 1,25
dm, n=30dm, vedeme bodem 1,25 na ose x rovno-
bézku s y, bodem 30 na ose y rovnob&zku s x, jejich .
priiseéikem piimku, kolmou k priéné stupnici, kde
¢teme kotu Q = 22,8,

Vhodnou volbou modulu dosdhneme, Ze pfimky Q
gviraji s osou x thel 45° nebo 135°. Klademe-li na p#

z=2gq logd, modul 2¢q; y=% q logh,modul-g- , jest
y=—x+¢q (log Q — log 2,672).
Osnova pfimek svird s osou x thel 135°; stupnice

pro Q na ose y md modul ¢ a je posinuta dola
o q log 2,672,

L@-f,@)-fe)=1.

Logaritmovanim dostaneme tvar 2.

- 8. Nomogram rovnice

Substituef §=gq,f, (@); 7

fi @ fy@) + 1,y =0.

=q,f,(y) prejde rovnice na linedrni

3 n
A e
7. f, @) + 7

t. j. svazek pirimek, jdoucich podatkem, kétovanych &isly z.
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6. Nomogram rovnice
@@+ f,@) 9, +hy (@) =0.
Substituei é=gq, f, (®); n=gq,f,(y) prejde rovnice na lineérni

'fffs(z”é];"’“‘z” hy@ =0,

t. j. obecné soustava pirimek, kétovanych éisly z.

7. Obecnd anamorfosa. Funkee F (z,y,2) = 0, kterou lze prevést na
Massautv determinant

L@ g,@ k@
Fay2)=|10 606 hrk |=0
f,@ 9, . R @)

se da zobraziti tfemi obecnymi-soustavami primek
&f,+ng,+h, =0, &f,+ng,+h,=0, &f+ng9,+h=0,

z nichZ %4dnd neni osnovou rovnobézek. Eliminaci & a 7 z téchto
rovnic plyne Massautv determinant.

Krom anamorfosy v primky pouZiva se také anamorfosy v sou-
stavu kruZnic.

b. Nomogramy trojuhelnikové a hexagonidlni.

Jsou vytvofeny tiemi osnovami rovnobéZek, které maji smér
uhlopti¢ek v pravidelném Sestitihelniku.

1. Nomogramy trojuhelnikové pro vztahy
xt+yt+z=k; L@+ @)+ =F.

V rovnostranném trojuhelniku je soudet vzdalenosti libovolného
bodu od stran roven vysce trojuhelnika k. Vzdélenost je zéporna,
lezi-li bod a plocha trojuhelnika po réizném boku strany. Pravidelné
nebo funkéni stupnice se nanesou na prasvitném papiru na uhlo-
priéky Sestithelnika v méritku vysky (pohyblivy ukazatel).

2. Nomogramy hexagondlni (k= 0) Tesi rovnice tvaru
z+y+2=0; fy@ + 1, +71,() =0.

Stupnice s tym# modulem jsou ve strandch rovnostranného troj-
thelnika; poéatek dvou mozno libovolné zvolit, tfeti je tim urcen.
Na stupnicich éteme pohyblivym ukazatelem (tii thlopricky pravi-
delného Sestithelnika) na prasvitném papiru.
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4. Spojnicové nomogramy pro vztahy t¥i prohénnich.

Duélni obdobou nomogramt priseéikovych, kde tfi primky, ké-
tované z, ¥, z, se protinaji v jednom bodé, jsou nomogramy spojnicové:
tii body s kétami z,y, 2, jez vyhovuji dané rovnici F (2, y,2) =
lezi na primce. Pro svou piehlednost a ¢itelnost jsou vyhodnéjsi
ne# prasec¢ikové a nejéastéji pouZivany.

1. Funkce F (z,y, z) = 0 da se zobraziti spojnicovym nomogramem,
je-li splnéna podminka

§(x) my(x) 1

F(zy2)=|§(y) n(y) 1|=0.
fs(z) ’73(2’) 1 5

Na tento tvar 1ze Massauiiv determinant vzdy pfevést; v prvnich dvou sloup-
cich dostaneme pfimo soufadnice boda stupnie (x), (%), (2). Riznym tvaram rovnice
odpovidaji rtzné typy spojnicovych nomogrami. Prakticky vyznam maji ty,
pfi nichz aspoin dv& funkéni stupnice jsou pifimé. Pro jejich konstrukei mozno
uzit soufadnic pfimkovych (d’Ocagneovich).

2. d’Ocagneovy souradnice primly (obr. 67) jsou usedky wu, v, které
utind primka na dvou rovnobéZnych oséch u, v s libovolné volenymi
podétky O,, 0, o vzddlenosti d; spojnice poc¢atkit nemusi byt kolmé
k sméru os. Primka | mé soutadnice u = u,, v=0; ptimka Il sourad-
nice u =0, v = v,;. Soufadnice u, » vSech ptimek, jdoucich priseéikem
M uvedenych dvou, jsou vézény vztahem u: (v, — v) = konst. Obra-
cend rovnice prvniho stupné pro w a v

1) au+bv+c=0
s konstantami g, b, ¢ vyjadiuje bod, priasefik ptimek o soufadnicich

v, a sluje rovnice bodu; tento bod je zejména

pruseéikem primek o soutadnicich
c
u=0; v_—?, v=0, il =

Poklddéme-li 0, 0, =&, u=1 za osy obecné
kosouhlé soustavy rovnobiZkovych souiadnic,
plynou uméry

Erd=u:(u,+v); n:i§=v,:d.

Dosazenim

U, =u=—cia; v,=v=—c:b

dostaneme rovnobé*kové souradnice bodu M (&, 1),
< daného rovnici 1) ve tvaru
5 81 B et b St
ato’ a+b "’
Jsou-li @, b,c funkce né&jakého proménného parametru, jsou jimi
také souradnice & 5 a body M lezi na ktivce.

DA =

Obr. 67.
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3. Nomogram pro rovnici f, (x) + f,(y) + f,(?) = 0. Klademe
u=gq,f, (), t.j. ptimé stupnice na ose u 8 modulem g ;

v =g¢,f,(¥), t. j. pimé stupnice na ose v s modulem g¢,;

1 1
—u+—v4f,()=0.
9,

. ql
4 .éddm - dd"{o
3 Q=2672d*(h 5
09— Q -9
0-5.: 100 Yoné ;_—//“ ——8
07— A 2 -7
2 dm b -
06 E 6
05— 5
_ B
0% = -4
400
- =500 I
0,3_1 ; 200 B33
| =00 |
02: :-50 -—2
o .20 B
] 5 B
e e S
ol E ’ Ok
5 8 125
| et 5
1 s [ Obr. 68.
01- Py

Koeficienty této rovnice dosadime do vzored 2) a 8); soutadnice boda
fady (z) jsou g .4
1 ; 142

SR )

1, @.

Jezto & = konst., je funkéni stupnice (2), dané vzorcem pro 7 s modulem
—q,9,:(q, + g,), pfim4, rovnobézné s osami ve vzdalenosti & od osy u,

Podle toho sestrojen v obr. 68 nomogram pro vzorec

Q=2,6724d% V&,
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pro n&jZz byl kartesidnsky nomogram proveden na str. 268: V logaritmu

2l1cg d+%log h+1log 2,672 —1log Q=10

klademe

u=g.2log d, t.j. logaritmickd stupnice s modulem 2¢;

v=gq. % log k, t.j. logaritmickd stupnice s modulem l;

%u+%v+log 2,672 —1logQ=0.

Podle vzoreil 2) a 3) jsou rovnob&zkové soutadnice bodu Q
£=2 n=L (108 @ - 108 2,672).

Logaritmickéd stupnice pro @ mé modul -(21— a je poSinuta zépomYn:E smérem
(dol) o délku 21 log 2,672. Nomogram je rozddlen ve dvd &dsti.

(%) (v) 4. Nomogram pro rovnict
f,(@ 1,@) + 1,5) =0. (Obr. 69)
Klademe u = q, f, (x); v =g, f, () a koeficienty rov-

nice
fy(2 :
2 u+iv=0
ql qz

dosadime do vzorct 2) a 8) pro rovnobézkové sou-
fadnice bodu (z),

Obr. 69. 9,
f=d —-——F—;
g, + 4./, ()

n=0.

Body rady (2) lezi tudiz na ose §=0,, O,. Nomogram mé tii stupnice
primé. Stupnici pro & odvodime projektivné ze stupnice f, ().

8. Nomogram pro rovnici f, (%) g, () + f, %)k, (2) + f, () = 0.
Klademe u - q,1,@); v=gq,f,(y) a koeficienty rovnice

%w;+hm
q, q,

v+f,®=0,
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dosadime do vzorcl 2) a 3); rovnobézkové soutadnice boda (z) jsou

ql h3:g:| X 77_ <5t «fa
9s:q, + 1l 4,

Nomogram mé dvé stupnice pifimé a pro (z)
stupnici ktfivou (obr. 70).

Na spojnici O, 0, gestrojime stupnici & projektivné
ze stupnice hs,/g3 a délicimi body vedeme rovnobé&zku
s osami; pak vypodéteme 7 pro tolik hodnot 2, kolik je
tfeba ku prfesné konstrukei kfivé stupnice.

.b. Spojnicové nomogramy pro vztahy étyé proménnych.

1. Nomogram pro rovnici f, () + f,(y) =1,(&) +/,@)-.

()

@)

<~

Obr. 70.

M4 p&t rovnob&znych stupnic (obr. 71). Rovnici rozvedeme ve dvé

L@+, @) =96);

a sestrojime podle predchézejiciho odstavee (x)
pro obé rovnice nomogramy se spoletnou

stupnici (s), ktera je osow kolineace; ma ni *N

se ob®é nomografické piimky protinaji. Je-li
v nekoneénu, jsou obé nomografické primky
rovnobézné.

V nomogramu ¢teme takto: K danému z,y na
stupnicich (), (%) najdeme nomografickou prfimkou
na stupnici (8) prisludny bod s; jeho spojnice 8 danym
bodem 2z stupnice (2) uréuje na stupnici f) hledané .

2. Nomogram pro rovnict. :

L@ o =10@/10.

f;@+1,0=9@

Obri: {1,

(C)

Rovnici rozvedeme na dv8 f, (@) f, (¥) = ¢(8); f,(2) f,t) =@ (s) a loga-
ritmovanim pievedeme na tvar 1.; obé rovnice pak zobrazime se

spole¢nou stupnici (s).

V. Ldska — V. Hru$ka: Podéet graficky a graficko-mechanicky, 1923.

V. Pleskot: Spojnicové nomogramy, 1941.
M. d’Ocagne: Traité de nomographie, 2. vyd. 1921.

0. Lacmann: Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln, 1923.
P. Werkmeister: Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln, 1923.

H. Schwerdt: Lehrbuch der Nomographie, 1924.

H. Schwerdt: Die Anwendung der Nomographie in der Mathematik, 1931.
R. Soreau: Nomographie ou traité des abaques, 2 sv. 1921.

Technicky pruvodce, svaz. 1., 2. vyd.
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XXIi. Obvody a obsahy rovinnych ploch.

Trojthelnik (obr.72). Strany a,b,c¢, protilehlé uhly «, f, y s vrcholy
A (2,9,); B(x,,9,), C(%,,9,); vySky v,,9,,v,; spojnie > vreholi se stiedy
protéjsich stran m,, M,, m, ; polomér kruz- .
nice vepsané r; polomér kruZnice opsané R;
obsah p (i v dalSim).

2s=a+b+c; 20=m, +m, +m,
1 1 1
1. p=?av1=?bvz= 5

2. p=|s(s—a)(s—0b)(s—c);

3.p= %Vu(a—ml)(d— m,) (o —m,) ;

c e
Ry 1% —% Ys— Y,
4.p=—=|2, 9, 1| ==
2 2 |®—2 Yy — Y,
Z, Y, 1

1
=§'(x1ya — %Y, + XY, — B Y, + XY, — B Y)

Obsah plochy je kladny pii kladném ob&hu jejiho obvodu (zustdvd po levé
strané obcéhu), t. j. v obrazci ve smyslu 1, 2, 3.

5. p=-]Lab siny=lbc sina:iac sin §;

2 2 2
6. p=2R*sinx sinf siny;
RS TRRIL Seniy deReL e BbC
L. p=r cotg2cotg200tg2, 8. p=rs= iR

Trojihelntk pravouhly (obr. 73). Odvésny a, b, piepona c; v vyska,
x,y useky na pieponé,

1 1
5»_\ 9.p=—2—ab=§cv,
() a \ 1 1
A“/ 10. p = —-a’cotga = 5 b* tg o
’C y ¢ 2
_ Obr. 73. 11 =%—c’ sin2« ;
12, a’=cy; 13 b =icy'; 4. v*==zy; 15. a*+ b* = c*.

V pravothlém trojuheln’ku: Vyska je stfedni méiickou tmérnou obou tsekd
pfepony; z:v=v:y. Odvésna je stiedni mdéfickou Gmérnou celé plepony
8 plilehlého Gseku; c:a=a:y; c:b=0b:x.
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Ctyrahelnik (obr, 74), Strany a, b, ¢, d; u,, u, Ghlopfidky; v,, v,
vysky nad u,; Ghel hloptiéek @; spojnice stfed whloptiek m.

: 1
) 5 p=?(v1+vg)u2;

00| =

2 P= 5 U U,SNQ;

3. a’+ b+ '+ dP=ui 4 ul +4m’.

Ctyrihelntl z tétiv (opsané) kruznice (obr. 76),

45
4. p=)—a)E—b)(s— (s —d); ‘
| =

s=—;—(a+b+c+d);

5. u,cu,=a-c+b-d. Obr. 75.

Lichobénik (obr. 76).

Zékladny a, b, vydkav, stiedni piitkac="1.
1 ' 1 =
6. p=-§(a+b)v=cv=~2—u,u, s @. Obr. 76.

Rovnobénik (obr: 77).

4 3

: o b’ v
e e e o
a (ke

8. 2(a’+ bz)::u:-}-u: Obr. 77.

Obdéinik. 9. p=ab = % w® sing.

Kosoétverec (w, | u,). 10, p =a’siny = —%— Uy Uy,

184
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Mnohothelnik nepravidelny. RozloZi se podle obrazu 78 nebo 79
a stanovi se obsahy jednotlivych &asti.

Obr. 78. Obr. 79. Obr. 80.

Jsou-li dény soufadnice vrcholt (z,, ¥, ), je obsah mnohouhelnika
1
l' p = ? {‘vl(yz_yn) +x2 (yg—-yl.)_i_xs (yq—yg) + 2 2 +xu(y1—yn_1)} ;
T
2. p= 5 {yl (2,—2,) +Y, (T, —2,) +y, (2, —2,)+ - .. +y"(x1——xn_1)} :
Obvod mnohoithelntka (obr. 80). Strany a,,a,, ..., a, sviraji se

smérem + x thly O s Gyyeney O 3 EF S0 poradem otoéenim ramene
sméru + x kolem vrcholu kladnym smyslem do stramn.

n r, — & xr, — & B A ¥ &
2 1 3 2 n (Rl X 1 n
B ZBy S i % :
1 cos (xl cos 062 0s Ot,n_l Ccos Ot” .
n Ve Uy Yzl A A A )
2 1 3 2 n L 1 n
4. Ya,=— + — + o+ — : X
1 S 061 s Ky S 0‘.”__1 s Ky

Priamét uzaviené lomené &ary do libovolného sméru je nula:

n

5. @, cosx, + a,cosx, + ... + a,cos 0, = ?avcomxv=0;
n

6. g, sinx, +a,sin, +...+ a,sinax, = %‘avsmexv=0.

Mnohothelnik pravidelny (obr. 81). n podet stran, a strana,

o obvod, 7 polom&r kruZnice vepsané, R opsané; polovice stiedového
0

Koy thlu ke strané piislusného ¢° = if—:—)——; thel stran

1800 — 2¢°.
a=2VR2—r”=2Rsintp=2r tge;
o=na=2nRsing=2nr tge;

nar nR? na®

M =nritgp= 3 sin 2= 1 cotg @.
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Tabulka pravidelnych mnohothelniku.

R a a r

= P X i o
a R ” R

@t R:

s

0,4330 | 1,2990 | 5,1962 | 0,5774 | 1,7321 | 3,4641 | 0,50000
1,0000 | 2,0000 | 4,0000 [ 0,7071 | 1,4142 | 2,0000 | 0,70711
1,72056 | 2,3776 | 13,6327 | 0,8507 | 1,1756 | 1,4531 | 0,80902
2,6981 | 2,6981 | 3,4641 | 1,0000 [ 1,0000 | 1,1547 | 0,86603
3,6339 | 2,7364 | 3,3710 | 1,1624.] 0,8678 | 0,9631 | 0,90097
4,8284 | 2,8284 | 3,3137 | 1,3066 | 0,7654 | 0,8284 | 0,92388
6,1818 | 2,8925 | 3,2767 | 1,4619 | 0,6840 | 0,7279 | 0,93969
7,6942 | 2,9389 | 3,2492 | 1,6180 | 10,6180 | 0,6498 | 0,95106
11,1962 | 3,0000 | 3,21564 | 1,9319 | 0,56176 | 0,6359 | 0,96593
17,6424 | 3,0505 | 3,1883 | 2,4049 | 0,4158 | 0,4251 | 0,97816
20,1094 | 3,0615 | 3,1826 | 2,6629 | 0,3902 | 0,3978 | 0,98079
31,6688 | 38,0902 | 3,1677 | 3,1962 | 0,3129 | 0,3168 | 0,98769
45,6745 | 3,1068 | 3,15697 | 3,8306 | 0,2611 | 0,2633 | 0,99144
81,2254 | 83,1214 | 3,1517 | 5,1041 | 0,1960 | 0,1970 | 0,99518
183,0846 | 3,1326 | 3,1461 | 17,6449 [ 0,1308 | 0,1311 | 0,99786
64 | 325,68756 | 38,1365 | 3,1441 | 10,1900 | 0,0981 | 0,0983 | 0,99880

B OO DO DD bt b bk
DO A DT O O 00 =1 Ot = WO

Cisla tabulky pro rizné n nésobime danym jmenovatelem zlomku
v zéhlavi; dostaneme tak hledaného {itatele.

Kruznice. Polom&r r, primé&r d, délka (obvod kruhu) o, obsah
(kruhu) p.

1. o=2ar=nd=3,141 592 65 d.

2
2. p=nr= % - °—f = 0,785 398 16 d*.
3. r=0,56418958)p. 4. d=1,128379p.

Obvody a obsahy kruhit daného prumdru (n) poddvaji Matematické a statické
tabulky. Dil 1., str. 4—27.

Obloul: kruZnice. Je-li sttedovy tihel v mife stuptiové (Sedesétinné), jest

o e __ ar o 2 ar
% S S TR $=T18,-60.60"

Zlomky ¢isla # jsou vypodéteny v 9 jako oblouky arc 1° arc 1/, arc 1’ kraz-
nice o poloméru r=1.

Mira obloukovd (absolutni, analytickd). Stfedovému thlu «°
v mife stupriové piislusi (nerovné se) na kruZnici o poloméru r=1]
oblouk (arkus) arc a® nebo je roven uhel « v mife obloukové; délka
oblouku je mé&iena polomérem.
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V analyse se pouZivd vyhradn& miry obloukové; tam vidy

ax=arca’® = = o
180°
Je-li sttedovy thel x v mife obloukové, jest
6. s=rc. 7.'r=—8—. 8.o¢=3-.
o r

9. Uhlim &“, B, ¥ (v mike stuptiové Sedesatinné) piisluseji oblouky
Wl = e
arc 1° =z : 180 = 0.017453292 5,

arc 1’ =z : 10800 = 0,000290888,
arc 1”7 =z : 648000 = 0,000004 848.
10. Oblouktim arc «° arc f, are y” odpovidaji thly

BOE s AR ,_ 180.60-60"
- ’ e p- ’ }’ B P G)’ .

arc «® =

LR 28
800 & arc '

0 =

K pirevodu miry stupiiové na obloukovou a naopak uZijeme tabulek.
Viz Matemalické a statické tabulky. Dil 1., str. 37 a ndsl.

11. Radiant jest thel, p islusny k oblouku kruZnice o délece polo-
méru. V mife stupriové Sedesdtinné:
o= 12 = 57,20577950 = 570 17 44,806" ;

Lo = 3437,746 77"; "= M = 206 264,806" .

o=

V mife setinné (centesimélni) je r‘ldxant

4008
g i g
of = 27 = 63,661 977% (gradi),
Z . 100"
o = 200 100- 00" _ 636619,772"

(centesimdlnich vtefin, decimiligrada).
12, Pfevodné wzorce vyjadiuji podle 9. a 10. formdaln§ piechod
z miiy stuprniové na obloukovou:
e o :
e e e
z miry obloukové na stupiiovou:
ol = og; B =Be; Y =y
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Oblouk krunice s (obr. 82). T&tiva ¢, vySka v, t8tiva poloviny
oblouku ¢, .

l3.8~%(8!1—t); 8~ t"'-{--l?’—6v’;
P £+ 40°
18 0—= 2rs1n—2—, 18..r = 5
) _ b ® agine®
16. v-r[l 5= cos?]—— ?tg 1 = 2rsin T
Obr. 82.
Kruhovd vyseé (obr. 83). Stiedovy tihel & = arc a®.
Obsah:
ol i Hgr 3 X 2p
17.p—?rs—?r s &= 3
Kruhovd %seé (obr. 82). « = arc a°, obsah . $
ey ; 1
18.u=-§-r (x —sinx) = 5 rs—t(r—v)};
T
2 v*
l9.um—§—tv+—27; ‘ Obr. 83.
£+ 40° o :
20, r= 8o H 21. tg—2=m

Mezikru#t (obr. 84). Obsah:

22. p=n(R*—7r®) = 71— a(D*— d%);

23. p=2mp-m, kde o= é-(R+r), m=R—r
. (obvod stiedni kruZnice ndsobeny Sifkou

mezikruZi m).

Vyset mezikruZé (obr. 85). x = arc «°.

24. p=ox-m
(st¥edni oblouk s, = ¢« nésobeny §ifkou m).
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Elipsa (obr. 86). Hlavni poloosa a, vedlejsi poloosa b, linedrnf vystied-

nost e =V a*—b*, numerické vysttednost &= 2, obsah (plochy) p,
délka (obvod plochy) o. &
1. p=mab. 2. 0o =4aE,

' kde E =E(e,%) je tplny elipticky integral
Obr. 86. druhého druhu. ]

(Viz str. 108 a Matematické a statické tabulky. Dil I., str. §9.)

Po dosazeni jest
£ = 1]22 [1.3]%4 [1-3-5]%"
o—4aE—2na[1 [? € ‘.—4' —3—— m —5-—... .

3. 0= ak, kde &initel k& pro rtzné poméry poloos n = -Z— je v této
tabulce:

Tabulka pro délky elips.

n k n k n k n k n k

0,00 |4,0000 | 0,20 | 4,2020 | 0,40 |4,6026 | 0,60 |5,1054 | 0,80 | 5,6723 .
0L | 0011 | 21| 2186| 41| 6258 61 324 | 81 7020
02 | 0038 22| 2356 | 42| 6492 62| 1596 | 82 7317
03 | 0078 |- 23| 2b631]| 43| 6728 63| 1870 | 83 7615
04 | 0131 24| 2710 44| 6966 64 2145 | 84 7915
06 | 0194 | 25| 2892| 45| 7207 65 | 2421 85 8215
06 | 0267 26| 3078 | 46| 7450 | 66| 2699 | 86 8516
07 | 0348 | 27| 3268 | 47| 7695 67| 2978 | 87 8819
08 | 0438 | 28| 3462 | 48| 7942 68| 3259 | 88 9122
09 | 0635 | 29| 3659| 49| 8191 69 | 3541 89 9426

0,10 | 0640 | 0,30 | 3859 | 0,60 | 8442 | 0,70 | 3824 | 0,90 9732
11 | 072 | 31| 4062| b1 | 8695 71| 4108 91 | 6,0038
12 | 0870 | 32| 4269 | 52| 8950 72| 4394 | 92 0345
13 | 0994 | 33| 4479| 53| 9207 73 | 4681 93 0653
14 | 1125 | 34| 4692| 54| 9466 74| 4969 94 0962
16 | 1261 85| 4908 | b5 | 9726 75 | 5258 95 1271
16 | 1403 | 36| b5126| 56| 9988 76 | 5549 96 1582
17 1650 | 37| 5347 | 57 {5,02562 77| 5841 97 1893
18 | 1702 | 38| b6571| 58| 0618 78 | 6134 98 2205
19 | 1859 | 39| H797| 59| 0785,] 79| 6428 99 2518
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. PFiblizné vzorce. P¥i malém a— b lze délku elipsy vypoéisti z nerov-
nosti

_bz 8 2
4. n(a+b)+-’3—((’8a—)<o<n(a+b)+%—b—)—;

8 O%n{%—(a+b)— VE};

6. Omn{—a—-—;—i + V(a—;-i—:-m} ;

2
% % 0~ 09827a + 0,3110b + 0,2867 f;—

Eliptické wsed s tdtivou kolmou k hlavni ose (obr. 87) m4 obsah

8. u,= _a2l_)_ (x — sin &); Ghel « vypodteme z rovnice

? 5T < AT Y
sin% =—Ja*— 2 a vyjadi‘me v mife obloukové, 5
a
(Viz Matemutické a statické tabulky. Dil 1., str. 37.) Obr. 87.

9. UZijeme-li z téZe tabulky hodnoty u pro tseé kruhovou (r = 1),
je obsah eliptické tusece
u, = abu .

Parabola (obr. 88). Parabolicky oblouk ABC = s, rozpéti a, vyska v.

4v
a

_1 2 2 a’ ,[ 1 2 2]
1.8—?1/0, + (40 +g 1 +7Va +(40)* |.

Je-li % maly zlomek, je priblizn¥
8 [U]Z 32 [u)‘l
2..9~a{1+§ P9 e, 3 4
Vzoree lze pouZiti pro nizky oblouk libovolné kiivky.

Use& paraboly s tdtivou kolmou k ose mé obsah (4BC).

3.p==—§-cw.

Vzorce lze pouZiti pfibiiiné pro nizkou tuseé libovolné kiivky.
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Parabolickd vise§ CAF (obr. 89). Tétiva a = CF svird se sdruZenym .
prumérem v = AB uhel x (AG = AB).

4.p =?23-cw sin «.
Parabolickd vyseé (RCAFQ) se dopliiuje s tisedf
(CAF) na trojnhelnik, omezeny tétivou a
teénami v jejich krajnich bodech.

. Sl :
5. --§-avsm s

Hyperbola (obr. 90).%[Use& hyperboly "o polooséch a, b, omezend

4¢  kFivkou, osou x a pofadnici y = %Vx’ —a
mé obsah

p=gfw—abig (£ 4+
. l.‘p—z[xy ablg(a+b].
Hyperbolickd vysef (druhy é&len vzorce 1.)

i
ey -danzd)-

1 f
= —2-ab argcosh o

Libovolnd plocha (obr. 91).
1. Pravidlo Simpsonovo. Rovnob&Znymi

« tseCkami ¥y, ¥, ... Y,, rozddime vyGar-

kovanou plochu (4BCD) na sudy poéet 2n
- dila stejné sitky h. Potom

h
e g{yo FAY Yt -t Vo) 2Vt Yt -+ym_z)+y2,.}-
Krajni oddé&lené éésti stanovime podle odst. 3.; piibliZzné je obsah tiseéi
2

~ 3 (U + VY,)-

2. Vzorec Ponceletiw. Pofadnicemi rozdélime plochu na n dﬂu
stejné Sitky h; zde

1 g
pwh{2 (y1+ Yt oo +'-'/n—1) + T{(yo"' yn) s T(yl'l' yn-—1)_} 3
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3. Vzorec Cebyseviw (pro n = 6). Interval rozd¥lime na dva
stejné dily délky -+ 17 (obr. 92); od stfedu naneseme soumd&rng
usedky L A

— &, = 0,866 2468 = , /7/ / 7

— 2, =0,4225187 =, /%y/ 7

s *x e Xy
— @, = 0,266 6354 =z, _ B e

x, X6

Obr. 92,

a zmé&fime vnitini pofadnice y,,¥,,...,¥,; krajni se neuplatiiuji.

l
p== KX (Yt Yot ¥+ Y+ Y+ Y

Vzorec je vhodny pro empirické hodnoty y, zji8t¥né presnd v mistech z,,

XXIIl. Povrchy a objemy téles.
Povrch S; plast p; objem V.
1. Krychle. Hrana a, thlopiitka u=a]3; S=6a?; V=ad’
2. Pravouhly rovnobéZnostén. Hrany a,b,c.
S=2(ab+ac+bc); V=abe; dhlopitka u= |/ a®+b® +c*

3. Hranol kolmy nebo koey Obsah podstavy P, vyska v, obsah
normélového fezu N, jeho obvod oy, poboéné hrana .

p=oy-h; V=P.vy=N-h.
4. Hranol trojboky, koso sefiznuty (obr.

93). Pobo¢né hrany a, b, ¢, obsah normé-
lového fezu A\.

]
de=t.

.\

Obr. 93.

5. Hranol koso seriznuty. N obsah normélového fezu, oy, jeho obvod;
Iy » [, piiéky rovncbéZné s poboénou hranou t&Zistém normélového
fezu a t8Zistém jeho obvodu.

p=oyn-l,; V=N-:ly.
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6. Jehlan kolmy nebo kosy. Obsah podstavy P, vyska v.
1
V = -g- P V.

7. Ctyrstén, jeho# jeden vrchol je v poddtku a soufadnice ostatnich
jsou @y, y;,2, (k= 1,2,3).

1 xl yl zl
V= —6- :1,‘2 y2 z2
Ty Yy 2y
8. Jehlan komoly (obr. 94). Podstavy P,,P,, vyska v.
/ P +P
v v .
V=§(P1+ PrR bR ptiblizné V%%U

9. Obelisk (obr. 95). V= %—[(2a+a1)b +(2dl+a)b1].

10. Klin (obr. 96). V= _I:;i (2a +a,).
11. Vdlec kolmy nebo kosy. Obsah podstavy P, vyska v. V= P.v;

kruhovy: p= 2mrv; S=2nr(r+v); V=mnr’v.

b

|

1
‘: f
@ f*
: 1
v x

¥
Obr. 94. Obr. 95. . ~Obr. 96. Obr. 97.

12. Vidlec rotaéni (kruhovy kolmy) koso seftznuty (obr. 97). Jako
seffznuty hranol 5.

“n p=anr(v, + v,); V=amnr vl;va
beov : 13. Klin, tsek kruhového valée (obr. 98).
K== 75,
Obr. 98. p=27rv; = %rzv.

14. Vidlec kruhovy duty. TlouStka a = R — r, stfedni polomér
1

=?(R+T).

V=a(R—r)v=anaw(2R—a)=nav(2r+a); V=2n0aw.
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15. Kuzel kolmy nebo kosy. Obsah podstavy P, vyska v.

1
V= ? P.v H
rotatnt (kruhovy kolmy), polom&r podstavy r, vyska v,
strana 3=Vr"’+v”: p=mrs; S=ar(r+s); V=%nr’v.

16. KuZel rotatnt komoly (obr. 99).
p=mn(R+7)s; S=n(R+7") +a(R+1)s;

Ve —Eli—zw(R”+Rr+r2).
Znadi-i a=R+r, b=R—r,
je s = Vb”+v2,

na’ 1 nbz]

o P+ 520

17. Hranolec (prismatoid, obr. 100) s pobod-
nymi sténami rovinnymi nebo zborcenymi.
P, P, obsahy podstav, P, obsah stfedniho
tezu, v vyska,

B

3 ,
it ?(Pl-l_ ) Obr. 100.

18. Rampa (obr. 101). Spad piijezdu 1:m, spad boku 1:n, m > n,
vyska v, Sitka d.

V=”—;(m—n)’{ 3d + 2nv (1—-:7)} J]]IDI[EEL

19. Koule. Polomér », pramér d.

[T TTTTT
V= e = 4,188 790 205 % A% PR
V= 2 nd® = 0,623 598 776

(Viz: Matematické a statické tabulky I., str. 41.)
3 3 Obr. 101.
r=V3V:4 z=0,6203505 )V .

Kouls duts. V= -‘;-n(Ra — 1) = 22D’ — ).



286 Matematika.

20. Klin omezeny plochou kulovou (obr. 102).

[N

0
i

Obsah kruhové vysete OCD p, = %r” o

D=~ P
)

\

2. 4
V—-B—r &= 5 1P,.

Sféricky dvojihelntk p=2r*x=4po
(v8ude « v mife obloukové).

\
Sty

Loadanid

21. Trojbokd wvyseé kulovd (obr. 103).
Obsah sférického trojuhelnika ABC

0
—_— —— 2'
A= 155 s
g Socf g
V——g&f——gr.

¥ Exces (nadbytek) & ve stupnich, ¢ v mife
Obr. 103. obloukové.

22. Kulovd vyseé (obr. 104).
S=ar(2v+ o).

V= -g— artv= 2,094 395 102 r*v.

23. Kulovd #seé (obr. 104).

Obr. 104. p=2arv; S=2arv+mg’;
e %ﬂv(3e”+v2)= %ﬂv”wr—v).

24. Kulovd wvrstva (obr. 105).

—~~—

= p=2ar; S=2nrv+ n(g:+ 9:);
a:—ei’—vz]’,

‘gl T2=92+[ 2v
A i 1

R V=?7w(3gi+3g:+'vz);

r‘\y"_?‘"’:
Obr. 105. v v 1
V= ﬂei?-}- .7!@:4? +Fﬂ’vs

(t. j. dva vélce a vepsand koule).
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Vytizneme-li z kulové vrstvy komoly kuZel o polomérech g, g,
vyfce v a strané s, jest obsah prstence

ol 2
V——ana .

25. Elipsoid rotaént protdhly, vznikly otodenim elipsy kolem hlavn{
osy.

S=2nab{£_+arcsms}; e=Va2—b:a;

V= % mab® = 4,188 790205 ab®.

26. Elipsoid rotaini zplodtély (sféroid), vznikly otoenim elipsy
kolem vedlejsi osy.

2
S=2na“+i—lg Lts

g e=Va*—b':0;
€ l—e¢

V= %nazb = 4,188790205a"b.

27. El'psoid trojosy. Poloosy a, b, c. Povrch je dan eliptickymi
integraly F (k, «); E(k, x). Vyjidiime-li k, « jako funkce poloos, plyne
vzorec Legendreuv

F AR ]
S=2nc”+ﬂ AF|Z b oo , 8rC cos — +
Ve ob b 42— c? a

SPERROT S8 Eand N Telell €5
+ (a c)E(bVaz*cg,arccosa]}

3
'Pri malé vystfednosti fezi (a, ¢), (b, ¢) plati piibliznd S ~4n (Vabe )?s

V= % mwabec = 4,188 790 205 abe.

28. Rotaént paraboloid (obr. 106).

NATE

p= 7”.{1/' 2 423_1.3}.
1)2 (T+ ’U) ’ X

Vo= 23 ar*v= 1,670 796 327" v.
2 Obr. 106.
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29, Vrstva rotaéniho paraboloidu (obr. 107).

7 R =i,
Klademe-li g = SHser ie
2 2 s
p= 3—];{ Vi + 7y - Vg +r‘)”}
: ;
Obr. 107. V=5 av(B+r)

30. Sud s duZinami zakiivenymi kruhové. Dna
praméru d, stiedni ez praméru D, délka » (obr.
108). Piesné podle pravidla Quldinova 32. Piiblizné
podle Simpsonova vzorce 34.

SR |

(S

<AV oDy g
Ve~ (2D +dY).

Obr. 108.

31. Sud s duZinami zak¥ivenymi parabolicky.
Dna praméru d, stiedni ez priméru D, délka v.

_ 7Y o0 3
V= 2D+ Did+ &)

SAL % 32. Rotaéni plochy a télesa. Rovinng kiivka

(meridian) se otédi kolem osy, kterd lezi v téZze
% roving a kiivku neprotina; s délka oblouku kiivky,
r vzdalenost téZisté oblouku od osy; p obsah plochy
kiivkou omezené (profil), R vzdalenost t&Zisté
plochy od osy (obr. 109).

Obr. 109.

Pravidlo Guldinovo. a) Obsah rotaéni plochy (povrch rotaéniho
télesa) se rovné délce oblouku, nésobené drahou jeho t&ZiSté:

S=2nr.s.

b) Objem rotaéniho télesa se rovné obsahu plochy kiivkou omezené,
nédsobenému drahou jejiho tézisté:

V=2xnR.p.

[,‘, Prstenec (anuloid, obr. 110).
)

S=47"Rr =39,4784 Ry = n*Dd = 9,8696 Dd;

=4

Obr. 110. V=2a*Rr®=19,7392 Br® = -1— 7°Dd* = 2,4674 Dd*.

Pii eliptickém profilu V = 27*ab R; pti obdélnikovém V = 2xmabR.
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Zobecnéné pravidlo Guldinovo. Profil se pohybuje tak, %e jeho ro-
vina zGstava kolmé k prostorové kiivee, kterou opisuje jeho t&Zists.
Pl4st t8lesa se rovné oblouku profilu, ndsobenému drahou jeho t82ists.
Objem télesa se rovné obsahu profilu, nésobenému drahou t&Zists
plochy profilu.

Objem (nikoli povrch) se nezméni, otaci-li se pfi pohybu profil
v normélové roviné krivky kolem svého t&Zists.

33. Objem Sroubového zdvitu. Obsah profilu v roviné osy p, polomér
Sroubovice opsané t&Zistém profilu 7.

V=2ar.p.

34. Vzorec Simpsontw pro objem té&les, jejich% vovnob&iné ifezy
jsou funkei vzdalenosti nejvySe 3. stupné (jehlan, kuZel, hranolec,
koule, elipsoidy, hyperboloidy, paraboloidy). Jsou-li p,, p, obsahy
krajnich Fezi, v jejich vzdélenost, p, obsah stiedniho Fezu, jest objem

v
Podle Keplera (Stereometria doliorum, 1615) sluje tento vzorec také pravidlo sudu.

35. Vrstva eliptického paraboloidu. Podstavy jsou podobné elipsy
s poloosami a,:b, = a,:b,; poloosy sticdniho fezu a,, by, o nichZ
plati '
a; = 3(a; +a}); b =} (b2 +b2); vyska v.
V== %;rw[a1 b, +4agb, + a,b,].
36. Elipticky kbelik s duzinami p¥mymi. Poloosy eliptickych
podstav a,, b, ; a,, b,; vySka v.
V=1av(2(a,b, +a,b)+a,b, +a,b].
37. Objem libovolného télesa. Podle pravidla Simpsonova. T8leso

mezi dvéma rovinami rozdélime rovnobéZinymi fezy na sudy podet 2n
dila 8ifky h. Jsou-li obsahy Tezii p,, P, ..., P,,, j© priblizné

h
VN'g'{po+4(p1+pa+"‘ +pm—1)

+ 2(?,+P,+---+Pm.z) '{'pzn}'

Obdobn& muZeme vypolisti objem libovolného té&lesa podle vzorce Ponceletova
(str.282) nebo Cebydevova (str. 283), nahradime-li v nich poiadnice obsahy rovno-
béZnych fezl.

Technicky pruvodce. svaz. 1, 2, vyd. 19



290 Matematika.

XXIV. Krivky a konstrukce.

Pro rysovani kfivky volime konstrukei nejvyhodné&jsi; v jednotlivych bodech
gestrojime také te¢ny, které bdh kfivky dobie charakterisuji; ve vrcholech uréime
kruznice krivosti, jimiz kfivku zédsti nahradime, a pak ji vytdhneme podle kfi-
vitka. Tetny z daného bodu vedeme prostym pfiloZzenim pravitka a zjistime
dotykovy bod. Normdlu bodem mimo kfivku sestrojime zkusmo bud dotykovou
kruzniei, kterou z daného bodu opisujeme, nebo normalnim zredtkem (str. 319).

A. K¥ivky.

1. Kruznice.

1. Rektifikace kruznice (obr. 111). Z bodu 4
opisme polomérem r oblouk OCD a pre-
tnéme jej obloukem t¢hoZ poloméru z C v bo-
dé D; spojme O a D, v bodé 4 vedme teénu
kruznice a na ni od jejiho pruseéiku E
na OD nanesme EF — 3r. Usetka BF =
= 3,14156 3 » =— zrr je ptiblizné polovina délky
Obr. 111 kruZnice s chybou v # na patém misté.

2. Rektifikace oblouku krunice (A B, obr. 112). Pramér 4 € prodluzme
o polomér r do D.
Primka DB protina
teénu v 4 v bodé E.
Piiblizng A E — A B;
pii &« =30° s chybou
0,042°0/,; pii o« =600
s chybou 0,76°/,. Vétsi
oblouky rozdéloime na Obrf ki ;
dva. Tou# konstrukei pieneseme oblouk jedné kruznice na druhou,

2. Elipsa.
1. Konstrukee elipsy z danych poloos O A, =a, OB, ='b (obr. 113).

a) Uzitim ohnisek podle véty
r, +r,=2a. Zkoncového bodu vedlejsi
poloosy B, opifme polomérem 04,
kruznici, kterd na hlavni ose urcuje
ohniska F , F,. Mezi nimi zvolme
libovolny bod C; polomérem A4,C =7,
opisme kruZnici z ohniska F, a zbyt-
kem A, C=r, kruZnici z ohniska F,,
Priise¢ik M obou kruznic je bod elipsy.
Vzhledem k soumérnosti elipsy dosta-
Obr. 113, neme tak vZdy zarovern étyii body.
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b) Na zékladé afinity s kruZnici: Ze stiedu O opifme kruZnice
poloméry a, b; libovolna piimka jdouci stiredem protind je v bo-
‘dech 1, 2; jimi vedené rovnobézky s osami uréuji bod elipsy 3.

Teéna elipsy v bodé 3 odpovidd teénd kruZnice v bodd 2, obé
se protinaji na hlavni ose (osa afinity) v bodé 4.

Normdla v bod$ 3. Piimka stiedem O a bodem 2 sefe kruZnici
opsanou z O polomérem a + b v bodé b; spojnice bodii 3 a b je nor-
mala. Normaéla z daného bodu N je teénou evoluty (geometrického
mista stiedt krivosti) elipsy.

Teéna a normala pili oba vedlejsi uhly 1B,
pravodiéu.

2. ProuZkovd konstrukce z daniyjch poloos
(obr. 114). Pri velkych poloosdch naneseme 4,
na prouzek papiru od téhoZz bodu v témz T\
smyslu a=M, Q,, b= M, P,. Pohybuje-
me-li prouzkem tak,aby P, ziistal na hlavni
ose, @, na vedlejsi, opisuje bod M, elipsu.

Pii malych poloosdch naneseme v opad-
nych smyslech a=M,Q,, b=M, P, a pohy- Obr. 114.
bujeme prouzkem tak, aby P, ziistal na ose
hlavni, @, na vedlejsi; M, opisuje elipsu.

3. Sestrojiti vedlejst poloosu, je-li ddana hlavni poloosa a bod elipsy
(obr. 114). Z bodu M, pretnéme vedlejsi osu polomérem a v bodé @,
a spojme M, s @Q,; M, P, =b.

4. Sestrojiti elipsu ze sdruZenych primérd (obr. 115). Nad pramérem
12 opiSme kruznici & v ni k 12 kolmy pramér 56. Spojnice 35, 46
udédvaji smér afinity, 12 je osa afinity.

Podobné trojuhelniky, v obraze vycarkované, uréuji body elipsy
3, 4'; teény v nich protinaji se s te¢nami v pribuznych bodech kruznice
na ose afinity 12. Uhloptiéky opsaného rovnobéznika omezime takto:
uéiime 17=10; 08 =07 a bodem 8 vedme rovnobé&éiky s thlo-
prickami.

Obr. 115. Obr. 116.

5. Jind konstrukce (obr. 116). S libovolnou p¥imkou 1 2 vedme rovno-
bézku 3 4; primka 4 2 je te¢na. Spojnice b 6 uréuje jeji dotykovy bod 7.

19*
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6. Proufkovd konstrukce ze sdruZenych pramérd (obr. 117). V kon-
covém bodé 4 jednoho prameéru vedme k druhému kolmici, nanesme
na ni tse¢ku 4 6 =02 a spojme body O a 6. Na prouzku papiru pozna-
mendame body 4, 5, 6 a pohybujeme jim tak, aby bod b zistal na 12,
bod 6 na piimce O6; bod 4 opisuje elipsu.

v

fi L] -

3

Obr. 117. Obr. 118.

7. Konstrukce os ze sdruZenych praméri (obr. 118). Nad pramérem
12 opisme pulkruzniei, ve stfedu O vztyéme kolmici do bodu 5, spojnici
45 rozpulme bodem 6. KruZnice z bodu 6 polomérem 60 opsané
protne pfrimku 45 v bodech 7, 8, které se stiedem O urduji osy.
Délky poloos 47=58=a, HT=48=0.

8. K praméru sestrojiti sdruZeny (obr. 119). S pramérem 4, 4,
vedme rovnobéznou tétivu 12; spojnice ptliciho bodu 3 se stiedem O
je sdruZeny primér B, B, podle véty: Rovnobézné tétivy elipsy jsou
sdruZenym primérem pileny.

9. V bodé elipsy B, sestrojiti teénu (obr. 119),
K priiméru B, B, sestrojme rovnobéznou tétivu
45 a spojenim jejiho stiedu <e stfedem elipsy O
sdruZeny prameér 4, 4,; s timto ved'me bodem B,
rovnobézku podle véty: Teéna v koncovém bodé
prameéru je rovnobézné s primérem sdruzenym.

Konstrukce 8. a 9. plati obecné pro vSechny
Obr. 119. kuZelose¢ky (t. j. kruznici, elipsu, parabolu,
hyperbolu).

10. Sestrojit dotykovy bod teény (obr. 119). S danou teénou ¢ vedme
rovnobézny primér A4, 4,; pramér k nému sdruZeny O 3 uréuje
dotykovy bod B, teény ¢.



XXIV. Kiivky a konstrukce. 0% 208

11. Stiedy kiivosti (obr. 120). @) V obecném bodé&: Dany bod M
spojme 8 ohniskem (£,); sestrojme normélu M P (puli uhel pravodiéi)
a uditime PQ | MP; QN | MQ. L& :
Bod N je stiedem kiivosti elipsy
v bod8 M. Konstrukce plati i pro
parabolu_a hyperbolu.

b) Ve vrcholech: Bodem C vedme 4
kolmici k B, 4 ; jeji praseéiky s osami
D, E jsou stiedy kfivosti pro vrcholy
4

e B
Poloméry kiivosti
ga=A4,D; ¢,=B, E.

¢) Stredy kitvosti v krajnich bodech
sdrufenych praméru (obr. 121). Sestroj-
me rovnobé&znik z te¢en v krajnich bo-
dech pramért; potom v bodé 1 nor-
malu 1 2, k spojnici 2 3 vedme z bodu 4
kolmici; bod b je sttedem kftivosti pro
bod 1. Podobné sestrojime: normalu
6 7, spojnici 78 azbodu 4 kolmici na 78;
bod 9 je stiedem kiivosti pro bod 6. Obr. 121.

3. Hyperbola.

1. Konstrukce hyperboly z danyjch poloos (obr.122). a) Sestrojime nad
osami obdélnik podle nich soumérny; jeho thlopticky jsou asymptoty,
opsand kruznice uréuje ohniska. Jednotlivé body hyperboly sestrojime
podle vztahu r,—r,=2a; A,C=r,, 4,C=r, pro libovolny bod C
na hlavni ose. Pro libovolnou seénu plati M N = P Q.

b) Rovnobé’ika s hlavni osou,
protinajici vedlejsi osu v bodé 3,
protne asymptotu v bodé 4; v ném
na kolmici naneseme 45 = a. Kruz-
nice se stiedem v bodé 3 o polo-
méru 3 5 protne piimku 34 v bodé
hyperboly M.

Rovnobézka s vedlejsi osou sece
asymptoty v bodech 17, 8. Nad
priumérem 78 opisme pilkruZnici
a protnéme ji rovnobéZnou tétivou Db 453
ve vzdélenosti 69 =b; jeji prise- e
¢iky s kruZnici se promitaji na piimku 78 do bod& hyperboly.

2, Teéna a normdla ptli thly privodiéi. Aneb: bodem hyperboly M
vedme rovnob&Zku s asymptotou a uéinime 12 =0 1; spojnice 2 M
je teéna hyperboly v bodé M. : et
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3. Sestrojiti dotykovy bod teén J Dotykovy bod @ puli tsek teény
mezi asymptotami: Q@ I =Q II

4. Stredy krivosti: a) V obecném bodé
jako u elipsy.

b) Ve vrcholu; vre¢holem obdélnika nad
osami vedme kolmici k asymptoté; jeji
praseéik s hlavni osou je stred krivosti pro
vrehol hyperboly.

5. Sestrojiti hyperbolu rovnoosou (obr. 123).
Na jedné z obou rovnobéZek, vedenych v kon-
coveém bodé 4, hlavni poloosy k asymptotém,
zvolme body C,C,,...; jejich spojnice se
stiedem O protnou druhou rovnobézku v bo-
dech D, D,, ... RovnobéZzky s osami, ve-
dené body Ca D, C, a D,..., protinaji se
v bodech hyperboly M. KruZnice kiivosti
ve vrcholu ma polomér rovny O 4, (v obraze
neni narysovéna).

6. Sestrojiti osy ze sdruzenych priméra

(obr. 124). Nad sdruZenymi praméry 12, 34

: sestrojme rovnobé&znik ; jeho uhlopri¢ky jsou

Obr. 124. asymptoty. Rozpalime-li jejich thly, dosta-
neme osy.

Bodem 2 vedme rovnobézky s osami; nad tse¢kou 5 6, omezenou
asymptotami, opiSme pulkruznici, kterd protne rovnobézku k hlavni
ose v bodd 7. Usetka 27= b= 08 je vedlejsi poloosa; s asymptotami
urcuje poloosu hlavni 0 4.

4. Parabola.

1. Sestrojiti parabolu, je-li ddn wvrchol O a ohnisko F (obr. 125).

a) V libovolném bodé 4 osy x vztyéme kolmici, uéitime OB = 0 4
a polomérem F B opif§me z ohniska kruZnici do bodit paraboly C, D.

b) Sestrojme vrcholovou teénu a ve vzdalenosti OR =0 F = —%
rovnobéZnou piimku ¥idici. Libovolny paprsek, vedeny ohniskem F,
protind ob$ v bodech 1, 2; kolmice k nému bodem 1 a rovnobé&zka
s osou bodem 2 protinaji se v bodé paraboly 3; 13 je teénou para-
boly v bodé 3.

¢) Podle definice: vzdéalenost bodu paraboly od ohniska se rovné
jeho vzdalenosti od ptimky fidiei.
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d) Parabola je obalovéna ramenem pravého uhlu, jehoZ vrchol
se pohybuje po pevné pfimce (vrcholova tetna) a druhé rameno
prochézi pevnym bodem (ohnisko).

2. T'eéna a normdla v bodé paraboly C
sestroji se podle véty: Subtangenta
je vrcholem ptilena (plati i pro koso-
thly pramét).

Ué¢inime-i OB=04, je BC tecna
v bodé C. Podle toho najdeme také
dotykovy bod teény, je-li nezndmy.

Subnormaéla rovné se polovici pa-
rametru:

AN=p=2.0F.

3. Teény z daného bodu M sestrojime
priloZenim pravitka a dotykovy bod 7'
zjistime podle vztahu 2.P0 =PQ.

4. Sestrojiti parabolu, je-li ddna osa,
vrchol a bod paraboly (obr. 126).

a) V daném bodé sestrojime teénu podle 2., v jejim praseéiku
svrcholovou te¢nou vedeme k ni kolmiei, které osu protne v ohnisku F.

b) Danym bodem A4, a libovolnym bodem 1 na kolmici bodem 4,
k ose vedme rovnobézky s danou osou. Druhé protiné spojnici bodu
A; s vrcholem V v bodé 2; bodem 2 vedme rovnobézku k 4, 1, jez
protne rovnobézku bodem A4, k ose v bod§ 8. Spojnice 3 V protind
12 v bodé 4 paraboly.

Obr. 125.

Obr. 126. . Obr. 127.

¢) Dany bod M (obr. 127) spojme s vrcholem O a k této spojnici
vedme patou 2 kolmice, spusténé z M na vrcholovou teénu paraboly,
kolmici 23. Jeji prisec¢ik 4 s osou uréuje primér 29 kruZnice kiivosti
ve vrcholu; na této kruznici lezi také bod 3. Teéna v bodé M je kolma
k spojnici bodu 2 a stfedu 5 kruinice kiivosti.

 Zpdtnou konstrukei sestrojime libovolny dal§i bod paraboly a
jeji teénu v ném. Rovnice zobrazené paraboly, je-li vrcholové teéna
osou x & dané osa Yy, jest

ST Tirias el
y=0ax"; c fe. 09
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5. Sestrojiti parabolu, je-li ddn bod, jim jdouct pramér a sdruZend
tétiva nebo dvé teény s dotykovymi body (obr. 128). Uéinime B C =
=BD; AB=AP. V rovnobézniku C DE F rozdélme A E, AF,
A B na stejny podéet rovanych dilt, z bodtt C a D vedme délicimi
body na 4 B paprsky a protnéme je piimkami, jeZ vedeme ptislus-
nymi délicimi body na teéné K F rovnobéZné k priméru.

Obr. 128. Obr. 129.

6. Sestrojiti parabolu, je-li ddna osa a dva body (obr. 129). Spojnice
danych bodt 4 B a daného bodu s bodem k druhému soumérné
podle osy sdruZzenym A4 B’ protinaji osu v bodech P a @; vrchol V
pali tsecku PQ. :

7. Sestrojiti parabolu, jsou-li ddny tri body a smér osy (obr. 130).

Body B,C vedme rovnob&iky s danym smérem; spojnice 4 C
protne prvni v bodé 1, tétiva 4 B druhou v bodé 2. K primce 12
vedme libovolnou rovnobézku s bodem 3 na 4 B a 4 na B 1, potom
ptimku vedenou bodem 3 v daném sméru protnéme spojnici 4 4
v bodé b na parabole. Je-li 3 stiedem tétivy 4 B, je 5 bodem sdru-
zeného priméru na parabole. Teéna paraboly v bodé A4 je rovno-
b&Znd s 12, jeji prisedik s pramérem 6 uréuje teénu v bodé B.

8. Sestrojiti osu, ohnis-
ko a wvrchol paraboly, je-li
ddn bod, jim jdouct primér
a sdrufendtétiva (obr. 131).
V krajnich bodech 3,4
dané tétivy sestrojme ted-
ny (15 =12). Jejich uhly
g piimkami rovnobéZnymi
k praméru prenesme na
druhou stranu od nich;
prasecik novych ramen

Obr. 130. Obr. 131. je ohnisko 6, jimZ jde osa

roviob&ézné s prameérem.

Z ohniska spustme kolmici na teénu, na p¥. do bodu 7;_tim je urdena
vrcholovéa teéna, kolmé k_ose, a vrchol 8.
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9. Stredy kiivosti paraboly v obecném bodé jako u elipsy a hyper-
boly aneb podle véty: Polomér krivosti paraboly rovna se dvoj-
nasobnému useku normaéaly mezi teénou a piimkou Fidici (opaéného
smyslu). V obr. 125. je v bodé C polomér krivosti CS=2.CG.

Polomé&r kiivosti ve vrcholu paraboly rovnéd se poloviei jejiho
parametru g, = 2.0 F = p.
5. Kfivky mocninové y = Cx".

Jsou-li dény dva body ktivky soufadnicemi P, (x,,¥,); P, (%,, ¥,).
uréi se exponent bud poétem podle vzorce

= log Yi— log v,
~ log z, — log z,

aneb graficky ve dvojité soustavé logaritmické (str. 266), kde moe-
ninové krivky se zobrazuji primkami.

a) Paraboly; n kladné, celé neb lomené. -

1. Pii daném exponentu n je kiivka uréena jednim bodem

P, (z,y yo) a ma rovnici
b e R T
Yo \%)

Pii n=0 jest y =y,, rovnobézka s osou x;

A e y=yo-§-—, piimka O P, jdouci poéatkem ;

w =2 o y=y (-mi] par&bola. kvadratickd;

L\$|w

» =

w M= (}x—] , parabola kubické;
] , parabola semikubické (Neilova).

il

2. Konstrukce (obr. 132). Danym bodem P
a v libovolném misté x# vedme rovnobézky
s osou y. Spojnice O P, urtuje na rovnobézce
vedené v misté z bod 4 (n=1); jim.vedme
rovnobézku s osou x do B na rovnobé&Zce bo-
dem P ; spojnice O B uréuje bod C (n = 2) atd.; = 44 ‘
B je bod kubické paraboly. Prisetik piimek B - ¥
a OB je bodem paraboly semikubické (n = 3/[,). Obr. 132.
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3. Teéna se sestroji na zékladé subtangenty s, = % (nebo — % ,
méfeno od pramétu bodu dotykového); na pt. teéna v bodé E ku-

bické paraboly mé subtangentu %

4. Konstrukce paraboly kubické (obr. 133) a paraboly semikubické
(obr. 134). Souradnice z,, y, rozdélme na tyz pocet sobé rovnych
dilt; nad usetkou P, @, opisme ptlkruznici,
v délicich bodech na ose x vedme rovnobé&z-
ky s y. Oblouky kruZnic stiedu @,, jdouci
délicimi body na P,Q,, uréuji na uvedené
palkruznici body, jejichz praméty na P, Q,,
spojeny s O, protinaji prisluiné rovnobéziky
v bodech kubické paraboly. V druhém pii-
padé vedeme délicimi body na P,@Q, rovno-
bézky k ose x, nacez oblouky kruznic stfedu
Q,, jdouci pruseéiky téchto rovnobézek
s uvedenou pulkruznici, uréuji na P, Q, body,
jez spojeny s O protinaji se s prvymi rovno-
bézkami v bodech semikubické paraboly.

b) Hyperboly; n zaporné, celé neb lomené.

e Lt 1. Pfi daném exponentu n = —m, je
| ~—— kiivka urlena jednim bodem P, (2,, ¥,)
S, { | g/ ~ & mérovnici
S e e m (o
Obr. 134. Yo %o @

E
Pii m=1 jest y=yo?°-, rovnoosa hyperbola;

x 2
s Mm=2 , Y=y, (—w"—), hyperbola 2. stupng, atd.

152 2. Konstrukce (obr. 135). Danym bodem P, a
v libovolném misté z vedme rovnob&zky s osou y
a sestrojme podle obrazu postupné body 4, B,C,...;
body C(m =1); E(m = 2); G (m = 3) jsou body

‘g R hyperbolickych kiivek.
C’““‘Y’ ™ =5 % 3. Teéna se se:troji na zékladd sub-
Obr.135. 33 = tangenty s = — o (od primétu doty-

kového bodu -7%) Na pt. teéna hyperboly y — cx™® v bod G mé4

subtangentu — % 3
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6. Krivky cyklické (kotélnice).
a. Cykloida prosta.
Vytvoti ji bod kruZnice, valici se po piimece (obr. 136).

1. Konstrukce. Kruznici a jeji
rektifikovanou délku na-tecné
rozdélme od bodu dotyku M na
tyz pocet rovnych dili; body
kruznice vedme rovnobézky
steénou, body teény rovnobézky
s pramérem k tetné kolmym a
z bodu Sv S, ,... na rovnohézce
sttedem & kruZnice s tecnou
protnéme prvni z nich polo-
mérem Kkruznice. Obr. 136.

2. Rownice cykloidy. Znadi-li » polomér kruZnice, w tihel valeni, jsou
soutadnice boda kfivky

@ =r(w— sin w); y=r(l—cosw)

3. Teéna a normdla. Normala prochézi piisluSnym dotykovym
bodem kruznice a primky (okamZitym stifedem otéceni); k normale
sestrojime teénu. Délka normély

n= 2rsin% = |2ry.

4. Polomér kiivosti rovné se d\;ojnésobné délee normaly,

g=4rsin—;)—- =2)2ry.

Ve vrcholu cykloidy je o =47

5. Oblouk s=4r(1——cos—;)—) =4r—-2)2r@2r—y).

Cely oblouk od # =0 do 2 =2 je s = 8.
6. Obsah plochy omezené obloukem, osou x a poradnici y:

3 : 1T 3 1 e —
r2 [Tw— 2sinw + Tstw) S, R TyV(2r—y)y;

plocha od poéitku k vrcholu cykloidy ma obsah—g—nrﬂ.

7. Evoluta cykloidy (geometrické misto stfedtt kiivosti cykloidy)
jest opét cykloida, shodné s ptvodni.
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b. Cykloida zkricena, cykloida prodlouzena.

Vzniknou valivym pohybem kruznice po ptimece, je-li tvorici bod
uvniti nebo vné kruznice. Oznacime-li vzdéalenost tohoto bodg od
stfedu kruznice ¢ <r, uhel valeni w, jsou soutfadnice bod kiivky

r=rw—csinw; Y=r—Cccosw.

c. Epicykloida a hypocykloida.

Vzniknou valivym pohybem kruZnice po kruZnici; u epicykloidy
je pohybliva kruznice vné (obr. 137), u hypocykloidy uvniti (obr. 138).

Obr. 137. Obr. 138.

1. Konstrukce. Poloviéni délku valici se kruZnice poloméru  a stejné
dlouhy oblouk pevné kruznice poloméru R M4 = M1TV rozdslme od

bodu dotyku na ty% podet rovnych 'dilii; thel MOIV = % 1800,

Opisme ze stfedu O soustiedné kruZnice, jdouci body 1, 2,... pohyb-
livé kruznice, vedme paprsky stredem O a body I, 11, ... pevné kruz-
nice a ze stfeda §,,8,,... na kruZnici stiedu O a poloméru OS
protnéme prvni polomérem valici se kruznice. Konstrukece plati pro
obé kiivky.

2. Rovnice epicykloidy a hypocykloidy. Horni znameni patii prvni,
i druhé kftivce.

e R, Ritr
r=(R4r) cosTw-{-rcos i
y=(R+17) sin—;-w:—rsin R%r

e-li -T;— racionélni, plyne eliminaci w rovnice algebraické.
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3. Normdla prochézi okamzZitym stredem otédeni.
4r(R+7) .

4. Polomér krivosti 0= '—1}—;—27— sm T.
N R4r ( w]
5. Oblouk s=4r = 1—0035 ;

M’J‘m:%(Rim.

6. Jeli r= %, prejde hypocykloida v pifmku (Gsetku 2R); bod,

ktery lezi ve vzdalenosti ¢ <r od stiedu valici se kruZnice, opisuje
elipsu s poloosami r +¢, r—ec.

d. Kardioida (srdcovka).
Je zvla&tni piipad epicykloidy, kdyZ r = R. Rovnice:

z=r(2cosw—cos2w);
y=r(@sinw—sin 2w).

Je-li A poéatkem (obr. 139) a vylouéime-li w,

@ +y*—2R2)*=4R*(2*+ 9.

V polérni soustavé rovnice kardioidy

r=2R (1 4 cos ¢). Obr. 139.

Kardioida je téZ tpatnici kruznice [zde stfedu (2 R, 0), poloméru 2 R] vzhledem
k jejimu bodu (zde poc¢dtku). V obrazei jsou tak sestrojeny body 2 a 3.

e. Asteroida.
Je zvlastni ptipad hypocykloidy, kdyZ r = % ;
Rownice:
#=31R@Bcosw+cosdw); y=31R (3sinw—sindw).

Eliminaci w plyne algebraické rovnice asteroidy
A
® ey ="R~.
Asteroida jest obalovou é&arou primky délky R, jejiz koncové

body se posinuji po osdch x & y; kazdy bod takové primky opisuje
elipsu (elipsograf).
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f. Eplcykloida a hypocykloida zkricend nebo prodlouzena.

Vzniknou valivym pohybem kruZnice po kruZnici, je-li tvoiici bod
uvniti nebo vné valici se kruznice. Oznac¢ime-li vzdalenost tohoto
bodu od stiedu valici se kruznice ¢ < r, uhel valeni w a soustavu
os zvolime jako v obr. 137 a 138, jsou kiivky dény rovnicemi:

z=(R+7) cost?Fccos R%r w,

R

ol o . R+4r
y—-(Rir)smﬁ—w——csm @

Je-li R=1r (a ¢+#7r), md epicykloida algebraickou rovnici ¢tvrtého stupnd a
sluje Pascalova zdvitnice.

g. Evolventa kruZnice.

Vytvoif ji bod vldkna, odvinovaného z kruZnice (a pii tom napja-
tého) nebo bod primky, valici se po kruZnici (obr. 140).

1. Konstrukce. Polovinu kruznice rozdél-
me na jisty pocéet stejnych dilt; v délicich
bodech vedme teény a nanesme na né rekti-
fikované oblouky :

T, =13, ¥3,- 93 atd.
Jednotlivé éasti krivky lze ptiblizné (pii
malé jejich délce) nahraditi kruhovymi ob-
louky, opsanymi ze stfedu 1, 2, 3,...
2. Rovnice:
z=r (Cos @+ @ sin ¢);
y=r (sing— @ cosg),

Obr. 140. kde @ je tihel poloméru kruZnice s osou x.

3. Teéna, normdla a polomér kiivosti. Normély evolventy jsou teény
kruznice; jeji stfedy krivosti jsou v dotykovych bodech normél;
polomér kiivosti mé délku odvinutého vlakna g =r@.

4. Oblouk s = % r o’
5. Obsah plochy, omezené obloukem evolventy (od bodu na kruZnici),
prisluSnym obloukem zékladni kruZnice a jeji te¢nou v koncovém

bodd, jest —z—r’ (48
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h. Konstrukce stiedd krivosti krivek cyklickych.
Bod kiivky 4 (obr. 141) spojme se stiedem B valici se kruZnice

a 8 okamzitym stredem otaéeni N. Kolmice
v bodé N k normale 4N vztycend protne
piimku 4 B v bodé C; spojime-li tento bod se
stfedem pevné kruznice D, dostaneme v.bodé S,
pruseéiku spojnic AN a CD, stred kiivosti pro
bod A. Je-li bod krivky 4’ na spojnici stiedt
obou kruZnic, uZijeme stredu nalezeného pro
jiny bod A4: Pfimka 4 A’ protne NC v bodé ¢,
spojnice ¢’ S normélu 4’D v hledaném stiedu
kiivosti S’

Konstrukce plati i pro obecné kotélnice,
pii ¢emz B a D jsou stredy kiivosti pohyblivé
a pevné kiivky. :

7. Spiraly.

a. Archimedova spirila.

Obr. 141.
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Vznikne rovnomérnym pohybem bodu na privodiéi, otdcejicim se
rovnomérns kolem poéatku; mé vlastng dvé soumérné sdruzené vétve.
(Vznikne také jako obecna evolventa kruZnice valenim pifimky po
pevné kruznici, pfi ¢emz tvoiici bod s primkou, pevné spojeny, je

v pocateéni poloze stredem zékladni kruznice.)

P

Obr. 142. 5 Obr. 143.

1. Konstrukce (obr. 142). Usedku délky O M, o =7, které nabude
pravodié po jedné otoéce, a tihel 360° (v obloukové mire 2 z) rozdélme
na tyZz pofet m rovnych dilt a na jednotlivé paprsky nanesme

- % rO rO 0
postupné usecky = 2 . 3 A
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>
2. Rownice = —2——-°ncp=a<p,

r
kde 7, nebo a = E"; jsou dané konstanty.

3. Normdla a teéna v bod8 M (obr. 143). Polarni subnorméla mé délku

r 7
ON=a= 2—"”; spojnice M N je norméla; tedna se sestroji jako kol-
mice k normaéle.

4. Stred kiivosti. Vedme MP | MO, NP | M N; spojnice OP
proting normélu M N ve stredu krivosti S (obr. 143).

b. Hyperbolickd spiréla.
1. Rovnice kiivky jest
a
ok
2. Konstrukce. Uhel ¢ vyjadiime v mite obloukové a podle rovnice
vypoéteme prislusnou délku privodiée 7. S rostoucim bez omezeni g,

t. j. pro @ — oo zmensuje se r— 0, pol je asymptoticky bod, k némuz
se kiivka v nescetnych zdvitech bliZi. Pro @ — 0 plati o souradnici

sin @
P

r=

y=rsinpg=a —> a (podle d0. str. 74),

t. j. pfimka y = a (rovnobéZka s poldrni osou ve vzdéalenosti a)
jest asymptota hyperbolické spirdly.

Zvolime-li na piiklad a = 2z = 6,28, jsou pro ndsobky 45° &ili pro nz:4, kde
n=0,1, 2,... délky pravodi¢d 8:n. Body kiivky jsou pak dény souradnicemi:

@ =0, 45%, 00°, - 135%,  180°, . 235°, 270°, 315%;, 860°,
r =oco, 8, 4, 2,67, 2, 1.6, 133, 1,14, 1, ...

Pro zéporné Ghly dostaneme druhou vétev kfivky, soumérnd sdruzenou k prvé
podle osy y.

Teéna je uréena polérni subtangentou 8, = a.

c. Logaritmicka spirala.

1. Rovnice kiivky. Jsou-li b, ¢ > 0 konstanty, e = 2:71828..., ¢ thel

v mife obloukové, jest
r=>0e°?,

Pro ¢ =0 je pravodié r, = b. Tvoii-li odchylky ¢ fadu aritmetickou
=0, &, 2, 3, ..., rostou privodi¢i Ffadou geometrickou s po-
dilem ¢ = e°*. JeZto pro ¢— — oo priavodié »— 0, je pél asympto-
tickym bodem logaritmické spiraly.
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. 2. Konstrukce (obr. 144). Rozd&lme plny thel na v&tsi podet, na
pi. na 16 rovnych dili. Vypoéteme dva sousedni prévodide, v tomto

pripadé r, =b, r, = b e™®; opiSeme jimi soustiedné kruznice stiedu O
a se spojnicemi vidy dvou sousednich koncovych boda jednoho
& druhého po'oméru vedeme postupng rovnobézky. Body M, , M,
M,, M, jsou body spirély. : ;

Obr. 144. Obr. 145.

3. Tebéna a normdla (obr. 145). Logaritmické spiréla je isogonélni
trajektorie pravodiéi, protinajic je v stalém uhlu tg 7 = Krivka
si je ve viech Gdstech podobna; jeji tvar zdvisi na parametru c.
Vedme OC. | O M, uéitime OD =1, 0C = =i spojme C, D. Teéna
v bod& M je rovnob&znd s DC. Subnormala O S = bc e°? = ¢r = r cotg 7.

4. Polomér kiivosti mé délku normaély,

%
sint

g=MS=rV1 +c* =

d. Sinové spiraly.

Obecnd rovnice kiivek, zvanych sinové spiraly,

rM=a™sinmy
s P P T
prejde otofenim soustavy o thel yp = S @ ne tvar
™ = a™ cosme.

Pii racionalnim m jsou sinové spirdly kiivky algebraické, pii
iracionalnim transcendentni.
Technicky priivodce, svaz. 1, 2. vyd. 20
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Na priklad:

1. m=1:r=acosp jo krufnice 2* + y* =ax o pramdru a.

2. m=—1:r""=a""cos(— ) &ili r= eo: je prtmka x = a.

3. m=2: 7’ = a’ cos 2 ¢ je lemniskata (obr. 146).
Rovnice lemniskaty v pravouhlé soustavé jest
(x2 + yz)z e aﬂ (xﬂ e yﬂ) =
Soutin vzdélenosti bodu kiivky od
dvou pevnych bodua (F,, F, o vzdélenosti
al/2) je staly a roven &tverci jejich polo-

a‘l

viéni vzdédlenosti r, 7,= ——; a je polo-

osa. Opiseme-li nad pramérem F, F, kruz-
nici sttedu O a protneme ji z bodu 4 (a, 0)
libovolnou seénou v bodech B, 0, dosta-
neme privodice AB=r,, AC=r,, jeito

2
AB.AC=AD”=0A“—0D2=%

(mocnost bodu ke kruZnmici). Pravodi¢ svird s normadlou thel 2 ¢:
a a
22 Ve

2
vosti g = 2 _, ve vrcholu 04 = 2 . Potatek jo dvdjny bod obratu,

3r 3
v ném teény sviraji s osou x uhly 45° a 135% Obsah plochy obou
dasti p = a®.
Lemniskata jest apatnici rovnoosé hyperboly vzhledem k jejimu stfedu. Vznikne
také prisekem anuloidu s te¢nou rovinou, rovnobé&Znou s osou anuloidu, je-li R=2r.
Kriivky, vytvofené bodem, jehoZ soulin vzddlenosti od dvou pevnych bodu
je stdaly, sluji k#ivky Cassiniho; lemniskata je jejich vyznamnym pripadem.

4. m= %: 7'l = alrcos (¢ : 2) je kardioida (obr. 139). Klademe-li

Obr. 146.

nejvétsi poradnice je v bodé ¢ =30°, r= ; polomér kii-

a =4 R, mé rovnici » = 4 R cos® (¢:2) = 2R (1 + cos ¢).

5. m= —2: ia = 00822 .4 je rovnoosd hyperbola 2* —y* = a*.
¥ a
1 : 3
6. m=— L=—ciswj—2)Jeparabolay”:d:a(a—an)

C @l RpERsT
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8. Klothoida.

1. Pfirozend rovnice¥)
klothoidy (obr. 147)

i

5 a
et

SO

©

znadi, Zekiivostl:g=s:a® -
je piimo umérnd délce
oblouku s; proto se ji po-
uzivé jako piechodnice.

Pravouhlé souradnice
bodii klothoidy vyjadiuji
Fresnelovy integraly :

a

T =—

¥}

C;}ﬁ
Q
=(8
-el\3
o

s ra v v 2
S Uhel tetny s osou x. Podétek,

Yo dy sy
Jeztoa-—tgq;, znati ¢ =

kde ¢ = o0, je bod obratu, v ném osa x te¢nou. Asymptoticky bod 4,
k n&muZ se kiivka bliZzi pro ¢—> 00, méa vzhledem k 17. str. 103
soutadnice

| ke
_’EA = yA = E—uv’ﬂ.
S SR S 2 ‘
2, Substituci ¢ = 5 AU prejdou vyrazy (1) na
u

w
2 2 Y-
x=aancos n2u du; y=aansi.n n2u du; s=almu. @

0

Pro kladné i zdporné w maji z, y, s stejné hodnoty opacéného
znameni: kfivka je soumérné vzhledem k pocéatku.

*) Prirozend rovnice kiivky mé tvar o= f(s); vyjadfuje polomér
kiivosti o jako funkei oblouku s. K pravouhlé soustavé vedou
transformacni rovnice:

¢=j7%—; x=jcos¢pds; y=]sin¢pds.

20*
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3. Zvolime-li ve (2) konstantu a =

u

J

0

nu®

xr = 2

cos

du=06{@); -y

u
6[
4. Konstrukce provedena podle

z nékolika bodt, oddélujicich na

Matematika.

y Jest Ty ==y 4 =

Va £
T
sin— du=8(u); s=u. (3)

(3) a dat, sestavenych v tabulce,
kyivee stejné oblouky délky 0,5

U=8 z=C (v y =8 (u) p=mnu’:2 e=1l:nu
0,6 0,4923 0,0647 a:8 0,63662
1 0,7799 0,4383 n:d 0,31831
1,6 0,4453 10,6975 97:8 | 021221
P 0,4883 0,3434 27 0,15915
2,5 0,4574 0,6192 %7 :8 0,12732
3 0,6057 0,4963 9m:2 0,10610

9. Krivka exponencialni (logistika).

1. Rownice kiivky y = ba®®, kd

E

poradnice v bodech z=1, 2, 3,...
ve sméru — X.

ea>0, b>0, ¢ jsou konstanty.
Kdy% a=e=2,71828..., je y = be™®.
Kiivka y =ba~% je soumérné ke
kiivee y = ba® podle osy y. Expo-:
nencidlni kiivka mé jen kladné
poradnice. Pro =0 je y=b.
Osa x je asymptota. V jednoduché
logaritmické soustavé (str. 265) je
kiivka exponencidlni (zvand té7
logistika) zobrazena ptimkou.

2. Konstrukce (obr. 148). Rostou-li
usecky radou aritmetickou, rostou
poradnice radou geometrickou.
Nanesme O A =0b, OB =bd’ a
u¢inme BC | AB,CD | BC, atd.;
usecky OB, O0C, OD,... jsou

Podobné dostaneme body kiivky
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3. Teéna. Subtangenta (6. str. 131) jo stala: s, = — a;—a; vypocte-

nou délku naneseme na osu x od pramétu dotykoveho bodu M
a koncovy bod spojime s bodem M. ‘

4. Polomér kiivosti sestrojime na zéklads améry y: MT = N T':p.
V obraze jest MP=NT, MQ=o=MS.
10. Retézovky.
a. Otecna retézovka.

Obecné tetézovka (obr. 149) ma t;rar tézkého homogenniho doko-
nale ohebného nepruzného vladkna, zavéseného ve dvou bodech.

/\ﬂ: X; 20
‘ !
|

R

A b

|
|
fa 7/ I

!

Obr. 149.
1. Rownice kiivky

S LR —z:a) s S @
=5 (e®'®+ e=%%) &ili y — acosh =
aneb, je-li ¥ nezévisle proménné

Y

Vo ias
yi'y —a Gili z = aargcosh =.
a a

ze=alg

Zéporné znaménko odmocniny dévé pii témZe y zdporné .
Parametr o znaéi vzdélenost nejnizsiho bodu kfivky od osy x.
Retézovku narysujeme podle tabulky hyperbolického kosinu.
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Viéechny obecné Fetézovky jsou st podobny.

Pti malém prohnuti je zlomek z:a velmi maly, kiivka se bli%i
parabole; podrzime-li v radé pro cosh (z:a) jen dva ¢leny, jest
wz
2a °

Je-li zdvésny bod podatkem soustavy, m tseéka vrcholu M, je
rovnice obecné retézovky

y=a(cosh S i —coshﬂ].
a a

y=a+

2. Teéna a normdla v bodé M (x,y). Utitime M Q = MP=y;
norméala M N || M @Q, tetna MT | M Q. OpiSeme-li nad priamérem y
kruZnici a pretneme ji z boda M, P polomérem a, je 7' bod teény,
K bod normaély. Pro thel teény s osou x plati

tgoc=sinh£; Pren g A A
a Y

3. Oblouk s =M M =M T = 0 Q; je pramétem poradnice na teénu.
s=asinh%= Vy*—a* =atga.

2
4. Polomér kiivosti ¢ = 2 =
a cos® &

mé délku normély ¢, = M N; ve vrcholu g, = a.

a

5. Obsah plochy M M, OP je roven a* sinh% =aly' —a® =as.

6. Stanovent parametru a polohy os, jsou-li dény: délka vldkna 2s,
horizontalni vzdélenost zavést 21!, rozdil jejich vysek 2b. Jsou-li
oba zavésy ve stejné vysi, je b=0. K reSeni vedou vztahy

Vs —° _ sinh u
l PR

. a,etra—l
; param 8

Vypotteme podil [/s*— b®: I=c a z transcendentni rovnice sinh u = cu koFen w.
Podle tabulky zobrazime kfivku y = sinh u v soustavé (u,y) a pfimku y = cu;
usec¢ka jejich priuseciku uddvd kofen wu, ktery zlepsime _n?]kterou numerickou
methodou (str. 251). Je-li po ruce tabulka funkce O (u)= smTu , najdeme pfimo

" k hodnot& ¢ = ©(u) argument u; s tim pak vypotteme parametr a.
Vzddlenost osy x od stiedu spojnice obou zévésii jest & = s cotgh u.
Posinutt osy y smérem niZ§iho zévésu 6 = av, kde tghv =b:s.

. z], . x?
Uhly v zdvésech .tg «, = sinh —; tga = sinh —.
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7. Evolventa obecné retézovky (obr. 149) je kiivka zv. traktriz (taz-
nice). Jeji teéna mé stédlou délku a =T P.

: 2 2
m=a1g1—_‘;7__y+ Va — 42 .

Podle 2. a 3. je T' bodem kiivky; jeji gp= T M = s. Traktrix je
také orthogondlni trajektorie soustavy pulkruznic o poloméru a, je-
jichZ stredy P jsou na ose x.

Rovwnice kiivky -

b. Retézovka stilé pevnosti.
Retdzovka stalé pevnosti klade v¥ude ty# odpor proti pietrZeni.

8. Rovwnice krivky 3
y = — alg cos S

Stiedni vétev se dotyké osy x v poéatku, kde mé tvar paraboly
2

= 2— Primky o = 4+ %na jsou asymptoty retézovky. Kiivka

mé vzhledem k periodi¢nosti kosinu nekoneénd mnoho vétvi, které
vzniknou posinutim stredni vétve o ndsobky 2=za.

¢. Pruind retézovka.

Zavésené vlakno je pruZné. BudteZ v, v,, v, v, napéti vldkna
v bodech M (0, 0) (poéatek soustavy), M, (a,b), M (@ )a.ve vrcholu M,
kde « =0; ¢ mérné véha, £ modul pruznosbl

9. Soutadnice bodt kiivky' jsou vyjédieny jako funkce nap&ti

P g v 2_ 2
Al e S PR RL S G
q 7 v1+Vvi—v¢2,

1 2 = 1
y=m‘(” —”1)‘1'7;(”—”1). (@)

Ve vzorei (1) je odmocnina for = v; na sestupné &asti Fetézovky
zépornd, na vzestupné kladné. Klademe-li = oo, dostaneme sou-
fadnice boda fetézovky obecné (nepruzné).

10. Délka vldkna v nenapjatém stavu

= (= - 1=%). ®
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11. Prahyb proti tétivé M, M, v bod8 M (, y) n= %x -Y.

a7,

AR »* v
12. Polomér kiivosti g = 1+ = |

Mezi napétimi v, »,, », a délkou vldkna s plati rovnice (1) a (2),
kde klademe z=a, y=»b, v=v, a rovnice (3). Zvolime-li jednu
z veli¢in », v, 7, s, jsou ostatni témito tiemi rovnicemi uréeny.

V. Hrudka: Venkovni elektrickd vedeni, poditand jako pruzné retézovka, 1940.
K. Cupr: O pruzné retézovee, Prdce Mor. piirodovéd. spole¢nosti, 1943.

11. Nékteré algebraické krivky.

Y / a. Kisoida Dioklova.

Ke kruznici (obr. 150) priiméru O 4 = a vedeme
teénu v bodé 4 a na kazdy paprsek jdouci bodem O
naneseme jako pruvodi¢ od bodu O (pélu) tsek
jeho, omezeny kruZnici a teénou, OD = BC; D je
bod kisoidy.

Rovnice kiivky v soustavé polérni
sin® @
cosg ’

v. soustavé pravouhlé

x
a—x"

@E@+yHr—ay*=0 aneb y=2

Kisoida jest algebraické krivka tretiho stupné.

b. Strofoida.

Soustavu kruZnic (obr. 151), které se dotykaji
osy x v podatku (p6lu), protneme priméry, vede-
nymi pevnym bodem A4 (a, 0); koncové body pria-
méra jsou body strofoidy

Rovnice kiivky v soustavé poldrni

cos 2 @
cosp ’
Obr. 151. v soustavé pravoiihlé
@ +y)r=a@ —y)=0 aneb gl mans

a+x
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Substituef ¥ = uxz je moZno vyjadriti soufadnice strofoidy jako
racionalni funkce-parametru
z=al—ud):(l+u); y=aul—u?):1+u".

Kiivky toho druhu sluji unikursdlnt (raciondint); jsou vedeny jed-
nim tahem (kuzelosetky, kisoida a j.).

c. Konchoida Nikemedova.
Pevnou ptimku z = @ (obr. 152) protneme svazkem piimek, jdou-
cich poc¢atkem O (pélem), a od priseciku kazdé s piimkou pevnou
naneseme na obé strany stalou usecku b.

Rovnice kiivky
a
cosp —

@ + 9% (v — a)®—b%2*=0.

Podatek je bod uzlovy, bod vratu
nebo bod isolovany podle toho, je-li

s s ; ST
b = a. Krivka ma dvé vétve.
=5

Konchoida ptimky je algebraické
kiivka étvrtého stupné; sluje také kon- o
- choida Nikomedova. Kolmice k priivo- : L
diéi, vedena pocatkem, akolmice k pevné Obr. 152.
piimee v jejim praseciku B's pravodicem,
protnou se v bodé& N; jim prochdzeji normdly v&ech konchoid ve
vech bodech privodide.

d. Ko-choida kruznice.

Zakladem je kruZnice r =acosp o priméru a. Na ka’dou ptimku,
vedenou bodem kruznice O (pélem), naneseme od druhého praseciku
jejiho s kruznici na obé strany stdalou usecku b.

Rowvnice kirivky
r=acosp+b; (@® 4+ ¥ — ax)® = b (=* + 7).
Konstrukce normély je obdobné konstrukei v ptredchézejicim

odstavei c. Je-li B prise¢ik pravodiée se zakladni kruznici, je bod N
druhym krajnim bodem praméru B N.

Konchoida kruZnice je algebraické kiivka &tvrtého stupné; sluje
také Pascalova zdvitnice. Pro b = a je to kardioida.
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12. Krivky sinové.

Zvolime-li pro n usetku l, mé jednotka délky velikost j=1:7 =
= 0-318 310 /. Perioda je 2 x.

y g
8 F 1 i _x
SR
Obr. 153.
Y
V. 2|
/ |
|
! . &
g o
Obr, 154,
na
| \ |
|
1
1% :
! n Jan
I

Obr. 155.

Al

1. y=sinz (obr. 153). Teény
v bodech obratu sviraji s osou x
uhly -+ 45°. Polomér kfivosti ve
vrcholech g, = 1.

2. y=asinz (obr. 154). Cini-
tel a (amplituda) je poradnice
vrchola. Teény v bodech obratu
v =" Ty kde =01, 30 aul
maji smér pirepony pravoiihlého
trojihelnika, jehoz jednou odvés-
nou je potadnice vrcholu, druhou
(na ose x) délkova jednotka. Po-
lomér kiivosti ve vrcholech g =

= 1:a; sestrojime jej tak, Ze vr-

‘cholem V vedeme rovnobéziku

s teénou v bodé obratu (spojnici
VB, kde B je koncovy bod jed-
notky od paty V na x)a potom
BC | BV.

3. ¥ = a sin nx (obr. 155). Cislo
n (frekvence) je pocet vin, pripa-
dajicich na jednu periodu. Teény
v bodech obratu ==+ kan:n,
kde k=0, 1, 2,..., maji smér pfe-
pony pravothlého trojuhelnika
s odvésnami na, 1 ve sméru osy
Y, x. Polomér ktivosti ve vrcho-

lech g, =1:n*a sestrojime ob-
dobné jako v predchéazejicim.
V obrazci je n = 3.

4. y=asin(nz 4 ¢). Vina je pofinuta smérem Fx o délku c:n.

Sinové ktivky rozvinuji asov®é harmonicky pohyb, dany rovnici

Yy =asin (0t + ).

Vektor a, otédejici se stédlou thlovou rychlosti w, opise za &as ¢
thel wt = x; okamzitd vychylka y je pramét vektoru do sméru y.
Argument wt + ¢ sluje faze, thel ¢ = ¢ fazovy posun;

R 27
perioda T = od,

frekvence n =

1 w

T ~ 2a
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13, K¥ivka tlumeného chvéni.!

bx

1. Rownice y=ae” * sin (nz + c).

2. Konstrukce (obr. 156). Napfed zobrazime kiivky

1) y=ae~b; 2) ¥ =sin (nx +¢).

Exponencialni kiivku 1) sestrojime podle str. 308: pro =z =0,
xz = — 1 vypoéteme y=a, y = aet? a naneseme prvou hodnotu na
osu — x, druhou na osu y. Pro dalsi tseéky z=1,2,3,... jsou po-
fadnice dény tseky lomené &ary na osdch. Pak zobrazime sinovou
kiivku 2); n je pocet vin, piipadajicich na periodu 2 #; kiivka je
posinuta ve sméru — x 0 c:n.

¥ V obraze jest

SagaLy
BT Dy

n=3,c=-§

y=sin(nx+c)

B y-ae sinfnxec)
Obr. 156.

Potadnice 1), 2) zndsobime graficky podle tméry 1:y, =y,:y.
3. Souradnice vrchold

1 1 3 k=D y
mk=?[(k+?]n_c—a], Y= (—1)"ae %k cos o}

n
V2 E0F
Rozdil tseéek vrcholt je konstantni 7 :n.

cOoS o = 5 k=0,4+1,42,...

4. Usebky pruseétka s osou x
1
(xk)o == -77 (k == G).

Rozdil tseéek prasetiki je opét 7 :n.
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14. K¥ivky vyvoje.

Probihé-li vyvoj (vzriist nebo pokles) néjaké veli¢iny z v case ¢
bez vnéjsich zasaht, mozno predpokladati, Ze rychlost vyvoje dx:dé¢
je jistou funkei j (z) ménici se veli¢iny . Regenim diferenciélni rovnice

d
T =@ (A)

je dan zdkon vzrastu x = F (), ktery se (po stanoveni parametrt na
zakladé statistickych dat) vysetfovanému zjevu podlozi; podle ného
pak se odhaduje vyvoj v budoucnosti.

Funkce f(z) se predpokladéd v jednoduchych tvarech:

1. f(z) = m = konst. Obecny integral rovnice (4) jest z =mit + C.
Pii pocateéni podmince, aby v ¢ase ¢ =0 bylo x =z, jest integraéni
konstaunta C =z,. Zdkon vzrustu

x=mt+ 2, (1)

zobrazuje p#imka, jdouci bodem (0, z)) o smérnici tg x =m.
2. /(z) = ax + b. Obecny integral rovnice (4) jest x=—b:a+ Ce®™.
Pii poéateéni podmince ¢=0, x ==z, je konstanta C =z, + b:a.

Zdkon vzristu

b brY ai
o= =+ [z + ) @
zobrazuje kitvka exponencidlni, jdouci bodem (0, z,). Je-li b =0 nebo

@, =0, po piipadé konstanta pii x zdpornd, a klademe-li b:a =4,
mé zékon (2) pfi a>0 tvary:

0 S
ey B S
x=A(1-¢e )

x=AE"-1)

\ x=Ae~!
- | \\,
— 1/4.1 ’: ] ] / \rfs 0 PERSEY IR ¢

Obi. 157, Obr. 158.

a) ==z e%; b) z=z0” % (obr. 157).
¢c) v=A @*"-1); d) z=A@1—e"%  (obr. 158).

Primka z = A4 je asymptota kiivky d) (stagnace vjvoje).
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3. f(@)=m+ax—bz*; m>0,a>0, b>0. Z rovnice (4), psané

dz
a—=b(z—-x2)(xl—w),
kde 25 Ca e
aiVa2+4bm
1,07 2b

jsou koteny kvadratické rovnice f(x)=0, plyne integraci

x-—xs

— @1 —2) (bt +¢) 3)
z, -

a FeSenim této rovnice podle z
S S

1 _l_oe—(x,-—:c,Jbt 2

Pocééateéni podminkou ¢ =0, x =z, jest uréena konstanta -

zdkon wvzristu =1, +

4)

H e R
s (6)

xo—mz

Jiny, pro vypodet vhodnéjsi tvar zdkona (4) najdeme z poméru
rozdilu éitatele a jmenovatele k jejich souétu na obou stranach rov-
nice (3), uzijeme-h vzorce

z—
LN
2 A b
odvozeného ze 3. str. 50:
z. +z T, — o r, —2
Bt 2 s gtgh z 2(bt—l—c). (6)

2 2 2

Klademe-li dz:d¢ =0, dostaneme teény integrélnich éar, rovnob&zné
s osou t; podle (4) z==z,, v ==z,. JeZto pro tyto hodnoty ¢= 4 oo,
jsou to asymptoty.

Rovnice d*z:d¢* = 0 urduje pofadnici bodu obratu &= (z, +x,): 2.
Oznacime-li jeho useéku 7 a dosadime obé soutradnice do (6), plyne
br+c¢=0 a odtud ¢= — b7, takZe

z, +z, R

iy A
A RSB A S R

Rovnici (3), kde ¢= —b7, a podminkou =0, z ==z, je uréena
usecka 7. Souradnice bodu obratu kiivky, kterd jde bodem (0, ), jsou

X,
= bit — ) )

e_acl+x2' < 1 3=
= 3 ;

®)

= 1 .
b(x, —x,) g T, —x,
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Pofinutim os do bodu obratu transformaci: X =2 —§&, T=t—r,
prejde (7) na tvar

Xy ==,
Xeste o ok ‘2 ZT, 9)

Smérnice tetny dX:d7" v bod& obratu (7' = 0)

tgax = % (x, — mg)z. (10)

Zékon vzrastu, dany rovnicemi (4) nebo (7) nebo (9), zobrazuje t. zv.
demografickd kiivka, téZ logistika, majici podobu hyperbolické tangenty
(obr. 24, str. 50). Probihajic mezi asymptotami z==z, x==z,, je
soumérné podle bodu obratu, jeho# soutadnice vypoéteme podle (8).
Ke zvolenym tsetkém 7' uréime poradnice X bodu kiivky podle (9)
s tabulkou hyperbolické tangenty.

X A

4. Robertsoniw zdlkon
vzrastu (obr. 159) je mo-
difikaci obecng&jgiho pii-
padu 3., kdyZz m = 0. Zde

f(@) = az — bx® = (a — bx)=
a kofeny rovnice

f(@)=0

jsou

x1=%, z,=0.

Obr. 159.

S podminkou ¢ =0, ==z, je podle vzorci pedchézejiciho odstavee

Robertsontiv zdkon vzristu: konstanta:
$ a—bx
om0 @ 0= ®)

1+Ce™ b,
druhy tvar: soufadnice bodu obratw:

a a a 43 ey Al ta— bRy
Besp g gt B (0 de o gl
s poédtkem v bodé obratu: . smérnice teény obratu:

2
a a > STva 7
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V obrazcei je pti danych a, b vlevo funkee f(z) =az—ba’, t. j. parabo'a, protinajici
osu x v bodech z; =a:b, z,=0; vpravo ziakon vzrastu (4) s pocdteéni podminkou
t =0, z = z,; stanoveny soufadnice bodu obratu (8’) a kfivka sestrojena v soustavé
(7, X) podle (9). Diferencidlni ¢dra

2
@ . 2 al
T =0 cosh’ .
ukazuje dole rychlost vzrastu.

Pii praktickém pouziti ve statistice, demografii, ndrodnim hospodafstvi a j.
treba stanoviti parametry zdkona. Jako hruby odhad, zda dané adaje 1ze zpracovati
podle logistiky, slouzi podminka, aby dvojpomér ¢tyf za sebou jdoucich hodnot
byl v intervalu (1, 4/3).

V .List: Hospodafstvi elektrickych podnikd, 1926.
K. Cupr: Matematické zaklady nauky o logistické k¥ivce, Statisticky obzor, 1942.

B. Obecné konstrukce.

1. T'eéna kiivky v daném bodé. (Obr. 160.) Danym bodem A4 vedme
radu seéen predem zvolenymi body kiivky 1,2, 3,4, ... Na seény
nanasejme zvolenou tsetku a v témZ smyslu do boda I, II, III,
IV,...; vedme jimi hladkou kfivku a protnéme ji z bodu A4 kruho-
vym obloukem poloméru a; priseéik B je bod teiny.

2. Normdla kiivky v daném bodé. Z bodu A pietnéme kiivku kru-
nici o vhodném poloméru a sestrojme symetralu useéky, omezené
praseénymi body.

Obr. 160. Obr, 161. 3 Obr. 162.

Mechanicky Fesi ikol normdint zredtko (obr. 161). Hrana 4 B ma
polohu normaély, kdyZ kiivka se svym obrazem splyvé v jediny hladky
celek beze zlomu.

3. Dotykovy bod teény (obr. 162). PriloZenim pravitka sestrojme
ke kiivee jiné teény, které danou teénu protinaji po obou stranéch
od hledaného bodu v bodech 1,2, 3 . ..; od nich nanesme na pomocné
teény stalou useku a do bodt I, I1, II1, IV, ...; hladka ktivka
jimi vedené protne danou teénu v bodd B. Uéinime-li B4 =a,
je A hledany bod.

F. Kadetdvek-J. Klima-J. Kounovsky: Deskriptivni geometrie, 2 sv., 1930-32.

@G. Loria: Curve piane speciali algebriche e trascendenti. 2 sv., 1930 (dfive Spezielle
algebraische und transzendente ebene Kurven, 2. vyd. 1910—-11).

G. Teé.gﬂsira:gTraité des courbes spéciales remargquables planes et gauches, 2 sv.,
1 -09.

M. Aoust: Analyse inflnitésimale des courbes planes, 1873.

H. Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, 1908.

F. Ebner: Leitfaden der technisch wichtigen Kurven, 1906.
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XXV. Matematické pomiicky a stroje.
1. Matematické tabulky.

Pro nejriizn&jsi potieby numerického vypoétu sestaveny jsou pie-
éetné tabulky logaritmické, tabulky elementarnich funkei a vysSich
transcendent. Ve stru¢ném vybéru mozZno zde uvésti:

A. Crelle: Rechentafeln (do 999 krat 999), nové 1930.
L. Zimmermann: Rechentafeln (do 99 krat 9999), nové 1923.
W. Oakes: Table of the reciprocals of numbers 1...100 000 (sedmimistné), 1864.

P. Barl w: Tables of squares, cubes, square roots, cube roots and reciprocals,
3. vyd. 1930.

M. Valouch: Tabulky logaritmické (p8timistné) s ¢etnymi tabulkami matematie-
kymi, fysikalnimi, astronomickymi a chemickymi, 10. vyd. 1937.

M. Valouch-M. A. Valouch: Sedmimistné logaritmy ¢isel od 1 do 120 000, 1932.

J. Peters: Zehnstellige Logarithmentafel, 2 sv., 1922,

H. Andoyer: Tables logarithmiques a 13 décimales, 1922. g

K. Hayashi: Finfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen, sowie der
Funktionen e* und e™%, 1938.

C. Becker-C. Orstrand: Hyperbolic functions, 1909.

J. Peters: Sechsstellige trigonometrische Tafel fiir neue Teilung, 1930.

J. Pelers: Siebenstellige Werte der trigonometrischen Funktionen, 1918.

V. Elznic: Osmimistné tabulky piirozenych hodnot goniometrickych funkei pro
déleni Sedesdtinné, 1940.

V. Elznic: Sintacos 10; desetimistné tabulky hodnot goniometrickych funkci pro
setinné déleni, 1941.

K. Hayashi: Sieben- und mehrstelhge Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen
und deren Produkte, sowie der Gammafunktion, 1926.

F. Emde: Tafeln elementarer Funktionen, 1940.

K. Bremiker: Logarithmisch-trigonometrische Tafeln mit 6 Dezimalstellen, 17. vyd.
Th. Albrechtovo, 1924.

W. Jordan: Logarithmisch-trigonometrische Tafeln fiir neue (zentesimale) Teilung
mit 6 Dezimalstellen, 6. vyd. 1942

@G. Vega: Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch (o 7 mistech), 91. vyd.
K. Bremikerovo, 1926.

C. Bruhns: Neues logarithm.-trigonometr. Handbuch auf 7 Decimalen, 18. v. 1934,

J. Bauschinger-J. Peters: Logamhmxbch trigonometrische Tafeln mit 8 Dezimal-
stellen, 2 sv. 1910—11

L. Pollack: Rechentafeln zur harmonischen Analyse, 1926.

A. Legendre: Tafeln der elliptischen Normalintegrale, nové 1931.

L. M Ine-Thomson: Die elliptischen Funktionen von Jacobi (o 5 mistech), 1931.
E. Pears m: Table of the logarithms of the complete /™-function (10-mistné).

K. Pearson: Tables of the incomplete /™-function (7-mistné), 1922,

@G. Prevost: Tables des fonctions sphériques, 1933.

K. Hayashi: Tateln der Besselschen, Theta-, Kugel- und anderer Funktionen, 1930.

K. Hauashi: Tafzln fiir die Differenzenrechnung sowie fiir die Hyperbel-, Bessel-
schen, ellipcischen und anderen Funktionen, 1933. -

E. Jahnke-F. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 3. vyd. 1938.
Soupis tabulek podavaji:

V. Ldska-V. Hruska: Theorie a praksé numerického po&itdni, 1934.

R~Mises: Verzeichnis berechneter Funktionentafeln, 1927.
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2. Logaritmické pravitko.

Logaritmické pravitko je dileZitou pomtickou numerického po-
&ftani, pokud vystadime s vysledkem o 3 aZ 4 é&islicich. Nahrazuje loga-
ritmické tabulky, tabulku druhych i tietich mocnin a odmocnin,
prevracenych hodnot, funkei goniometrickych a raznych konstant.
V mezich dosaZitelné ptesnosti, odpovidajici (pfi normélni délce
pravitka 25 cm) 3-mistnym logaritmtm, vypoéteme jim zcela mecha-
nicky kaZdy vyraz, ktery lze logaritmovati.

Podstatou pravitka jsou vzéjemné posuvné logaritmické stupnice
(str. 264), kde logaritmy jsou naneseny jako usecky u zvolené délkové
jednotky (modulu) nejéastéji 250 a 125, po piipadé i 83,3 mm.

Pravitko se skladéd z Casti pevné (vlastniho pravitka), Soupétka
(jazytku) a béZce (jezdée) s vlasovou svislou ryskou (indexem) na skle
k ustaveni &isel a soudasnému &éteni na rtznych stupnicich.

Na pravitku obvyklé délky 25 cm jsou na vrchni strand stupnice:

A, kvadratickd (uw= 125 log x, dvakrat) s &isly « = 1 aZ 1(0) a% 1(00);

B, shodné se stupnici 4, 1 a% 1(0) az 1(00)

C, shodné se stupnici D, 1 aZ 1(0)

D, zdkladnt (v = 250 log ) s éisly x = 1 aZ 1(0).

Na rubu Soupéatka jsou stupnice, pfifadéné k stupnicim 4 a D nebo
jen k stupnici D pravitka.

8, sinovd (u = 125log 100 sin «) pro « = 35" aZ 90°;

L, pravidelnd (v = 250 z/10) pro mantisy logaritmii:

T, tangentovd (u = 250 log 10 tg ) pro o = 5° 44’ az 45°)

Na nékterych pravitkdch prisluSi i stupnice S stupnici D

(% = 250 log 10 sin «).

Kromé toho jsou n&€kdy na vrchni strané jest§ stupnice :

K, kubickd (u = 83.3 log =, tiikrat), 1 aZ 1(0) az 1(00) aZ 1(000);

R, reciprokd (uw = 250 log 10/x), obrécend D, 10az 1; ;

P, potenént pro log log o modulu 250 mm, rozdélens ve dv® &ésti.

} na Soupéatku;

Na stupnicich 4 az D vyéteme tficiferné &islo; v priznivé poloze
(na poéatku stupnic C, D) i 6tyfi éislice. Prvni podminkou spravného
vypoétu je spravné &teni na stupnicich. Relativni pfesnost &teni
je po celé.délee stupnice stejné. Piesnost vypoétu je asi 2°/,.

1. Ndsobeni a délenf. Podle pravidel o logari mu soutinu a podilu dv# &isla
zndsobime, se¢teme-li piisludné Gseéky na stupnicich; odeétenim dostaneme podil,
coZ obé e déje pouhym p sunu'im foupd ka. Pii v&t&8im podtu ¢initelt stridave

délime a ndsobime. Desetinnou ¢d1ku uréime hrubym vypoctem se zaokrouhlenymi
&isly. Na pi.
. . —2‘ . 3
I S I 30 v I M0SAS & 50,0 18NT
13425 - 0 625 1210578 10 6

Technicky pravodce, svaz. 1, 2. vyd. 21




322 Matematika.

Nebo poznamendame podet mist, o kterd jsme podinuli desetinnou &arku.
abychom dostali ¢isla, jak jsou vyznaCena na stupnici, v &itateli s opatnym,
ve jmenovateli se souhlasnym znaménkem sméru podle schematu

-2

+  dltatel — Nk +3

_0.045.2475 | T -4

- . 13125 .0.625 =71,327 . 107" = 0,01327. 1
— jmenovatel + 4 A —_T

Nestaci-li stupnice a nastavime-li pod b&Zce 10 (nebo 100) misto 1, je t¥eba
ndhradou za toto déleni hned poznamenati + 1 (nebo + 2).

Na stupnici R uprostied Soupdtka ¢teme pfevracené hodnoty &isel stupnice D.
Kolik m4 ¢islo celych mist, tolik mdé pievrdacend hodnota vievo nul a naopak.
Stupnice uzijeme s vyhodou pfi ndsobeni dvou ¢isel; oba ¢initele postavime
proti sob& a vysledek ¢teme na D pod 1 nebo 10.

2. P¥imd umérnost je déna vztahem z:y = a:b = konst. Postavime-li na shodnych
stupnicich proti sobé &isla a, b, jsou viechna nad sebou stolici ¢isla v témZe
pomdéru. Sty¢néd piimka piedstavuje zlomkovou &éru.

Je-li na p¥. rychlost 1 m/sek = 3,6 km/hod, vy&teme jiné rychlostiz postaveni:

A 1 12,5 19.4 25 m/sek D
B 3,6 45 70 90 kmj/hod c
V procentech vyjddiime &dst celku podle vzorce °/, = c:a(l)z?k . t4st. Na pr.

véhy 84sti 22, 28, 46, 64 kg v procentech celku 160 kg vydéteme z postaveni

A 1.00 1375 17.5 28,75 40°/, D
B 1,60 22 28 46 64 kg C

Ceny vyrobni a ceny prodejni se ziskem nebo ztratou + » °/, jsou v poméru
100 : (100 + p); z jednoho postaveni Soupdika vyéteme v8echna nad sebou stojioi
¢isla téhoZ poméru.

8. Druhé mocniny a odmocniny. Ctverce &isel na stupnicich €, D vydteme
b&Zcem na stupnicich 4, B; naopak odmocniny ¢&isel na stupnicich 4, B najdeme
na C, D. Potet mist, o ktery jsme poSinuli dese'innou ¢iarku, poznamendme
dvojndsobné. Odmocenénce ustavime béZeem na sprdavoém mistd; desetinnou Gdrka
posunujeme o dvouciferné skupiny a poznamendme pocet skupin.

4. TTeti mocniny a odmocniny vyéteme na kubické stupnici K a zdkladni D.
Odmocnénce stavime na spravném misté; desetinnou ¢édrku posunujeme o skupiny
t¥iciferné a poznamendme potet skupin.

5. Obsah kruhu p = 1/4 zd® = (d/ec)®. Konstanta ¢ = J/4/x=1,128 je vyznabena
na stupnici C'; na ti¥i¢arkovém bézci je ddna vzddlenosti dvou rysek. Postavime-h
znadku ¢ (pravou krajni rysku) na prameér d na stupnieci D, éteme obsah @
nad 1 stupnice B (pod st¥edni ryskou bé&zce) na stupnici 4.

Objem rota¢niho vélce délky I stanovime tak, Ze obsah podstavy p*(d/c) s
piecteny podle prededlého odstavee na stupuiei 4, ndsobime 8 pumo(iatnpmce B

délkoul Vysledek V = (d/c)a I ¢teme na stupnici 4.

6. Pi‘cméﬂa miry stupfiové na obloukovou se provede podle vzorct 12, na str. 278:
aro a= a=a’/g =a’lp". Konstanty o’ = 3 44 - 102, o’ =2,06- 10°% v mife setinové
o= 6,37 . 10° jsou vyznadeny na stupnicich C a D.

7. Goniomelrické funkce. Siny a tangenty Ghll, které ustavime indexem ve
vyitezu pravitka vzadu na stupnicich S a 7', ¢teme na nékterych pravitkach pod

100 4 na stupnici B (sinus) a nad 10 D na stupnici C (tangentu). Na nové8ich pra-
vitkdch se spodnimi vy¥ezy na obuu koncich pravitka se hodnoty sint i tangent



XXV. Matematické pomfcky a stroje. 323

dtou na stupnici € a to pro sinus thlu daného v pravém vyfrezu nad 10 D, pro
tangentu uhlu daného v levém vyiezu nad 1 D. Obrati-li se &oupdtko rubem
vzhtru, étou se tu siny a tangenty uhla vyznacentch na stupnici S a 7' Soupdtka
v zakladni poloze na stupnici D. Md-li stupnice S modul 125 mm, &tou se siny
ihld od 35’ do 5°45’ v prvai poloving stupnice 4 velikostmi od 0,01 do 0,1 a thla
od 5°45" do 90° v jeji druhé poloviné velikostmi od 0,1 do 1,0. Na stupnici 7',
jeiiZz modul jest 250 mm, ¢tou se tangenty Ghld od 5°44/ do 45° hodnotami od 0,1
do 1,0 na stupnici D. Ptislu8i-li stupnici § mndul také 250 mm, ¢teme na stup-
nici D i siny uhld od 5° 45/ (sina = 0,1) do 90° (8in a = 1,0).

Kosinus najdeme podle vzorce cos a=sin (90° — a), tangentu dGhla > 45°
podle vzorce tg a = cotg (90°—a) = 1/tg (90° —a). Na obrdceném Soupdtku posta-
vime doplnék 90° —a nad 10D a pod levym koncem stupnice 7' ¢teme tg x.
Na pf. tg 65° = 1/tg 25° = 2,14.

Siny a tangenty malych ahld, které nejsounastupnicich, nahradime obloukem:
sine ~ arcs = &fp pro ¢ < 35’; tgd ~~ arcd = d/p pro d < 5°44’.

Na pravitkdch se stupnicemi S a 7. ptisludejicimi stupnici D, je k tomu
u¢elu na rubu Zoupdtka stupnice oznadend S & 7' s uhly od 35 do 5°44/,
pro které se na stupnici D ¢te sin e =~ tg «.

V trojahelniku jest @:sin a = b:sin g = ¢:sin y. Postavime-li na stupnicich 4, S
(po pi. D, S) proti sob& &isla a, «, vyéteme pii této poloze strany k ostatnim
ahlim proté&jsi. Na p¥. @ =19 m, a = 25° k ahlim g = 37° y = 118° = 180° — 62°
najdeme z postaveni

A 19 27 39,7 m*
S 25° 370 62°
strany b =27 m, ¢ = 39,7 m.
8. Logaritmus. Postavime 1C nad ¢islo a stupnice D; nad pravou dolni zna¢kou
vyfezu vzadu ¢teme na stupnici L mantisu log a, charakteristiku pfipojime.
Na novéjsich pravi‘kdch je stupnice L na lici pravitka; tu se mantisy
logaritma é&isel stupnice D ¢tou piimo na stupnici L.
9. Mocniny 8 libovolnym ezdkladem a mocnitelem ¢teme na stupnici potenéni
P (log log), kde jsou naneseny logaritmy logaritmi &isel od z = 1,1 aZ 10%.
Logariimovédnim logaritmu mocniny (odmocniny)

.l:=ab, logz =0bloga, log log z =log log @ + log b;
'R 1
z = fa=allb, logz = -loga, loglogz=1logloga—1logb

plyne pravidlo, jak pravitkem uréiti #: Na stupnici P najdeme &islo @, k ndému
pri¢teme (odedéteme) tiseéku log b stupnice C a nad ¢islem b éteme na P hledané .
ProtoZe je na stupnici P vyznaceno ¢islo e = 2,718, moZno timto zpisobem vyéisti
hodnoty piirozené exponencidlni funkce. R

F. Pe$ek: Logaritmické pravitko, 2. vyd. 1938.

E. Baranovsky: Podétdisky tésnopis, 2. vyd. 1944,

L. Schrutka: Theorie und Praxis des logari hmischen Rechenschiebers, 2. vyd. 1929.
Nédvody firem, vyrdbdjicich logaritmicksd pravitka.

3. Pocitaci a jiné stroje.

Obsdhlé soutty provaddji stroje sé¢itaci s kldvesnici a pdkovym nebo
elektrickym pohonem. Stroj séitd, odedéitd, tvori souéty éasteéné i celkové a piSe
vysledky.

Cty¥i zdkladni dkony podetni vykondvaji mechanicky poditaci stroje
&etnych soustav; numericky vypodet se jimi velmi usnadni. V&t&inou jsou to stroje
adi¢ni, které ndsobi se¢itdnim, d&li oded¢itdanim (na pf. Archimedes, Brunsviga,
Mercedes, Triumphator, Monroe atd.). Nékteré jsou zafizeny i na elektricky pohon.

21*
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Ukoly vy#&i analysy ¥e&f mechanicky stroje analytické, Numericky pracuji:

Rektifikdtory.

Slouzi k uré¢eni délky oblouku ¢ili rektifikaci kfivky (longimetry, kurvimetry,
kartometry). Nejjednodudsi je métici koletko, kterym dany oblouk pifejedeme;
na ciferniku ukazuje ru¢i¢ka délku oblouku v uré¢itém méritku,

Planimetry.

Planimetry stanovi plodny obsah rovinnych obrazci. Hrotem stroje objedeme
kfivku, plochu omezujici, a na stupnici méficiho koletka vyéteme ¢islo, které
nésobeno konstantou stroje d4 hledany obsah. Z ¢etnych soustav planimetri
nejuzivanéjsi je poldrni planimetr Amslertv.

Integratory.

Stroje mechanicky integrujici sluj{ integrdatory. V prvé fad& jsou to planimetry.
Tak zv. momentové planimetry stanovi obsah rovinné plochy, jeji staticky mo-
ment a moment setrva¢nosti. Jiné integratory Fesi linedrni diferencidlni rovnice
s konstantnimi i proménnymi koeficienty.

Analysétory.
Stanovi mechanicky koeficienty fady Fourierovy pro harmonickou analysu.

Integrafy.

Integritory, které graficky registruji pribsh integrace, sluji integrafy. Resi
tytéz akoly jako integriatory.

V. Ldska-V. Hruska: Pobdet graficky a graficko-mechanicky, 1923.

A. Bedndf - J. JeZek: Poditaci stroje a pristroje, 1940.

K. Lenz: Die Rechen- und Buchungsmaschinen, 3. vyd. 1932.

L. Jacob: Le calcul mécanique, 1911.

A. Galle: Mathematische Instrumente, 1912.

H. Morin: Les appareils d’intégration, 1913.

L. Couffignal: Les machines & calculer, leurs principes, leur évolution, 1933.
W. Meyer zur Capellen: Mathematische Instrumente, 2. vyd. 1944,
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*) Hvézdikou oznadenyeh pismen se podle CSN 1295-1940, Mate-
matické znadky, neuziva, aby nedoslo k zadméné s pismeny latinskymi.
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